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Para contrastar las hipétesis recurrimos al test razén de verosimilitud, necesi-
tando para ello obtener los valores de los parametros L, y p, que hacen maxima

la funcién de verosimilitud en cada espacio paramétrico. El espacio paramétrico
total es {— o < p < 0; —0 <, <o}, y el definido por la hipétesis nula

{-© < p< o}

En primer lugar, establecemos la funcién de verosimilitud conjunta de las dos
muestras. La funcién de verosimilitud de una muestra aleatoria simple es igual al
producto de la funcién de densidad poblacional particularizada para cada elemento
muestral. Al ser las dos muestras independientes la funcién de verosimilitud con-
junta es igual al producto de las funciones de verosimilitud de cada muestra.

LX, Y5 pp,uy) = LX) L(Y; py) =
= f(xp ) FOs ) FOs ) o (Y, 1Y) =

n m 2
S -u)? D0 ny)
l i=1 +:=1

2 2
2 o} o

1
= e

n m ﬂ
(632 (c2)2 (2m)?

Calculamos su logaritmo neperiano

InL(X,Y; p, p,)= —%lncl2 —%lnoi —I—;I-In(Zn)—

n m
1 ‘Z(x[ - “1)2 Z()’, - ,""2)2 [11]
2 i=1 : +z=1 > .

2 o; o,

Bajo la hipétesis nula, p; = p, = p, el logaritmo de la funcién de verosimili-
tud conjunta es

N_ n. o2 m _ 5, N
lnL(X,Y,],l)——EIIIG1 —?lncz ——2—111 (2n) -

n m

1 Yx -wr Y, - [12]
i=1 i=1

— + .

2 012 cg

A continuacién hallamos, bajo las condiciones establecidas para cada hipétesis, los
valores de los parametros que hacen maximas las funciones de verosimilitud. Deri-
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vamos [11] respecto a i, y p,, obteniendo como solucién de las ecuaciones, en el

espacio paramétrico total, los estimadores méaximo verosimiles de p; y p,

fhb=X 'y =Yy

En el caso de la hipétesis nula, p, = p, = p, derivamos [12] respecto a p e
igualamos a cero, llegando a
. noiX+moy
" mcsl2 + nci

La media obtenida es la media ponderada de las medias muestrales utilizando como
ponderaciones los tamafios de las muestras y las varianzas poblacionales.

En el caso particular de poblaciones con varianzas iguales, ¢, =6, = o’ la

estimacion de la media es
nx+my
m+n

i =

media ponderada de las medias muestrales utilizando como ponderaciones tnica-
mente los tamafios muestrales.

Hallamos los valores que hacen méaxima la funcién de verosimilitud en cada es-
pacio paramétrico, formamos su cociente A(X,Y), la razén de verosimilitud,

n m n mn
1 - om0 Y- Yo-»
i=1 i=1 i=1 i=1

-= +
2 2 2 2
2 o o3 oy o,

AMX,Y)=e . [13]

Simplificamos'? el exponente de [13] obteniendo como expresion de la razon de

verosimilitud conjunta
-% mczn:"n 2 - Y)z
AX,)Y)=e I <K,.

Para determinar la regién critica necesitamos conocer la distribucion en el
muestreo de A(X,Y) o la de un estadistico derivado de A(X,Y). Para ello, toma-

mos logaritmos en la expresién anterior

LM (z_y7 <mk,
2 mo; + no,,

12 yesse RUIZ-MAYA y MARTIN PLIEGO: Estadistica II: Inferencia. Capitulo 11.
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y operando se llega a que la regién critica es igual a
(X -9’ 2K,
o, lo que es equivalente, a
|¥-y|=2K.
Conocida la distribucién en el muestreo del estadistico X — y la forma de proceder es
la siguiente: si X —y < —-K o X — ¥ > K se rechaza la hipétesis nula, p, = p,.

Para hallar X, y que la region critica quede totalmente determinada, fijamos el
nivel de significacién o y partiendo de su definicién calculamos la constante K que
delimita la region critica

a = P(rechazar H siendo cierta)= P(0 < A(X, Y) <K, /Ho) = P[(x - 51)2 > K /H0] =
=P(x-y| zK/HO)=P(J‘c—y s—K/H0)+P(X—7 > K/H,).

La region critica de dos colas, |X — y| > K, es funcién de la diferencia de las

medias muestrales, necesitando obtener su distribucién en el muestreo. Si es cierta
la hipétesis nula, p, = p, = p, las distribuciones de las medias muestrales son

be(u;%]; y:N(p;%]

y la diferencia de las dos medias, X — y , se distribuye

2 2
N[O; G—‘+ﬁj
n  m

Definiendo una variable aleatoria &, N(0; 1),

0'2 0'2
P(X-y<-K/H)) = P||——+—-2¢<-K|=
n m

=Plg<- 2K 2 _;
%, %
i n m
y, analogamente,
- = K o
P(x—yZK/HO)zPE_,Zﬁ =—2"
%, %

n m
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Si llamamos 2, al valor tabular de la distribucién N (0; 1) que deja a su de-

recha una probabilidad igual a a/2, el valor de la constante K delimitador de la
region critica es

K c
St K=mp ot
S,

+

3,

n

2 2
(o} (o}
Y —V ZZ __1+—2
| yl u/z\!n m

Cuando las dos poblaciones tienen varianzas iguales, o; = o = o, la regién

|X-y|2z,,0 nrm.
of nm

resultando

critica se reduce a

EJEMPLO 9

Para contrastar la hipétesis nula de igualdad de medias de dos poblaciones N5 y
N (u,; 55) se han tomado dos muestras aleatorias simples e independientes de tamafios 6
y 5, respectivamente,

]

Muestra 1: X, Muestra 2: 'y,
21,3 21,0
11,8 10,4

9,5 18,8
9,8 26,5
6,9 10,1
13,1

Determinese qué decisién se toma si el nivel de significacién se fija en o = 0,0472 .

La regi6n critica es de la forma | ¥ - ¥| 2 K , distribuyéndose la variable X —y

N[O; ;365_+ 2052] = N (0; 3,196).
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El valor de la constante K es

25 3025

K= 2,00 6 + 5 - 3,196 2, 546
2

y hallamos el valor de z,53 que verifica P(N(0;1) 2 z,,,) = 0,0236, siendo
29,0036 = 1,985, con lo que la constante K es igual a 3,196 - 1,985 = 6,344 .

La regién critica resulta |¥ —y|2 6,344 . Los valores de las medias muestrales son
X =1207 e y = 1736 y el valor absoluto de la diferencia |X - y|= 5,29 que, por ser

menor que 6,344, indica su no pertenencia a la regién critica, por lo cual no rechazamos la
hipétesis que las dos poblaciones tengan el mismo valor medio, p, # p,.

La hipétesis nula propuesta, p, = n,, se puede expresar como 1, —p, = 0,
dando pie a una generalizacién: la diferencia de medias igual a una cantidad cono-
cida, p, —p, = 1, teniendo como hipétesis alternativa que p, — p, # 7. Relacio-

namos los contrastes fundamentales que en este caso pueden hacerse

Hipdtesis nula Hipdtesis alternativa Region critica
2 2
6, ©
Hy—Hy ST H—H>T T-J2T+7 |L++-2
“Nn m
2 2
6, ©
Hy—Hp 2T Hy—Hp <7 XT-FJ<t1-z7 .+ +-2
“¥n m
2 02
Wp—Hy =1 Hp—Hp 771 lx-5-1l>¢ L2
2N n  m

8.5.1.2. Varianza poblacional comiin desconocida

Sean dos poblaciones N (,;; 6) y N (n,; o) cuya varianza comin es desconocida.
Las hipétesis a contrastar son Hj[n, = u,] y H [y, # p,], y para ello se parte de
dos muestras aleatorias simples e independientes de tamafios n'y m, n+m =N,

X(x,....%,) Y Yoo ¥) -
La funcién de verosimilitud conjunta es igual a

1 n m
1 eyl Z(X,‘Pl)z"' Z()’,‘Hz)z
e

i=1 i=1

LX Y5y, 1,0°) = —5—
2

(c®)? (2m)
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y su logaritmo

InL(X,Y; p.l,uz,cz)=— —In (¢%) - — > 1n(21t)—

1
20’2

Z(x —p)’+ Z(y

Calculamos los estimadores maximo-verosimiles de p, p, y o’ en el espacio

paramétrico total { — o < p < ©; —© < p, < ©; 6> > 0}

Z (x; — )

. 2 ;
Ol LY pybp @) _ iz g [14]
oW c
¥ - 1)
ol LX,Y; by pyy 02 i 2
- _ -0 [15]
ou, c
oln L(X, Y; py, 1y, 0
= _ X — + =0 16
p= - ,;( by’ l;@, b’ [16]

De las ecuaciones [14] y [15] obtenemos los estimadores méximo-verosimiles
de w y 1,

A

mo=X; =y

y de la ecuacién [16] el estimador, s*, de la varianza comiin desconocida o,

x, -0+ Y., -3
_ i=1

i=1

N

SZ

Pasando al espacio paramétrico definido por la hipétesis nula, p, = p, = p,

{ - < p < o; 6* > 0}, la funcién de verosimilitud conjunta es

| —# 3 - Y- w?
L(X,Y, u’02)= = e i=1 i=1
2

(c)? (2m)




CONTRASTES PARAMETRICOS MW 251

y su logaritmo

InL(X,Y; p,0%) = - %m (c?) —%m 2n) -

—ﬁ[i(x,. W+ Y0, —u)z}

i=1 i=1

Derivando respecto a los dos parametros py o’ e igualando a cero las deriva-
das, obtenemos el estimador de la media comin p

n m
X+ 2,
=1 i=1

N Y

A 1
“, =

y el de la varianza o*, que denominamos sg ,

> -+ 20, -

§2 = i=] i=1
N

0

El cociente de la funcién de verosimilitud conjunta, particularizada para los
valores que la hacen méxima en cada espacio paramétrico, es

1 ‘ﬁ[i“‘_m“ So -mz}
5 5 e 0 Li=1 i=1
2y2 (2m)2
ax,y) = L B0 n - <K,
! —#{Z(x,--f)%z:(y,- —i)z}
5 5 e i=1 i=1
(s*)2 (2m)2

y haciendo operaciones'' llegamos a la variable aleatoria

nm

X -y)
{ = n+m
3 =2 & =2
D=0+, -V
i=1 i=1
n+m-2

' Vesse RUIZ-MAYA y MARTIN PLIEGO: Estadistica II: Inferencia. Capitulo 11.
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variable aleatoria distribuida en el muestreo como una ¢(n + m — 2), dando lugar
a la regién critica

nm ,_ _
x-y
n+m >K
M, -0+ >, -5
i=1 i=1
n+m-2

El valor de K verifica t(n + m - 2;0,/2) = K , siendo a el nivel de significacion.

EJEMPLO 10

Se dispone de dos muestras aleatorias simples e independientes de tamafios 9 y 7, proce-
dentes de dos poblaciones N (y,; o) y N (i,; 0)

Muestra 1 : x; 181 145 150 123 156 160 115 150 134

Muestra 2 : y; | 121 144 123 116 156 142 101

Se contrasta, con un nivel de significaciéon del 10%, la hipétesis de igualdad de medias,
M=,

El estadistico que permite el contraste es

27 (146 - 129)
9+7

=1,7234
\/3188 +2176

14

el valor tabular f,, tal que P(t(14) > ty05) = 005 es 1,7613 que al ser mayor que el

muestral lleva a no rechazar la hipétesis nula, es decir, a la vista de la evidencia proporcio-
nada por las muestras éstas pueden proceder de poblaciones con igual media.

De la misma forma que en el caso de las varianzas poblacionales conocidas, los
contrastes generalizados son

Hipdtesis nula Hipotesis alternativa Region critica
B—Hy ST H—Hy, >T X-y2t+st(n+m-2;0)
By—H, 2T By =K, <71 X-y<t-st(n+m-2;a)

By —Hy =T M —H,ET Ix-y-tl2st(n+m-20/2)
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donde

Z(x,' —’f)2 + Z(}’, _5)—)2

2 m i i=1
n+m-2

8.5.2. CONTRASTE DE IGUALDAD DE VARIANZAS
8.5.2.1. Medias poblacionales conocidas

En dos poblaciones N(u;; 6,) y N(u,; ©,) , con medias conocidas, las hipotesis a con-
trastar son Hy [o} = 62] y H, [} # o2]. Se toman dos muestras aleatorias simples e
independientes entre si de tamafios n 'y m, (n+m = N) X(x, X))y
Y5y,

La funcion de verosimilitud conjunta es igual a

2 2
o) G,

n m
[Z(x,-—u,.)’ Z(y,-—usz
11io1 i=1
- = +
2

L(X,Y; 612,03)= L e

n m ﬂ
2

(62)2 (c2)2 (2m)

y su logaritmo

InL(X,Y;02,0%) = - Zinc? —%-lnci ——%111(211) -

2

n m
1 Z(x[_l—ll)z Z(yi_u2)2
SLli=t : +1=1 :
2 o, G,

Derivamos la funcién In L(X,Y; 012, ci) respecto a 6, y o, para obtener el ma-

ximo en el espacio paramétrico total {c*> > 0} e igualamos a cero

oln L(X,Y;02,c?) 1 &
2 : 2= = z(xz _”Ll -
301 2 1 26 i=1

dlmL(X,Y;6;,67) m

2
602 ‘ 262

z(yz_“z =0
2 i=

—
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los estimadores méaximo-verosimiles de las varianzas 0'2 o, , solucién del sis-
1Y 02
tema precedente, son

n m 2
zx—l»ll Z()’t_Pz)
s == y 8=t
n m
Si la hipétesis nula es cierta, 6f = o3 = o>, la funcién de verosimilitud con-
junta queda
, { v 3= w)” + 30w’
L(X,Y; (o ) = ——&—ﬁe
(c*)% (2m)?

tomando logaritmos, derivando respecto a o’

e igualando a cero la derivada, lle-
gamos al estimador maximo-verosimil, s

, de la varianza comiin

Z(x - )’ + Z(y,

s i=1 -
n+m

ha)’ ns; + ms;

N
El cociente de la funcién de verosimilitud conjunta, A (X, Y), particularizada para
valores de 67,62 y o que la hacen maxima es

1 -#[ﬁ:(x,—u.)z + _i(y, -uz)z}
5 5 e i=1 i=1
2\2 2
A(X,Y) = (s7)* (2m) : _
1 [;u[ - > gl(y, —u2>2}
1 T2 52 " 52
o om N € y
2 2
(5% (s;)2 (2m) 2

sustituyendo en la expresion los sumatorios por sus expresiones en funcion de
2 2, 2
$,» S,y s° tenemos
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y operando'?

_ _n
n 2
Z(x _“1
N & 2 m
ry Z(y _“2) r X
=ym isl S [17]
n:m? Z X _Hl _Z( 1_”1)2
———; +1 ’;1 +1
>0 -n,) Z(y -u,)’
'= _l= .

Consideremos las variables

Z(x -p)’ >
i=1

i=

=

) y )
g, g,

distribuidas, respectivamente, como X2 (n)y xz(m) e independientes por serlo las
dos muestras. La variable

x(n)

n
x> (m)

m

se distribuye como una F de Fisher-Snedecor con n y m grados de libertad,
F (n; m), variable que podemos expresar como

‘Z(x,’_ul)z n
=t > Z X~ )
——119 S — = F(n; m)
n
>, -ny)’ Y-y
i=1 i=1
mo?

12 yéase RUIZ-MAYA y MARTIN PLIEGO: Estadistica II: Inferencia. Capitulo 11.
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por lo que

Z X - )
—;—— = iF(n; m)
20

m
Pz)

y sustituyendo este cociente de sumatorios en la expresion [17], llegamos a la razén
de verosimilitudes

AMXY) =

I N

N2 [m F(n,m)}

2m? [iF(n;m)+1}
m

n 2

La variable A(X,Y) tiene una distribucion en el muestreo complicada por lo

que la obtencion de la region critica de manera directa lo es también. Sin embargo,
el que la raz6n de verosimilitud sea funcién de la variable F (n;m) permite obte-

ner la region critica de forma sencilla.
Segun el contraste razon de verosimilitud la region critica es
<AX Y) <K

y como A(X,Y) resulta funcién de la distribucién F(n;m) se verifica, como
indica la figura 8.6, la equivalencia de los sucesos

{0<AX,Y) <K} = {0< F(n;m) < L}U{L, < F(n; m) < »}

siendo disjuntos los intervalos del segundo miembro. Tomando probabilidades,
como {0 < A(X,Y) < K} es la region critica,

PO<AX,Y)<K)=a=PO<F@n m<L)+P(L, <F(n;m< ) =
= P[F(n; m) < L]+ P[L, < F(n; m)]
y, por convenio, se consideran como valores de L, y L, los que verifican
P[F(n,m)<L/]1=

P[L, < F(m;m)] =

R R
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MX; Y)

R ey

0L, L, F(n; m)

FIGURA 8.6

es decir,

y el valor muestral del estadistico que permite la contrastacion es

(x, — )’

™

1

It

F=2
n

(y,' - uz)z

gk
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EJEMPLO 11

De una poblacién N (-2;6,) se ha tomado una muestra de tamafio 3: (-6; - 1; - 3) y de
otra, N (4; o,) una de tamafio 4: (1; 7; 4; 5), ambas independientes. Con un nivel de sig-
nificacién del 10% contréstese la hipétesis de igualdad de varianzas.

Para conocer el valor muestral del estadistico F necesitamos los de los sumatorios
3 4
Z(x,. - ul)z y Z o, - u2)2 , cuyos valores son, respectivamente, 18 y 19, y el estadisti-

i=1 i=1

co F resulta igual a

F=418_ 1263
3-19
La regién critica es
0sFs—2L LU {F@3, 4,005 <F}={0<F <0152} U {659 < F}
F (3, 4; 0,05)

como F = 1263 no esti comprendido en ninguno de los dos intervalos, pertenece a la

regién de aceptacién y no rechazamos la hipétesis de igualdad de varianzas, al nivel de
significacién fijado.

8.5.2.2. Medias poblacionales desconocidas

Sean dos poblaciones N (,; ;) ¥ N(u,; o,), con medias desconocidas. La hi-
pétesis nula establecida sobre las varianzas es H [012 = ci] y la alternativa
H [612 # ci]. Los espacios paramétricos son: el total {— o < p; < o; of > 0}

y el definido por la hipétesis nula {— o < p; < oo; o’ > 0}. Para efectuar el

contraste, se toman dos muestras aleatorias simples e independientes entre si de
tamafios ny m, (n+m=N) X(x,...,x,) e Y(y,, s V) - Siguiendo un proce-
dimiento analogo al anterior llegamos® a que el estadistico

Z(x -x)°
X

m_

F =

15 Véase RUIZ-MAYA y MARTIN PLIEGO: Estadistica II: Inferencia. Capitulo 11.
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se distribuye como una F(n —1; m — 1) . De la misma forma que cuando conoce-

mos las medias poblacionales, la region critica esta formada (Fig. 8.6) por la uni6n
de los intervalos disjuntos

{0<F(n-1,m-1)<L}, {L,<F(n-1l;m-1)<wx}

obteniéndose los valores de L; y L, como solucién de las ecuaciones

P[F(n—l;m—l)sL,]=%
o
P[L, sF(n—l;m—l)]=;
es decir,

o 1

L =F(n—1;m—1;1——2—)=

F(m—l;n 1; a]
L, =F(n—1;m—1;%]

y como valor muestral del estadistico que permite la contrastacion

8.6 Contrastacion de hipétesis
‘en muestras grandes

8.6.1. PLANTEAMIENTO GENERAL

Todos los casos estudiados en este capitulo se refieren a hipétesis sobre parametros
de distribuciones normales: media, varianza, coeficientes de correlacién y regre-
sién. El conocimiento del tipo de distribucién posibilita en todos ellos la obtencién
de la regién critica. En lo que sigue tomamos en consideracion hipdtesis sobre
pardmetros de poblaciones no normales cuyos estimadores se construyen con
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muestras de tamafio grande que permiten llegar en sus distribuciones en el mues-
treo a la situacién asintética normal.

Sea un parametro 6 de una poblacién no normal, cuyo estimador maximo-
verosimil 6 se basa en una muestra aleatoria simple de tamafio n 'y V(0) su va-
rianza. Se puede demostrar que la variable

H-0
1/V(é)

converge en distribucién a la N (0; 1) por las propiedades asintéticas de estos es-
timadores.

Tenemos casos particulares que conducen directamente a la posicién asintotica
normal: cuando en el cociente de verosimilitudes se llega a la media muestral que,
por el Teorema Central del Limite, también es asintoticamente normal.

8.6.2. CONTRASTE DE PROPORCIONES

Como caso particular de poblacién no normal estudiaremos, a continuacion, la
contrastacion de algunas hipétesis que pueden hacerse sobre el pardmetro de la
distribucién B(1; p) .

® H)[p=p]) Hlp=p]

Para llevar a cabo este contraste aplicamos el lema de Neyman-Pearson, pues
las dos hipdtesis son simples, en muestras aleatorias simples de tamafio n, cuyos
valores x; son0o 1.

Formamos el cociente de verosimilitudes

L(X;p)  py(-p) ™ -~ pyr=p) ™

L(X; Pl) pixl (l_pl)l—xl e plxn (1_ pl)l_xu

n

X‘ n - X;
_[Po ,; 1-p, Z. _
P1 l_pl

n

= [1 — Py Jn[po a- pl)]EXi <K
1—p1 p](l_po) -0
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n

_ in
pd-p) = <K,. [18]
p, (1= py)
Si la expresion
pO (1 - pl) [19]
pd - po)

es mayor que 1, equivalente a que p,(1 — p)) > p;(1 — p,) y de aqui se deduce

n
que p, > p,, el logaritmo es positivo y al despejar Z x; no cambia el signo de la
i=1

desigualdad [18], siendo la region critica
n
Z x; < K
i=1
o al dividir por el tamafio de la muestra, n, ¥ < K .

La determinacién de la contante K se efectda por el procedimiento habitual, fi-
jado el nivel de significacién o ,

a = P(% < K/H,)

necesitando, en este punto, conocer la distribucién en el muestreo de x . Si el ta-
mafio muestral es elevado, por el teorema de Moivre-Laplace, la media muestral se
distribuye en la hipétesis nula aproximadamente,

por lo cual podemos pasar de P[X < K/H;] a

oo P

y tenemos el problema resuelto, regién critica definida, asi como la potencia del
contraste. :

Si, por el contrario, la expresién [19] es menor que la unidad ( p, sera menor

que p;) su logaritmo negativo y la region critica pasa a ser X > K , pudiéndose

aplicar todo lo expuesto referente al célculo de la constante K y de la potencia del
contraste.
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—
EJEMPLO 8

En un proceso de fabricacién se detecta que el 17% de las piezas son defectuosas. Mediante
una puesta a punto se espera bajar esta cifra al 10%. Contrastar estas hipétesis con un nivel
de significacién del 1%o, en una muestra aleatoria simple de tamafio 100, en la que se han
obtenido seis piezas defectuosas.

La variable aleatoria estado de la pieza es binominal (pieza defectuosa, 1, pieza en buen
estado, 0) con probabilidad bajo 1a hipétesis nula p, = 0,17 y en la alternativa p, = 0,10.

En estas condiciones y como p, > p,, (0,17 > 0,10), la regién critica es X < K . Para
hallar K sabemos que

a =0,001 = P[Xx < K/B(1;017)] = P[X < K/N(0,17; 0,034563)]

pues

Jpo(l—po) =J0,l7~0,83  0,037563
n 100

y si la variable £ es N(0; 1)

0,001 = P(0,17 + 0,037563¢ < K) =
_pfr < K017
0,037563
=P (&= 250)
el valor tabular correspondiente a la probabilidad 0,001 es zyq, = -3,08, por lo que

(K -0,17)/0,037563 = -3,08 , y de aqui obtenemos K = 0,0543, y la region critica

X <0,0543.

En la muestra han aparecido seis piezas defectuosas, por lo que X = 1—36 = 0,06 canti-

dad mayor que 0,0543, es decir, pertenece a la regién de aceptacién (X > 0,0543) y se

acepta que el porcentaje de piezas defectuosas sigue siendo igual a 0,17: la puesta a punto
del proceso de fabricacién no ha dado lugar a un descenso significativo del promedio de
piezas defectuosas.

La potencia del contraste es igual a
1-Bp=P(X<0,0543/H,] =
= P(X <0,0543/B(1; 0,10)] =

- = P(¥ < 0,0543/N (0,10; 0,03)]
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la desviacién tipica de la distribucién normal bajo la hipétesis alternativa es

\/ml - _ \/0,1 09 _ 003

n 100
y la potencia

POl + 0,03¢ < 0,0543) = 0,0638.

H 263
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Ejercicios resueltos

EJERCICIO 8.1 En una poblacién N (u; 2) se establecen dos hipétesis:
H; [k, =0] y H, [y, =1]; el tamaiio de la muestra aleatoria simple es n =100 y la

potencia del contraste 1 — B = 090 . Calciilese la constante de la mejor region criti-
ca, X > K,y el nivel de significacion, o .

SOLUCION. Tenemos que para este contraste la region critica es ¥ < K , luego

1-B=P(E2 Z0,90) =0,90; Zp90 = -1,282
K=p +-2z  =1+-2(-1282) = 0,7436
Hy \/;l— 1-B 10 ’ ’

la mejor regidn critica es X > 0,7436, y el nivel de significacion

a=P(X2K/H;)=P[N(0; 2) > 0,7436] = 0,3557.

EJERCICIO 8.2 Si en la poblacion N (u;2) las hipétesis son H [u =6] y
H, [u = 4], héllese la mejor regién critica y la potencia del contraste si el nivel de
significacion es igual a 0,05 y la muestra aleatoria simple es de tamaiio 4.

SOLUCION. Tenemos que
a=P[Xx<K/H,(u=6)]=P[N(6;1)<K]=0,05
y K = 4,355, siendo la mejor regién critica el intervalo {X < 4,355} .
La potencia del contraste
1-B=P[Xx<4355/H (u=4)=P[N@4;1)<4,355] =
= P[N(0;1) <0,355] = 0,6387.

EJERCICIO 8.3 En la distribucion N (u;12), contrastese la hipétesis nula
p = -5 frente a la alternativa p < -5, en muestras aleatorias simples de tamaiio 9
y con un nivel de significacion o = 0,15, siendo la muestra extraida
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—20,06 6,05 0,63
4,56 3,17 -15,26
-17,20  -0,28 -3,16

SOLUCION.  La mejor region critica es de la forma ¥ < K . Bajo la hipétesis nula,
la media muestral se distribuye N (-5; 4), y como o = 0,15

0,15 = P[X < K/N(-5;4)] = P[N(-5; 4) < K]
y el valor de K que verifica la ecuacién es K = -9,148 .

La media de la muestra obtenida es igual a 4,617, valor no incluido en la regién
critica, —4,617 > —9,148 , aceptandose por consiguiente la hipétesis nula, es decir, se
admite que la verdadera media poblacional es p = -5 .

La funcién de potencia es igual a

P(u) = P[X < -9,148/N (u; 4)] = P[N (u; 4) < -9,148] .

EJERCICIO 8.4 En la distribucién N (-3;0) contrastese la hipdtesis
H, [c% =10] frente a la alternativa H, [6® = 5], con un nivel de significacién del
7,5% y en una muestra aleatoria simple de tamaiio 6 en la que el valor muestral de
6

(x; + 3)? es 7,42.
=1

il

- 6
SOLUCION.  La mejor region critica es Z(xl. +3)> < K, y obtenemos el valor

i=1

de K de la ecuacion

K
= 0,075 = P| y%(6) = —
a [x() 10}

el valor tabular de % es 1,9195 por lo cual, K =19195 y la mejor regién critica

queda

6
D(x, +3)* 19,195
i=1

y se rechaza la hipétesis nula, N (-3; ﬁﬁ), aceptandose la alternativa, N (3; \/3-) s
pues el valor muestral (7,42) es menor que el critico (19,195).



266 M FUNDAMENTOS DE INFERENCIA ESTADISTICA

EJERCICIO 8.5 En la distribucién N (200; o) se contrasta la hipétesis nula
H, [c? = 25] frente a la alternativa H, [c® > 25] con un nivel de significacion

o = 0,017, en muestras aleatorias simples de tamafio 15. Determinese cual de las
dos hipétesis se acepta si extraida una muestra resulté en ella

15
> (x, —20)* = 874,2.

i=1

SOLUCION.  Para que la region critica quede determinada calculamos el valor de
la constante K

K K
o =0017 = P[X2(15) > c—g} = {x 15) = E]

—% =27.876 y K =696,9. El valor muestral del estadistico (874,2) esta incluido en

la regioén critica por lo que se rechaza la hipétesis nula, o =25, y se acepta que la
varianza de la distribucién pueda tomar cualquier valor superior a 25.

La funcién de potencia es igual a

1—B=P[x2(15)2§]= [ 15) =

696, 9}

EJERCICIO 8.6 Contrastese con un nivel de significacion del 20%, las hipdte-
sis nula HO[G2 = 4] y alternativa Hl[cs2 # 4]. Tomemos una muestra aleatoria
simple de tamafio 7, cuyo resultado es

[70 53 47 80 99 34 36|

SOLUCION. La regién de aceptacién es

(6 1-020) Z(x -X)? <y [6 0220)4

x2(6; 0,90) = 2,204; x*(6; 0,10) = 10,645
y resulta

[8816; 42,580]
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;

El valor del estadistico Y (x, — X)* es 35,12 comprendido en la regién de aceptacién
i=1

por lo que no se rechaza la hip6tesis nula que la varianza sea igual a 4.

EJERCICIO 8.7 De una poblacién normal bidimensional (&; n) se ha tomado
una muestra aleatoria simple de tamaiio 6

X; 8§ 11 7 10 12 9

y; 1108 82 63 87 91 88

y se desea contrastar la hipétesis de incorrelacién poblacional, p = 0, entre las dos
variables, con un nivel de significacion o = 0,20 .

SOLUCION. El valor del coeficiente de correlacién muestral es

6
.inyi - 6xy
r = i=1 =

e

4061 57519
= 6 = 0,224

2 2
559—i 45951 - 19
6 6

El valor del estadistico utilizado en el contraste

_ rvn -2 . 2:0,224
Ji-r2  \1-0,2242

= 0,460 .

El valor tabular ¢, con el que se ha de comparar el valor de ¢ se obtiene de
P([1(4;010) > 7,,,) = 0,20
pues el contraste es bilateral, resultando ¢,,, = 15332.

Como el valor de ¢ obtenido en la muestra (0,460) es menor que el critico (1,5332)
no pertenece a la regién critica, esta en la de aceptacion, y no se rechaza la hipétesis de
incorrelacion entre las dos variables.
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EJERCICIO 8.8 Se ha tomado una muestra aleatoria simple de tamaiio 100 de
una poblacién normal bidimensional, siendo el coeficiente de correlacion muestral
r = 0,58 . Contrastese la hipétesis nula que el coeficiente de correlacion poblacio-

nal es p = 0,75, frente a la alternativa que es distinto de esta cifra. El contraste se
realiza con un nivel de significaciéon o = 0,06 .

SOLUCION. El valor del estadistico que permitir4 efectuar el contraste es

1, 1+058 1, 1+0,75
—In 1

n
v:2 1-058 2 1—0,752_0’0315'

100 -3

El tabular correspondiente, z /2 €1 la distribuciéon N(0; 1) se obtiene de
P(N(O; )| 2 Zy03) = 0,06
yes Z,p = 1,891.

Al ser |-0,035/= 0,035 menor que 1,891 se acepta la hipétesis nula: el coefi-
ciente de correlacion puede ser igual a 0,75.

EJERCICIO 8.9 Para contratar la hipétesis de igualdad de varianzas de las
distribuciones N (u,;0,) y N(u,;0,), con un nivel de significacion igual al 10%

se toman dos muestra aleatorias simples independientes de tamafios S y 10

-

Muestras 1: X; Muestras 2: y;
25,9 16,7 13,5
22,3 13,6 18,6
26,4 22,8 18,9
24,4 17,2 15,4
27,8 8,9 10,8

SOLUCION. Los valores tabulares que delimitan la region critica son

1 1
F(9; 4;0,05) 3,63

L, = F(4; 9; 0,05) = 6,00

L =F(4;9;,1-0,05) = = 0,275

siendo la region critica la unién de los intervalos {F < 0,275} y {6,00 < F}.



EJERCICIOS RESUELTOS DEL CAPITULO S MW 269

El estadistico cuyo valor muestral necesitamos es

5

2 (x, - %)
_10-1 /5

F
4-1 B _
>, -9’

i=1

5
> (x, - %)* = 323326 - 5-25,36" = 17,612
i=1
10
Dy, - )7 =2597,96 - 10 - 15,64> = 151,864
i=1

y el valor de F es igual a 0,348, no incluido en la region critica (0,275 < 0,348 < 6,00)
por lo que no rechazamos la hipdtesis nula de igualdad de varianzas, con un nivel se
significacién del 10%.



CAPITULO 9

Contrastes
Nno parametricos

9.1 Introduccién

En los capitulos anteriores se han estudiado los contrastes mas usuales donde las
hipétesis venian referidas a valores que se asignaban a un pardmetro (o conjunto de
parametros) definitorio de una distribucion especifica de probabilidad f(x; 0).
Todo el proceso, pues, derivaba de la hipétesis de partida de que la muestra obte-
nida procedia de una poblacién cuya distribucién de probabilidad se suponia cono-
cida y donde los procedimientos estadisticos inferenciales se centraban en los pa-
rametros desconocidos de la supuesta distribucion poblacional.

La asignacion previa de un determinado tipo de distribucién de probabilidad a
la poblacién (denominada distribucién subyacente) gravitaba sobre el proceso infe-
rencial, lo que hacia necesario exigir la propiedad de robustez a las técnicas in-
ferenciales a fin de que vulneraciones de esta hipétesis de partida no afectaran sig-
nificativamente el resultado de una estimacién o de un test de hipdtesis.

Para obviar este problema se han desarrollado las técnicas no paramétricas,
donde el conjunto de hipdtesis de partida se reducen o, incluso, desaparecen, con lo
cual disminuye el riesgo de contaminacién del proceso inferencial por una erronea
especificacion del cuadro de hipdtesis iniciales.

271
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Dentro de las técnicas no paramétricas se incluyen dos tipos de situaciones, no
mutuamente excluyentes:

M Técnicas no paramétricas, en sentido estricto, donde no aparece ningin tipo
de hipotesis acerca de un determinado parametro 6 de una poblacién, sino
que el proceso se basa en un estadistico sin referencia a ningin parame-
tro poblacional.

B Métodos de distribucién libre, en los que el estadistico utilizado presenta
una distribucion de probabilidad que no depende de la distribucion de pro-
babilidad de la poblacion de la que se ha extraido la muestra que suministra
informacién al estadistico.

En este tipo de técnicas no suele utilizarse directamente la informacién muestral
sobre los valores de la variable objeto de estudio, sino mas bien la frecuencia con
que aparecen dichos valores en la muestra, la posicién de los mismos en una
muestra ordenada, el orden o rango que ocupa un valor en la muestra ordenada.

Por otra parte, las técnicas no paramétricas son las inicas que pueden utilizarse
si las observaciones se recogen en una escala ordinal o nominal.

Es comun, en gran parte de los tests que se desarrollan a continuacion, el efec-
tuar el supuesto elemental de la continuidad de poblacion, supuesto que, tedrica-
mente, impide la existencia de valores repetidos' en la poblacién investigada. Sin
embargo, la intrinseca «discreticidad» de la muestra, dados el tamafio muestral
finito con que se trabaja y la imperfeccion en la medicién de los valores de la va-
riable observada, hace posible encontrar con elementos repetidos en la muestra.
Esta situacién es tratada en los tests que se ven afectados por repeticiones.

Por tltimo, resefiamos que los contrastes no paramétricos son algo menos efi-
cientes® que sus correspondientes paramétricos, cuando la poblacion tiene una distri-
bucién normal, y més eficientes cuando la distribucion de la poblacion no es normal.

Antes de iniciar esta breve introduccion a la contrastacién no paramétrica se
exponen una serie de conceptos necesarios.

B Frecuencia absoluta: Nimero de veces que aparece un determinado valor de
una variable (modalidad o categoria de un atributo). Se representa por n; para la

i-ésima observacion, siendo tal que

r
Sn=n.
iz

! Ties en inglés.

2 En el sentido de presentar una menor potencia del contraste para un mismo nivel de significacién o.
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B Frecuencia absoluta acumulada: Nimero de observaciones que hay iguales o
inferiores a un cierto valor de la variable considerada; se representa por N, , siendo:

N =n
N, =nm+n
Ny=nm+n+n

N, =m+n+--+n =n
si existen r clases excluyentes de observaciones.

B Rango: Nimero de orden que le corresponde a cada observacion si el conjunto
de observaciones se ordenan de menor a mayor, empezando en el 1.

B Funcién indicador: Funcién que asigna un cédigo, arbitrario, a una expresion
si en ella aparece una observacién determinada x; de la muestra. Por ejemplo

1 si xed

y; = .
0 sioxed

donde A representa una particion del espacio muestral o la presencia de una deter-
minada caracteristica.

En este capitulo se desarrollan contrastes basados en una muestra, siendo los
objetivos basicos verificar si dicha muestra procede de una determinada poblacién
(bondad del ajuste), si la muestra es aleatoria (tests de aleatoriedad), que pertenezca
a una poblacién con una medida de localizacién especificada (contrastes de locali-
zacion), existencia de asociacion entre las variables o caracteres que componen una
muestra bidimensional (tests de asociacién), existencia de independencia entre los
distintos niveles de dos factores o variables si la muestra se puede disponer en for-
ma de tabla de doble entrada (Tablas de Contingencia).®

9.2 Contrastes de bondad
del ajuste

El objetivo de estos contrastes de bondad del ajuste es verificar si una muestra
procede de una poblacion con una determinada distribucion de probabilidad.

3Enel epigrafe correspondiente a Tablas de Contingencia, también se incluye el contraste de homogeneidad,
aunque su disefio parte del conocimiento de dos 0 mas muestras.
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A la informacién de la muestra X (x,,...,x,) se ajusta una cierta distribucion

de probabilidad, siendo la hipétesis nula que dicho ajuste es «bueno», en el sentido
que la informacién muestral no evidencie que debe rechazarse esta hipétesis nula.
La hipétesis alternativa recoge el enunciado opuesto al de la hipétesis nula, es de-
cir, que dicho ajuste no es correcto.

Veremos a continuacion los tests mas usados para este fin.

9.2.1. TEST o’

Como se ha senalado, la hipétesis nula consiste en que las observaciones constitu-
yen una muestra aleatoria simple extraida de una poblacién con una distribucion de
probabilidad, P.

Se distinguen dos casos: el primero supone que P estd completamente especifica-
da, de modo que no contiene parametros desconocidos y, por tanto, puede calcularse
la probabilidad de cualquier suceso en P. El segundo, contempla lo contrario, cuando
es necesaria la estimacién previa de algunos parametros desconocidos a fin de poder
determinar probabilidades de subconjuntos del campo de variacion de P.

9.2.1.1. Test ¥* cuando no se estiman parametros

Se dispone de una muestra cuyas observaciones pueden clasificarse en r clases o
categorias mutuamente excluyentes: categorias que pueden venir dadas en interva-
los de tipo cuantitativo o simplemente en una escala ordinal o nominal. Si repre-
sentamos las categorias por A, 4,, ..., 4,, debe cumplirse que su uni6n configure

el campo de variacion de la variable poblacional.

En la muestra existen n, elementos que pertenecen a la clase 4, n, ala 4, y

asi, sucesivamente, n, a la dltima clase 4,, tal que n, + n, + -~ +n, = n, siendo
n el tamafio de la muestra.

Bajo el supuesto que la hipotesis nula es cierta, de acuerdo con la distribucion
de probabilidad P, puede establecerse que

P(4) = p;
donde
p+p,t+p =1

Al ser independientes las observaciones, por proceder de una muestra aleatoria
simple, la probabilidad de la aparicién de », elementos de la clase 4, n, ele-
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mentos de la clase 4,, etc., viene dada por una distribucién multinominal* a través
de la expresion

P(n,...,n) = Ira—

donde cada n; sigue una distribucién marginal de tipo binomial B(n; p;,) cuyo
valor esperado, que denominamos E, ,
E(n) = np; = E,

este valor esperado representa el nimero de observaciones pertenecientes a la clase
A; que cabe esperar se obtengan en la muestra, si la distribucién de probabilidad
de la poblacién es la que se incluye en la hipdtesis nula.

Debido a las fluctuaciones aleatorias en el proceso del muestreo es razonable
que las frecuencias observadas n, y las frecuencias esperadas E; no coincidan,
aunque para valores grandes del tamafio muestral n es previsible, si la hipdtesis

nula es cierta, que las discrepancias entre dichas frecuencias no sean grandes.

Como medida de las diferencias, o discrepancias entre las frecuencias observa-
das y esperadas, Pearson propuso el estadistico

- i(" -E) i(" -np)’

llamado estadistico de la bondad del ajuste.

En esta expresion cada diferencia n, — E; aparece elevada al cuadrado, para

evitar que signos contrarios compensen la medida global, pues el interés se centra
en la cuantia de la desviacién y no en su direccién o signo. La diferencia se ponde-
ra por el inverso de la frecuencia esperada E;, puesto que una discrepancia grande

podria llevar a rechazar el modelo de probabilidad recogido en la hipétesis nula,
aunque la categoria 4, sea de probabilidad no muy grande. No es lo mismo en-

contrar una diferencia (n, — Ei)2 =25 en una categoria donde E, = 500 que en

otra cuyo valor esperado sea E;, = 5.

* Véase MARTIN PLIEGO y RUIZ-MAYA : Fundamentos... Capitulo 7.
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Distribucién del estadistico X

La distribucién conjunta multinominal de las frecuencias muestrales n,, ..., n,

puede obtenerse como la distribucion condicional de r variables independientes
n,...,n  con distribucion de Poisson de parametro np, (donde

p, +---+ p, = 1), dada la condiciéon n, +---+n,_=n.
Por tanto, las variables tipificadas

n, —np;
np,

son asintéticamente normales N(0; 1) e independientes.’

g =

,
Por otra parte, la condicién Zn,. = n obliga a que
i=1

7 & =0 [
i=1

pues, como

\/’7171‘&1:‘/’;\/;1&::‘:”;'_"171‘

al sumar esta expresion para todo valor de i se obtiene

r r r r
‘/;Z\/pigi =yn-nyp=2n-n=0
i=1 i=1 i=1 i=1
Estas consideraciones conducen a que el estadistico
2
i=1 np;

I
M-
Ty
handll S )

siga una distribucion x* con r — 1 grados de libertad, reduciéndose los grados de

libertad en uno por la restriccién lineal dada por [1] que, de manera implicita, con-
tiene el estadistico.

3 Véase ROHATGI.

6 Para una demostracién formal puede consultarse KENDALL-STUART 0 CRAMER, que ofrecen dos exposicio-
nes diferentes.
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Valores elevados del estadistico X2 evidencian discrepancias relevantes entre las
frecuencias observadas n, y las esperadas E;, por lo que deberd rechazarse la

hipétesis nula de que dicha muestra procede de una poblacién con distribucion de

probabilidad P, siendo la region critica del test de la forma X 2>K.

El valor de K se determina de manera que si o es el nivel de significacion fija-

do se verifique

P(X*2K/H)) =«

obteniéndose K mediante las tablas de la distribucién x> .

Observaciones

B Dado que la distribucién del estadistico X 2 es asintética se utiliza, co-
minmente, como regla de aproximacion aceptable, a condicion que todas las fre-
cuencias esperadas sean mayores o iguales a cinco (E; > 5). En el caso que no se
dé esta condiciéon hay que proceder a un reagrupamiento de clases o categorias
hasta lograr el cumplimiento de la regla. Este reagrupamiento produce, a su vez,
una reduccién de los grados de libertad de la distribucién del estadistico X 2, al

disminuir el nimero r de clases o categorias.

B Eltest X* puede aplicarse a cualquier distribucion poblacional, continua o
discreta. Asimismo, las categorias o clases pueden estar definidas en términos de
modalidades de un atributo, por lo que su uso no excluye situaciones donde las

observaciones sean ordinales o nominales.

B Es aconsejable, para una mejor calidad de la aproximacion a través de la
distribucién asintética, que las clases o categorias se construyan de tal manera que
sus probabilidades sean aproximadamente iguales.

——
EJEMPLO 1

Con un dado de poker se han realizado 600 tiradas con el siguiente resultado:

Caras del dado n;
As 70

K 115
Q 122
J 98

Rojo 85
Negro 110

Verifiquese al 5% de nivel de significacién la hipétesis que el dado esta bien construido.
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La hipétesis que el dado estd bien construido equivale a que la muestra de 600 tiradas procede
de una poblacién uniforme discreta con probabilidad igual a 1/6 para cada cara del dado.

Es decir, se puede postular que

H [es " bueno" el ajuste de una distribucién de probabilidad con p; = %i! .

0

En primer lugar, para la realizacién del contraste, se determinan las frecuencias espera-
das E; que, en este ejemplo donde existe equiprobabilidad para las seis alternativas

-1 son
P 6’

E =np, =600%=100

Como todas las E; > S se llega a que el estadistico del contraste sigue aproximadamente

una distribucién x* con r —1 = 6 — 1 = 5 grados de libertad, cuya regién critica del 5% es
tal que

P(x*(5) 2 K[H,) = 0,05

obteniéndose en la correspondiente tabla de la distribucion x* que el valor critico K es
igual a 11,070.

El valor muestral del estadistico resulta

2 2 _ 2
_ (70 - 100) + (115 —100) + (122 -100) N

X2
100 100 100
N (98 - 100)* + (85 - 100)* . (110 - 100)* _
100 100 100
=19,38

Como X* =19,38 > 11,070 se puede rechazar la hip6tesis nula, pues la muestra parece
evidenciar una contradiccion entre dicha hipétesis y las observaciones muestrales; las
frecuencias observadas y las esperadas son significativamente distintas con o = 5% .

9.2.1.2. Text y*> cuando se estiman pariametros

La hipétesis nula especifica que la muestra procede de una poblacion cuya distribu-
cién de probabilidad contiene parametros desconocidos, donde en cada categoria 4,

P(4:6,,...,0,) = p,®,, ..., 0,)
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probabilidades que no se podran determinar si previamente no se estiman estos
parametros desconocidos.

Fisher demostré que si se estiman los parametros Gj con la misma informacién

muestral con que se realiza el contraste, el estadistico del test

I ACE SRR $ o - £’
1 np,©,,...,0,) g’ E.

1

X% =
1]

tiene una distribucién asintética que sigue una ley x> con r — k —1 grados de
libertad, siendo k el nimero de pardmetros que es necesario estimar y

A

E =n pi(el, ..., 8,) las frecuencias estimadas de cada categoria.

La forma de la regién critica es analoga a la del caso anterior.

—
EJEMPLO 2

Dada la siguiente informacién muestral de tamaiio 1.000:

Intervalos n;

De 0 hasta 20 110
Mais de 20 hasta 40 | 200
Mis de 40 hasta 60 300
Mis de 60 hasta 80 250
Mis de 80 hasta 100 | 140

ajistese una distribucion normal y verifiquese si este ajueste es «bueno», al nivel de signifi-
cacion del 5%.

Una distribucién normal viene especificada en funcién de dos parametros: la media pobla-
cional p y su desviacién tipica .

Como no son conocidos los pardmetros deben estimarse. Si recurrimos a los estimado-
res maximo-verosimiles®

3 Véase el Capitulo 4.
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para la muestra facilitada se obtiene:

- ]
Intervalos n Marcas de clase x; xX;n; xlzn,-
Desde O hasta 20 110 10 1.100 11.000
Mais de 20 hasta 40 200 30 6.000 180.000
Mas de 40 hasta 60 300 50 15.000 750.000
Mais de 60 hasta 80 250 70 17.500 1.225.000
Mais de 80 hasta 100 140 90 12.600 1.134.000
n=1.000 52.200 3.300.000
donde
>
1 1
fi=%= i=1 52.200 522
n 1.000

2,
§ =5t =a, -7 = ! _ g2 2 3300000 o 50 _ s7556
n 1.000

G =5 = 4/575,16 = 23,98

Por tanto, se procede al ajuste de una distribucién normal N(52,2; 2398) , siendo la hi-
pétesis nula que la muestra procede de la poblacién ahora especificada.
Para estimar las frecuencias esperadas E, es necesario calcular las probabilidades de las

distintas clases o intervalos siendo preciso, pues, determinarlas mediante las tablas de la
distribucién normal

-522 20 - 52,2
<E< =
23,98 23,98

= P(-2,18 < £ < -1,34) = 0,0901 - 0,0146 = 0,0755
p, = P(20 <1 <40) = P(-1,34 < § < -0,51) = 0,3050 - 0,0901 = 0,2149
p, = P40 <n<60)=P(-051<8<033)=1- (0,3707 + 0,3050) = 0,3243
p, = P(60 < n < 80) = P(0,33 < § < 116) = 0,3707 - 0,1230 = 0,2477
ps = P(80 < <100) = P(L,16 <n <1,99) = 0,1230 - 0,0233 = 0,0997

p1=P(0<r|520)=P[

Podemos formar ahora el cuadro con la informacién requerida para el contraste:
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e —————————————————————

Intervalos n; ) Ei =np, | n - E | (n - E)* -(H‘;EE')—Z-
Desde 0 hasta 20 110 0,0755 75,5 34,5 1.190,25 15,76
Mis de 20 hasta 40 200 0,2149 214,9 -14,9 222,01 1,03
Mis de 40 hasta 60 300 0,3243 324,3 —24,3 590,49 1,82
Mis de 60 hasta 80 250 0,2477 247,7 2,3 5,29 0,02
Mas de 80 hasta 100 140 0,0997 99,7 40,3 1.624,09 16,29
n =1.000 34,92

Como todas las estimaciones Ei son mayores que 5, el estadistico del contraste sigue

aproximadamente una distribucién x> con r —k -1=5-2—1= 2 grados de libertad,
pues k = 2 dado que han sido dos los pardmetros estimados.

El valor de K que define la region critica satisface la ecuacién
P(x*(2) 2 K/H,) = a = 0,05
yes K =5991.
Al ser el valor muestral de estadistico del contraste
r, (n, - E)

=3

i=1 i

=34,92

mayor que el critico K = 5991 se rechaza la hipdtesis nula, pues la muestra presenta evi-
dencia clara de no proceder de una poblacién N(52,2; 23,98) .

9.2.2 TEST G* DE LA RAZON DE VEROSIMILITUD

Con la hipétesis nula de que una muestra procede de una poblacién con una distri-
bucién de probabilidad P, el disefio de este contraste parte del test razén de vero-
similitud, que para la distribucion multinomial, que se asigna a la muestra agrupada
en clases o categorias excluyentes, es

L(plo,pg,...,pro)

MX) = ——; -
L(p, p,:..-»P,)

donde p? representa la probabilidad de la clase i-ésima de acuerdo con la hipétesis

nula Hy y p, su correspondiente estimacion méaximo-verosimil.
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Obtengamos, en primer lugar, estas estimaciones. La funcién de verosimilitud
de la muestra es

n!

L ’ 3y = n . y cee n =
(pl pz pr) nI! nz! n,! p1 pz P,
= Q.plnl . p;2 e P:ii'(l _ pl . _pr-l)nr
siendo
n!
Q=—"F"7
n!ny)t---nl!

una expresién que no depende de los parametros p,, y teniendo en cuenta la res-

triccién entre los pardametros que conduce aque p, =1-p - —p, .
El logaritmo de la funcion de verosimilitud es

lnL(pl,pz,...,pr) =InQ+nlInp +n, Inp, +--+

+n In(l-p - -p,_)
donde la condici6n de existencia de extremo genera el sistema de ecuaciones
oln L(p,, p,s---» P,) _n n, -0
Pp; pp l-p =P,
que implica
", L N L= T
l-p-=-p_, P P P,

siendo los estimadores maximo-verosimiles

El estadistico razén de verosimilitud es
Q- (" (@™ - ()" _
Q- (p)" ()" - (»)"

MX) =

[T $u ) oy
SLL S H[P_x) -

r nl :
H(i)
i=i\ 1

|
=
=
el
VR
s |:a
R
b~}
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Por otra parte, -2 In A(X) tiene una distribucién asintotica que sigue una ley

x> cuyos grados de libertad son el nimero de parametros menos el nimero de

restricciones que presenten estos parametros, es decir, el nimero de grados
de libertad sera r —1.°

El test basado en lo anterior se conoce como test G de la razén de verosimi-
litud para la bondad de ajuste.

Por tanto,
r »°
G* =-2InAMX) =-2|nlnn+ Y nln [—J :
i=1 n,‘
La region critica tiene la forma G*> > K y el valor de K viene determinado por
P(G* 2 K/H,) = P(x*(r -) 2 K/H) = o

siendo a el nivel de significacion.

—
EJEMPLO 3

Para la misma muestra de 600 tiradas del dado del ejemplo 1 (pag 277), siendo el nivel de
significaciéon a = 0,05, se tendria el valor critico K = 11,070, donde el valor muestral del

estadistico es

G*=-2 6001n600+701n(1/6)+1151n( 1/6J+1221 [1/6]
70 115

122
+981n(1/6j+851n(1/6)+1101n( /6)
98 85 110
= 20,1107

lo que conduce a rechazar la hipétesis nula H0 que el dado esti bien construido, no evi-

dencidndose que todas las caras tengan la misma pobabilidad de aparicion.

6 véase el Capitulo 7.
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9.2.3. TEST DE KOLMOGOROV-SMIRNOV
La funcién de distribucién empirica de la muestra 7 es

N,
F () =—,
n
donde N, es la frecuencia absoluta acumulada o nimero de observaciones menores
oigualesa x;, N, =n + - +n,.

Si la hipétesis nula es que la muestra procede de una poblacién con funcion de
distribucién F(x) de tipo continuo, las diferencias entre F,(x) y F(x), para una
muestra de tamaifio suficientemente grande, es de esperar que no sean significa-
tivas.

La mayor discrepancia vertical entre F,(x) y F(x), es decir, el estadistico

D = sup |F(x)-Fx)

n
—0<X<®

recibe el nombre de estadistico de Kolmogorov-Smirnov, y tiene la siguientes
propiedades:

B Segiin el teorema de Glivenko-Cantelli® la funcién de distribucién empirica
converge casi seguro a la funcion de distribucién F(x), por lo que,

P[limDn =0}=1.

n—o

B El estadistico D, presenta una distribucion libre y, por consiguiente, la distri-
bucién de probabilidad de D, es la misma cualquiera que sea F(x). Téngase
en cuenta que la variable aleatoria y = F(x), por la propiedad de la transfor-
macién integral®, tiene siempre una distribucion uniforme continua en el inter-
valo [0;1], con lo que

D = sup |F,(x)-F(x)|= sup | F,(x)-y]|.
-0 <X <0 —0 <X <0
La distribucioén asintética del estadistico D, también es una distribuci6n libre
de F(x).

7 Véase el Capitulo 1.
8 Véase MARTIN PLIEGO y RUIZ-MAYA: Fundamentos. .. Capitulo 9.
9 Véase MARTIN PLIEGO y RUiz-MAYA: Fundamentos... Capitulo 7.
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Para verificar la hipotesis nula H [es «bueno» el ajuste de la distribucién con-
tinua F(x)] se utiliza la region critica dada por
P(D,>K/H))=a,
siendo a el nivel de significacion.

Los valores criticos K para diferentes niveles de significacién y distintos tama-
flos muestrales se recogen en la tabla 5 del Apéndice de Tablas Estadisticas, titula-
da Test de Kolmogorov-Smirnov.

——
EJEMPLO 4

Verifiquese al 2% de nivel de significacién si la muestra de tamafio 50

Intervalos n;
0,00-0,20 1
0,20-0,40 7
0,40-0,60 10
0,60-0,80 18
0,80-1,00 14

n =50

procede de una poblacién continua con funcién de distribucién
F(x) = x*, para 0<x<1

Dispongamos los célculos necesarios para determinar el valor muestral del estadistico
con D, de Kolmogorov-Smirnov

N.
Intervalos n; D N, F(x)=— F(x) D= |F,,(X) - F(x)l
n
0,00-0,20 1 0,22 = 0,04 1 0,02 0,04 0,02
0,20-0,40 7 0,42 - 0,22 =0,12 8 0,16 0,16 0,00
0,40-0,60 10 0,62 -04?% = 0,20 18 0,36 0,36 0,00
0,60-0,80 18 0,82 - 0,62 =0,28 36 0,72 0,64 0,08
0,80-1,00 14 1- 0,82 = 0,36 50 1,00 1,00 0,00
n=>50
siendo

D, = sup |F,(x)-F(x)|=0,08.
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Como en la Tabla 5 del Apéndice de Tablas Estadisticas para n = 50 y o = 0,02 se
obtiene un valor critico aproximado K = 0,214, al ser D, = 0,08 < 0,214 no se rechaza la
hipétesis nula que la muestra analizada pueda proceder de una poblacién con funcién de
distribucién

F(x)=x* para 0<x<I1.

9.2.4. COMPARACION DE LOS TESTS y*,G* Y DE KOLMOGOROV-
SMIRNOV

A modo de resumen, se pueden establecer las siguientes conclusiones:

B El text de Kolmogorov-Smirnov es de mas sencilla aplicacién que los tests
" G? y x* de bondad del ajuste.

W El test de Kolmogorov-Smirnov no se ve afectado por reagrupaciones en las
categorias en que se clasifican las observaciones, mientras que en los tests G’y
x* se pierde informacién con tales reagrupamientos, disminuyendo los grados de

libertad de la distribucion de los estadisticos utilizados.

B El contraste de Kolmogorov-Smirnov es aplicable a nuestras pequefias pues
utiliza la distribucion exacta del estadistico D, mientras que los tests G*y x*
estan disefiados para muestras de gran tamafio al basarse en las distribuciones
asintdticas de sus correspondientes estadisticos.

B La potencia del contraste de Kolmogorov-Smirnov es mayor que las de los
tests G2 y x*, si bien tienden a similares potencias cuando n se hace suficiente-
mente grande.

B Lostests G> y x* pueden adaptarse facilmente cuando hay que estimar pa-

rametros de la poblacion, mientras que el de Kolmogorov-Smirnov se hace excesi-
vamente conservador en esta situacion.

B Los contrastes G> y x> son aplicables a poblaciones con distribuciones
discretas o continuas y cuando la informacion muestral es cualitativa. Sin embargo,
el test Kolmogorov-Smirnov requiere la condicién que la funcién de distribucion
F(x) de la poblacion donde se extrae la muestra sea continua.
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9.3 Test de rachas para el
__contraste de qleatoriedad

El objetivo de estos contrastes es verificar que las observaciones x, ..., X, consti-
tuyen una muestra aleatoria procedente de una poblacién continua.

Una racha'® es una sucesién de simbolos del mismo tipo limitada por simbolo de
tipo distinto. Consideraremos el caso més elemental que sélo existan dos tipos
de sfmbolos; en este caso, las observaciones se pueden designar como de tipo A o B.
Las rachas extremas no estan precedidas o seguidas de ningin simbolo distinto.

Como ejemplo, consideremos la secuencia

AAA BBB AA BBBAAAA B

que consta de seis rachas.

Si las dos clases de observaciones, A y B, proceden aleatoriamente de una
misma poblacién, los simbolos A y B en la secuencia apareceran mezclados y, por
consiguiente, el nimero de rachas sera elevado. Mientras que, por el contrario, si
las observaciones no han aparecido aleatoriamente, el nimero de rachas tendera a
ser reducido, en el limite solamente dos, es decir,

AA---ABB:--B.

Si en la muestra de tamafio n existen n, observaciones del tipo A y n, del B,
siendo n, + n, = n, las distribuciones condicionadas de probabilidad de que se
presenten R rachas son '

B Para R par:

nl—l n2—1
2
g—l §—1
P(R/nl,n2)= "
n

gy inglés, run.
11 a 1aboriosa obtencién de la distribucion de probabilidad de las rachas puede verse, entre otros, en FISZ y
GIBBONS-CHAKRABORTI.
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en este caso, el nimero de rachas de cada tipo de simbolo A y B son las mismas. Si

denotamos por R, y R, el nimero de estas rachas se tiene que

B  Para R impar:

nz—l

n2—1 n 1
R-1||R-3|"|R-3||R-1
2 2 2 2

[n
n,

P(R/n;,n,) =

verificondose que R, = R, £ 1.
Si representamos por y = n , la proporcion de elementos de tipo A en la
n

n
muestra, con lo que —% es igual a 1 -y, Wald y Wolfowitz demostraron que la
n

variable aleatoria R, nimero de rachas, sigue una distribucion asintética normal
dada por

R—4 5 N[2y(1 - y)m; 2y(1 - y)Wnl.
siendo la aproximacién aceptable si n, >10 y n, >10.

La region critica que se utiliza en estos tests suele ser, en general, de tipo uni-
lateral pues pocas rachas indican cierta tendencia a que las dos clases de elementos
A y B no procedan aleatoriamente de una misma poblacién continua. Por tanto, la
region critica vendra definida a través de

P(R<K/H))=a,
siendo o el nivel de significacion.

Los valores criticos de K para este test se presentan en la Tabla 6(a) del Apén-
dice de Tablas Estadisticas para un nivel de significacién o = 0,05 y, valores de

n, y n, menores o iguales a 20.

También puede considerarse una regién critica de tipo bilateral, pues una se-
cuencia como

ABABAB - ABABABAB ---

parece indicar cierta periodicidad sistematica que no concuerda con la hipétesis de
aleatoriedad de la muestra.
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En este caso la region critica se obtiene a través de las expresiones

P(R<K [H)) =

0| R NIQ

PR 2 K, /H,) =

donde K, < R < K, es la region de aceptacion para la hipétesis nula. El valor
critico K; se obtendra de la Tabla 6(a) del Apéndice y el correspondiente a K,
de la Tabla 6(b) para a = 0,05.

——
EJEMPLO 4

En un colectivo de 15 nifios, de ambos sexos, se obtienen las medidas de sus estaturas con
el resultado siguiente

S ———
Nifias [1,43 1,54 1,40 1,55 1,50 1,60 1,41 1,47 1,51
Nifios |1,62 1,45 1,58 1,61 1,48 1,63

Verifiquese al 5% de nivel de significacion que estas estaturas constituyen una muestra
aleatoria.

Ordenamos los valores observados en la muestra de la variable estatura afectando a cada
valor de un simbolo indicativo del sexo del nifio (A:nifia, O: nifio) cuya estatura se ha me-
dido
1,40 1,41 143 1,45 1,47 1,48 1,50 1,51 1,54 1,55 1,58 1,60 1,61 1,62 1,63
A A A O A O A A A A O A O O O

presentando R = 8 rachas, con n=9y n, = 6.

Parece indicado en este ejemplo el uso de un contraste unilateral donde la presencia de
pocas rachas mostrarian que las poblaciones de estaturas de nifias y nifios serian diferentes.

Por tanto, el valor critico que cumple
P(R < K/H)) = a = 0,05
lo encontramos en la Tabla 6(a) donde para n, =9 y n, = 6 se obtiene K = 4.

Como en la muestra R =8 >4, no se rechaza la hip6tesis nula que las observaciones
muesirales proceden aleatoriamente de una misma poblacién continua.
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9.4 Test de Wilcoxon:
Contraste de localizacién

Mediante el test se contrasta la hipétesis nula que la muestra procede de una pobla-
cién continua con una determinada medida de posicioén o localizacién. Si la hipote-
sis nula es que el percentil'> p de la poblacién es 6, se tendrdn que localizar p %
observaciones muestrales inferiores a 8 y (100 — p)% superiores a esta medida de

localizacién 6.1

Sea X una muestra aleatoria simple de tamafio n procedente de una poblacion
continua simétrica respecto a la mediana Me . Este enunciado constituye la hipote-
sis nula.

Se determinan las diferencias z; = x;, — Me , y se asignan los rangos R; a la
secuencia ordenada de las diferencias en valor absoluto, |z;|. Este contraste no
solamente tiene en cuenta el signo de las diferencias de la variable auxiliar z;, sino
también la magnitud de tales diferencias.

Siendo la funcién indicador

1 si zi>0

Yitlo s oz <0

el estadistico 7% de Wilcoxon se define como
n
+ p—
T" =2 R,
i=1

que proporciona la suma de los rangos de las diferencias con signo positivo, pues el
producto R, es igual a cero si z; es negativo, e igual a R; si la diferencia z; es

positiva.
Un valor elevado de T* tiene lugar cuando muchas de las mayores desviacio-

nes absolutas respecto a Me son positivas y, por tanto, la poblacion no parece que
pueda ser simétrica respecto a ese valor de la mediana. De la misma manera, un

12 yéase MARTIN PLIEGO.
13 Estos métodos son de distribucién libre.
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valor reducido de 7" indica que la mayor parte de las menores desviaciones abso-
lutas respecto a Me son negativas, llegandose a la misma conclusién que antes.

Si todas las diferencias tuvieran signo positivo

L n
T = YRy, = DR =142+ sn= 20D
i=1 i=1

mientras que si todas fueran negativas

Por todo lo anterior, la region critica es

K, K, n(n + 1)
2

FIGURA 9.1

cumpliéndose

P(T* <K, [H,) =

R R

P(T* > K,[H,) =

Un valor muestral T* tal que K; < T* < K, permite no rechazar la hipétesis

nula H;. Para n < 30, existe una tabla con probabilidades exactas.'* Para n > 15,
es posible recurrir a la distribucién asintética

I d N n(n+1).\/n(n+1)(2n+l) .
4 24

14 Véase DANIEL.
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EJEMPLO 5

De un colectivo de profesionales se toma una muestra de la cuota integra satisfecha a la
Hacienda por el impuesto personal.

Compruébese que la variable que define los pagos a la Hacienda, por este impuesto directo,
tiene una distribucién simétrica con mediana Me = 2,4 millones de pesetas. Nivel de signi-

ficaciono = 3%.

La informacién muestral se recoge en la tabla siguiente:

Importe Cuota integra x; z=x-24 | v |zl | R | Rw
3,8 1,4 1 1,4 11 11
4,5 2,1 1 2,1 14 14
1,3 -1,1 0 1,1 10 0
4,3 1,9 1 1,9 | 13 13
2,8 0,4 1 0,4 4 4
5,1 2,7 1 2,7 | 16 16
0,8 -1,6 0 1,6 | 12 0
2,3 -0,1 0 0,1 1 0
5,3 2,9 1 29 | 17 17
5,4 3,0 1 3,0 18 18
2,7 0,3 1 103 3 3
1,8 -0,6 0 0,6 6 0
3,3 0,9 1 0,9 9 9
3,2 0,8 1 0,8 8 8
1,7 -0,7 0 0,7 7 0
1,9 -0,5 0 0,5 5 0
2,6 0,2 1 0,2 2 2
4,8 2,4 1 2,4 15 15

Segiin la informacién muestral, el valor del estadistico 7 es
n
T" =Y Ry, =130.
i=1

Para determinar la regién critica tenemos en cuenta la distribucién asintética del esta-

distico T*
T d N(n(n +1) : In(n +1)(2n + 1)] — N(855: 22.96)

PR | 24

para n = 18.
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Con las tablas de la distribucién N(0; 1) se llega a que la region critica del 3% de nivel
de significacién es

35,68 13532

FIGURA 9.2

Como T* = 130 no se encuentra incluido en la regién critica, no rechazamos la hip6te-
sis nula que la distribucién de los pagos por este tipo de impuesto sea de caracter simétrico
con mediana igual a 2,4 millones de pesetas, en el colectivo estudiado.

9.5 Test de correlacién
por rangos de Spearman
~_para asociacion

En este epigrafe se expone un procedimiento de distribucién libre que parte de obser-
vaciones muestrales obtenidas de una poblacion bidimensional, a fin de verificar la
existencia o no de asociacién entre las dos variables que componen la poblacién.

Sélo cuando la poblacién sea normal bidimensional los contrastes de asociacién
pueden interpretarse como contrastes de independencia.

A partir de una muestra aleatoria bidimensional (x;;y;) de tamafio n, extraida
de una poblaci6n continua, se desea verificar la hipotesis nula H; de no existencia

de correlacién entre las variables & y 1 que definen la poblacion, frente a la hipdte-
sis alternativa de que exista algin grado de asociacién.

Para ello, se ordenan por separado en cada observacion bidimensional los ele-
mentos x; € y; de menor a mayor y se asignan los rangos R(x) y R,(y) a cada
uno.

Se define el coeficiente de correlacién por rangos de Spearman'® como el coefi-
ciente de correlacion lineal entre los rangos R,(x) y R,(y), que denotamos por 7, .

15 Véase MARTIN PLIEGO.
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Calculamos, previamente, el coeficiente dado por

D[R, (x) - R(OI[R.(y) - R]

i=1

]} =
J Y[R, (x) - R()1* Y [R.(») - R
i=1 i=1
donde
SR SR
R(x) = R(y) = = =it =
n 1

1+24--+n (A+nmn n+l
n 2n 2

por otra parte's

Y Rx)= YR y) =1? +2% 44 1 ="_(Ll)6(_gﬂ
i=1 i=1

con lo que

n

S [R(y)-R»)* =

i=1

SR (x) - RO
i=1

iRl.z(x) -nR*(x) =

i=1

_nn+1H)2n+1) _n[n+l)2 _

6 2
_ n3 —n
12
Si consideramos las diferencias
d; = R(x) - R(Y).,
al ser
R(x) = R(y)

16 Véase MARTIN PLIEGO y RUIZ-MAYA: Fundamentos... Apéndice Matemitico.
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entonces
éldf - é{R,(x) SR =
- é{[R,(x) _ RO - [R() - R} =
= SR -Feon’s SR -Fon*-
- 2,2[&‘(” ~ ROOIR,G) - RO
luego _

SR (1) - ROONR, () - R =

i=1

SR ) - R0l SR -ROI- Y
i=1 i=1 i=1

2

3 3 n n
n —-—n n- —n 2 2
+ - > d; d:
12 12 i§1 ! n3 —n _ 1';1 ! .

2 12 2

y el coeficiente de correlacion por rangos de Spearman resulta igual a

n

3 Zd12 L
Pon 0 eta
r, = 12 2 1= i=1

3
n3—n_n3—n n-n
12 12
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Se demuestra que la esperanza del estadistico 7, bajo la hipétesis nula de inco-

rrelacion, es cero

E(r,/H,) = 0.

Cuando existe un grado perfecto de asociacion entre los rangos se cumple que,

para todo i,
R(x) = R(y)

lo que implica que d; = O para cada par de observaciones y, por tanto, 7, = 1.
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Cuando los rangos son equidistantes, ddndose la igualdad R (x) = n +1 - R(y),
por ejemplo

R |4]|2]3|5]1
Ry |2]43|1]5

se obtiene que 7, = —1.

El estadistico r, sigue una distribucién simétrica respecto al valor cero, siendo
su campo de variacion el intervalo [-1; 1]

-1<r, <1

Dado que la hipétesis nula se refiere a la ausencia de asociacion, un valor
muestral de r, que se aparte demasiado de cero esperamos que contradiga la hipo-

tesis nula y, por tanto, la evidencia empirica conduce a rechazar esta hipotesis H,,.

La region critica del contraste la formaran valores de 7, préximos a 1 o a -1,
con lo que esta region critica sera bilateral, determinandose a partir de la relacion

P(|r,|2K/H)) = a,
siendo o el nivel de significacion.

Cuando n > 10 puede utilizarse la distribucién asintética propuesta por Ken-
dall, dada a través de la variable aleatoria

=

(n-2) =2
1-r2

que sigue una ley ¢ de Student con n — 2 grados de libertad.

En caso de existir valores de x; y/o y; repetidos y, por consiguiente, con el
mismo rango, el estadistico r, debe ser corregido, aunque si las repeticiones no
son abundantes, su efecto no resulta significativo.
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——
EJEMPLO 6

Se somete a 15 estudiante a un test de conocimientos sobre mateméticas y misica, obtenien-
do las siguiente puntuaciones

Estudiante Puntwcfén en Puntuc‘zc.ién en
matemdticas miisica
1 4,2 F
2 5,0 K
3 8,3 D
4 2,5 G
5 7,4 E
6 6,1 H
7 7.5 C
8 3.4 L
9 1,5 N
10 6,5 J
11 8,8 A
12 3,3 M
13 6,3 I
14 9,0 B
15 5,8 N

La escala de puntuaciones en miisica es ordinal y sigue el orden inverso del abecedario.

Verifiquese la hipétesis nula de ausencia de asociacién entre las puntuaciones de ambas
materias. Nivel de significacién: o = 0,05.

Para determinar el valor muestral del estadistico en este ejemplo, formanos la tabla de la
pégina siguiente, siendo

6/! d2
,-;‘ 6-124

rs=1_ - =1- 3 = 0,779.
n*-n 15° -15

Como n = 15 > 10 utilizamos la distribucién asintética dada por

rdn-2  0779J15-2

Jiorr im0

t(n-2)= = 4,479.

La region critica es

P(| t(n-2)| > K/H,) = 0,05
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Puntuacion en Puntuacion en
Estudiante matemdticas miisica Rx) | RO | d | a?
(x) )
1 4,2 F 11 6 51 25
2 5,0 K 10 11 -1 1
3 8,3 D 3 4 -1 1
4 2,5 G 14 7 7 49
5 7,4 E 5 5 0 0
6 6,1 H 8 8 0 0
7 7,5 C 4 3 1 1
8 3,4 L 12 12 0 0
9 1,5 N 15 15 0 0
10 6,5 J 6 10 -4 16
11 8,8 A 2 1 1 1
12 33 M 13 13 0
13 6,3 I 7 9 -2 4
14 9,0 B 1 2 -1 1
15 5,8 N 9 14 -5| 25

donde para n =15, el valor tabular de una ¢ de Student con 13 grados de libertad es
K = 2,160, siendo la regién de rechazo

7/////////////%2@ %//////////%

2,160 «(13)

FIGURA 9.3

Como en la muestra #(13) = 4,58 > 2,160 se rechaza la hipétesis nula de ausencia de

asociacién entre las puntuaciones de matematicas y musica. La evidencia muestral parece
indicar que, por el contrario, dichas puntuaciones estin asociadas en los alumnos.

9.6 Tablas de Contingencia

Una tabla de contingencia r x ¢ es una tabla de doble entrada donde se recogen la
frecuencia conjunta n; con que aparece el nivel i-ésimo de un factor A y el nivel

j-ésimo de un factor B. El nimero de niveles de A es r, siendo c el de B. La dispo-
sicién de la tabla es la siguiente
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FRECUENCIAS CONJUNTAS OBSERVADAS

Factor B F 1
recuencias
B, B, N Bj . B, marginales
Al n, n, nlj . e
4 ) M aj "2 "
Factor A -
4, iy N, i Mic e
Ar nrl nr2 n’f nrc "
Frecugnaas n, n., n.; n.. n
marginales

donde se cumplen las igualdades

r C
Z;nij=n.j Znij=ni.
r

r C
an’ = Zn.j =
i=1 j=1

los niveles de los factores A y B se identifican con modalidades o categorias del
atributo de caracter cualitativo o con clases o intervalos de una variable cuantita-
tiva.

C
Znij =n
j=1

i=1j

Aunque los disefios muestrales que pueden dar origen a una tabla de contingen-
cia r x ¢ son variados,"” trataremos s6lo los contrastes mas tipicos de indepen-
dencia y de homogeneidad.

9.6.1. CONTRASTE DE INDEPENDENCIA

La hipétesis nula que se quiere contrastar es la de indepenencia entre los niveles del
factor A respecto a los niveles del factor B.

17 Véase RUIZ-MAYA y otros, donde se efectia un andlisis completo de estos disefios en tablas de contingen-
cia r x ¢, exponiéndose ademds el tratamiento de dichas tablas a través de modelos logaritmico lineales y
de la metodologia de los modelos de respuesta-discreta.
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Si p, = P(4, N B)), la hipétesis nula de independencia se especifica’® como
p; = P(4, N B)) = P(4) - P(B)) = p,. p.,
paratodo i, j: (i =1, ..., r; j=1,...,0).

La distribucién conjunta de los factores A y B contiene r + ¢ — 2 parametros
desconocidos, pues como se tiene que verificar

r C
2p.=1 Xp,; =1
i=1 j=1

uno de los pardmetros p,. y otro de los parametros p.; se obtienen por diferencia.

Estimamos dichos parametros bajo la condicién de independencia impuesta por
la hip6tesis nula

p; = p;. p.;» para todo i, j
para lo que formamos la funcién de verosimilitud
r C n r C n.
Lp., p.p=T111p/ =I111Pip.)"
i=1j=1 i=1j=1
siendo su logaritmo
r C
ln L(pi-, pnj) = Z anj ln (p," p°j)
i=1j=1
Para obtener los valores de p,. y p.; que hacen méxima esta expresion consi-

deramos las restricciones

Zp’,=1 Zp'le
i=1 j=1
y el lagrangiano
r C
M(p,.,p.)= 2, X (n;lnp.+n;Inp,)-
i=1j=1
r C
- Y Zpi'—l T Zp'j_l
i=1 j=1

18 Véase MARTIN PLIEGO y RUIZ-MAYA. Fundamentos... Capitulo 1.
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donde
oM < .
= n.———y =—L——‘y =
ap,. E Yp. " op.
oM 4 1 n.;
ap., Zl Yp, P opy
oM a
—_—= p.—-1=0
a'Yl iz=:1 :
oM <
—_— = p..—-1=0
07, /Z:l ’
con lo que
n. n.,
— =Y ——=D.
i* 1
n.. n,,
—L =y,; ~=p.,
p.; Y,

sumando respecto a i y repecto a j

Y11=1 i=1
1 C C
—n,;=2p.,; =1
Y2 j= j=

es decir, y; = v, = n.

Obteniéndose los estimadores maximo-verosimiles de p,. y p. j

n.
n
n

H 301

Para efectuar el contraste de independencia utilizamos el estadistico X % como

medida de las desviaciones entre la muestra y la hipdtesis poblacional
-3yl 5

1j=1 ,~j
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siendo Ej; las frecuencias estimadas bajo el supuesto que la hipétesis nula es cierta,

es decir

R n.. n.n,
A Mo ") i)

Ej =np; =np.p.; =n-=-— n

Este estadistico, como vimos en el epigrafe 9.2.1.2, sigue asintéticamente una
distribucién x> de Pearson con los siguientes grados de libertad:
g.1. = Total clases de observaciones — n® de parametros estimados — 1 =
=(r-c)-(r+c-2)-1=
=rc-r—-c+1-=
rc-1)-(-1-=
(r-D-1

pues el nimero total de clases o grupos de observaciones es igual al nimero total
de celdas o casillas de la tabla de contingencia r - c .

La region critica para el contraste de independencia se determina a través de la
expresion

POCIr-1)(c-D]2 K/H)) = a,

siendo o el nivel de significacién.

EE—
EJEMPLO 7

Estidiese si existe asociacién entre el nivel educativo de los individuos y la preferencia por
un determinado medio de comunicacién, a partir de la informacion muestral:

FRECUENCIAS OBSERVADAS
Medio de comunicacion Frecuencias
Prensa Radio T.V. marginales
Badsico 15 10 25 50
Nivel educativo Medio 40 25 45 110
Superior 45 30 55 130
Frecuencias marginales 100 65 125 290

Nivel de significacién o = 2,5%.

Al tomar como hipétesis nula la independencia entre los diferentes niveles de las varia-
bles medio de comunicacién y nivel educativo, la presencia de asociacién se puede mantener
si se rechaza esta hipétesis.
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Para hallar el valor muestral del estadistico

z Z (n - Ai )2
i=1j= ,j
se deben calcular las frecuencias estimadas E,.j
o Ll 0100 _ 1794
n 290
N n, <N, .
E, = 2 - 3065 =11,21
n 290
. n,.n. .
E, - L 110 -100 - 37.93
n 290
. n,.n. .
= oMoy =110 65:24,66
n 290

E,=n.-E, -E, =50-1724-1121= 2155
L.~ E, — E,, =110 - 37,93 - 24,66 = 47,41
o =N —E, —E, =100 -17,24 - 37,93 = 44,83
o —E, - E, =65-1121-2466 =293
Ey =n. -E, - E, =125-2155- 47,41 = 56,04

la tabla de frecuencias estimadas, de acuerdo con la hipétesis de independencia, es

FRECUENCIAS ESTIMADAS
Medio de comunicacion Frecuencias mar-
Prensa Radio T.V. ginales
Badsico 17,24 11,21 21,55 50,00
Nivel educativo Medio 37,93 24,66 47,41 110,00
Superior 44,83 29,13 56,04 130,00
Frecuencias marginales 100,00 65,00 125,00 290,00

y el valor muestral del estadistico X* se obtiene teniendo en cuenta los resultados siguien-
tes:
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#m
1y l:?,.j n; — Eu (n,-j - EU)Z M
Eij

15 17,24 -2,24 5,0176 0,2910
10 11,21 -1,21 1,4641 0,1306
25 21,55 3,45 11,9025 0,5523
40 37,93 2,07 4,2849 0,1130
25 24,66 0,34 0,1156 0,0047
45 47,41 -2,41 5,8081 0,1225
45 44,83 0,17 0,0289 0,0006
30 29,13 0,87 0,7569 0,0260
55 53,04 -1,04 1,0816 0,0193

290 290,00 1,2600

Estadistico que sigue una distribucion asintdtica x> de Pearson con (r—1)(c-1)=
= (3 -1)(3-1) = 4 grados de libertad, y la regién critica viene dada por
P(x*(4) 2 K[H,) = o = 0,025
siendo el valor tabular X = 11143 .

Como X2 =126 < 11,143, no puede rechazarse la hipétesis de independencia entre los

niveles de estas dos variables y, por consiguiente, la evidencia empirica no marca asocia-
cién entre los factores analizados.

9.6.2. CONTRASTE DE HOMOGENEIDAD

Se dispone de ¢ muestras clasificadas segiin los 7 niveles de una variable A y se quie-
re contrastar la hipGtesis que las ¢ muestras proceden de la misma poblacion.

La informacion relativa a las frecuencias conjuntas observadas se dispone de
acuerdo con una tabla de doble entrada como la siguiente

e — ]

Muestras Frecuencias
1 2 ‘e J . c marginales
4, ny ny ny; ny, n
4 ny | nn nyj Ny PSS
Variable A
A i ngy np nij n nr
A, n, n, n,; n, n.
Tamafio de las muestras - ey | Ney n.; n.. n
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que formalmente es una tabla de contingencia, hecha la salvedad del distinto origen
de formacion.

La frecuencia n; es el nimero de elementos de la muestra J que pertenecen al
nivel i-ésimo de A; n. j el nimero total de observaciones de la muestra j-ésima y

n;. el nimero total de elementos de todas las muestras que pertenecen al nivel i-

C
ésimo de A, siendo n = Z n.. el nimero total de observaciones del conjunto de
j=1
las ¢ muestras.
Contrastar la hipétesis nula H, que todas las muestras proceden de la misma

poblacién equivale a contrastar la hip6tesis que, para todas las muestras, se verifica
P(A)=p,, ..., P(4,)=p,
verificandose que
.
> p=1.
i=1

Para realizar el contraste se utiliza el estadistico X> como medida de las des-
viaciones entre la muestra y la poblacién siendo
AoN2
r C .. - ..
X? = z Z__(n’f E‘f)
A >
i=1j=1 E,«j

donde E; son las frecuencias estimadas de acuerdo con la hipétesis nula, es-decir,

E,=n.p,.
Como los parametros p; son desconocidos se procede a su estimacién maximo-

verosimil, p., siendo como vimos en el epigrafe 9.2.2.,

n.

A
p,’__
n

X
S

siendo el estadistico del contraste

r c -
Yoy
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que se distribuye asintéticamente segin una x* con los siguientes grados de libertad:

n° de muestras [n° de clases — 1] — n° de parametros estimados =
c(r-H)-(@-1)-=
(r-1(c-1)

g.l.

,
pues, por la restriccién Z p, =1, s6lo son r — 1 los parametros que se estiman.
i=1

La region critica esta determinada por la expresion
PO I(r-1(c- D12 K[H) =a,

siendo o el nivel de significacion."

N
EJEMPLO 8
Unos naranjos se abonan con dos marcas distintas de fertilizantes F y F, : 50 naranjos
con el fertilizante F y 60 con F,, resultando que unos naranjos aumentaron su produccién,
otros la disminuyeron yotros no la variaron.

Contraste la hipétesis nula de que ambos tipos de fertilizantes producen los mismos

efectos con un nivel de significacién o = 0,10, teniendo en cuenta que la informacion
muestral es la siguiente

FRECUENCIAS OBSERVADAS

e ]
e IS T S

Muestra con | Frecuencias
K F, marginales
+ 20 35 55
Produccién = 20 15 35
- 10 10 20
Tamario de 50 60 110
las muestras

La hipétesis nula consiste en que los dos fertilizantes producen efectos homogéneos o, lo
que es lo mismo, que ambas muestras proceden de una misma poblacion.

19 Aunque el disefio del contraste de homogeneidad difiere del contraste de independencia, formalmente, por
el estadistico utilizado y regi6n critica, ambos tests son similares.
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Iniciamos, en primer lugar, el célculo de las frecuencias estimadas E,.j bajo el supuesto
de homogeneidad, es decir, teniendo en cuenta que

s Mene
i op
por lo que
~“ nen, _55-50 25
n 110
. n,.n. .
= 20 My _ 35-50 =159
n 110

=n.,-E -E =50-25-159=9]1

=n.-E, =55-25=30

E, =n,.~E, =35-159 =191
E,=n.-E, =20-91=109

y la tabla de frecuencias estimadas la que mostramos en la pagina siguiente

FRECUENCIAS ESTIMADAS
1

Muestra con_ | Frecuencias
R E, marginales

+ | 25,0 | 30,0 55

Produccion = 15,9 | 19,1 35

- 9,1 | 10,9 20

Total 50,0 | 60,0 110

El valor muestral del estadistico
S Ll
i=1j=1 E

U

se obtiene segin indica la tabla siguiente:
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r \2

" Ej | omy—Ey | oy - B ﬂ%
i
20 25,0 -5,0 25,00 1,00
35 30,0 5,0 25,00 1,20
20 15,9 4,1 16,81 1,06
15 19,1 —4,1 16,81 0,88
10 9,1 0,9 0,81 0,09
10 10,9 -0,9 0,81 0,07
110 110,0 4,30

siguiendo el estadistico del contraste asintéticamente una distribucién x? con
r-D(-1)=@-1)2 -1 =2 grados de libertad;
por consiguiente, la regién critica es
P(*(2) 2 K/H,) = o = 0,10

y el valor critico K el correspondiente a las tablas de la 2 con 2 grados de libertad y una
probabilidad igual a 0,10, K = 4,605 .

Como en la muestra conjunta x> = 4,30 < 4,605 no se rechaza la hipétesis nula de que
ambos fertilizantes producen efectos similares.




CAPiTULO 10

Introduccidn a la

, [ ) [ ]
teoria de la decisidn
e inferencia bayesiana

10.1 Teoria de la decisién

En gran parte de los fenémenos fisicos, bioldgicos y sociales se desconocen las
leyes que regulan su comportamiento por Io que no es arriesgado pensar que estén
gobernados por leyes de naturaleza estadistica.

Bajo esta premisa, a todo decisor se le plantea el problema de elegir entre las
acciones alternativas posibles en cada caso, sin tener el conocimiento preciso para
optar con certeza por la accién més adecuada, basandose en la mayor o menor
especificacién que realice sobre las leyes de naturaleza estadistica que han de re-
emplazar a las leyes deterministas desconocidas sobre dicho fenémeno.

En general, una ley estadistica estara representada por la distribucién de pro-
babilidad F(x; 6) del fenémeno analizado donde, para cada posible valor del pa-
rametro 0, se obtiene uno u otro comportamiento concreto del fenémeno analiza-
do. En la terminologia de este enfoque, el conjunto de valores que puede tomar el
parametro 6 recibe el nombre de Estados de la Naturaleza.

309
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Sucintamente, se exponen los componentes fundamentales de un proceso de

decision:

B Conjunto de acciones, alternativas o estrategias que el decisor puede
adoptar. Se representa por A = {a,, ..., a,} .

B Sin control por parte del decisor, condicionando el éxito o fracaso de la
toma de decisiones, se halla el Estado de la Naturaleza conjunto de los
valores de los parametros o parametro (segin que la ley estadistica dependa
de mas de un pardmetro o de s6lo uno) que caracterizan cada situacion del
fenémeno (en términos inferenciales, cada hipdtesis sobre la poblacion),
designéndose el espacio paramétrico como © = {6,,...,6,} .

B Derivados de la eleccion de una determinada accion, segin cual sea el Es-
tado de la Naturaleza 6, se producen una serie de resultados que se repre-
sentan por /(8 ; a), donde cada valor sera la pérdida en que se incurre

cuando el decisor toma la accién a y la Naturaleza se encuentra en el estado
0. La expresién (0 ; a)recibe el nombre de funciéon de pérdida. Una

pérdida negativa es equivalente a una ganancia.

Suponiendo que las acciones y los Estados de la Naturaleza son finitos, el pro-
ceso de decisién se recoge esquematicamente en el cuadro siguiente:

H

Estados de la naturaleza
0;- 0, 0,
a 10 @) 1(0,; ;) 1Oy a)
a, 10;a) 1(05a) e 10,5 ay)
Acciones ) i ] .
ap 1®;ay)  1(0yap) 1O ap)
]
EJEMPLO 1

Consideremos el esquema de decisién resumido en el cuadro

e ]

Estados de la naturaleza
6, = llueve | 6, = nollueve
No salir de casa(q) 3 3
Acciones | Salir sin paraguas (a,) 5 0
Salir con paraguas (a;) 1 4

La funcién de pérdida esta explicitada numéricamente; por ejemplo, si se sale sin paraguas y no
llueve, la pérdida es 1(0, ;a,) = 0, y si se sale con paraguas y llueve, entonces, [(9;;a3) = 1.




TEORIA DE LA DECISION E INFERENCIA BAYESIANA MW 311

Las pérdidas pueden medirse en términos de utilidad negativa de cada combina-
cién Accion-Estado de la Naturaleza; cuantificando el coste econdémico, en caso de
ser factible, o asignandole valores, que optimicen alguna medida deseable, segiin
veremos mas adelante.

10.1.1. TIPOLOGIA DE LA DECISION

Los problemas de decisién se pueden clasificar atendiendo a un doble criterio:

A. Por el conocimiento que el decisor tenga acerca de los Estados de la Naturaleza:

B Decision con certidumbre. El decisor dispone de conocimiento exacto so-
bre cuél es el Estado de la Naturaleza en que tiene que decidir. Este caso
no lo analizaremos aqui, pues su resolucion se reduce a un problema de
optimizacién matemaética.

B Decisién en ambiente de incertidumbre. Cada Estado de la Naturaleza
0, se presenta aleatoriamente, sin que resulte factible determinar la proba-

bilidad con que lo hace. No es posible, por tanto, probabilizar los Estados
de la Naturaleza; sélo se conocen las distintas situaciones en que puede si-
tuarse la Naturaleza.

B Decisién con riesgo. Se establece a priori una ley de probabilidad para los
Estados de la Naturaleza incluidos en ®, de tal manera que

p, =P®=6)

S PO=6)=1

i=1
es decir, se reconoce un comportamiento estocastico sobre ©.

B. Segin se disponga de alguna informacién sobre el fenémeno bajo estudio:

B Decision sin experimentacion. No se dispone de ningiin tipo de informa-
cién sobre el fenémeno (no existe informacién muestral sobre la poblacion

analizada).
B Decision con experimentaciéon. Se dispone de informacién suministrada
por una muestra aleatoria simple de tamaiio n, X (X505 %,) .

10.1.2. DECISION SIN EXPERIMENTACION

Sélo se exponen los criterios més relevante en esta situacion.



312 @ FUNDAMENTOS DE INFERENCIA ESTADISTICA

10.1.2.1. Decisién en ambiente de incertidumbre: Criterio minimax

Este criterio esta basado en que el decisor presenta una actitud de precaucion mani-
fiesta pues selecciona la accién cuya pérdida maxima sea la menor. Es decir, en
principio, el decisor se sitiia para cada accion en la peor de las situaciones, optando
por la accién que presente la menor pérdida maxima; por tanto, selecciona la ac-
cion a; tal que

min max [(0;; a)
a 2] J

EJEMPLO 2

En el ejemplo propuesto anterior se tiene que:
mg’lxl(ei; a)=3
mé’ixl(ei; a,) =35
méix [6,;a,) =4

luego, como

min mgflx 1©; aj) =3,

opta por la accién g, (no salir de casa).

10.1.2.2. Decisiéon con riesgo: Solucién de Bayes

Se supone, como antes se sefial, que el espacio parametrico, conjunto de los Esta-
dos de la Naturaleza, es probabilizable y, por tanto, es posible asignar probabilida-
des a cada valor 6, que pertenezca a ©.

Bajo este supuesto, se podra determinar, para cada accién, la pérdida esperada
definida por

k
B(a;) = E[I6;; a)] = Zl 1(6;;a;) P(6=8,).
La solucién o accién de Bayes es la accion cuya pérdida esperada sea menor.

——
EJEMPLO 3

En el mismo ejemplo anterior se considera que

p,=P®=06)=03 y p,=PO=0,)=07
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las pérdidas esperadas son

B(a)) = 16,; a)-p +10,a)-p, =3-03+3-07 =3
B(a,)=10;a,)-p, +1(6,;a,)-p, =5-03+0-0,7=15
B(a,)=1(6,; a,)-p, +1(0,;a,)-p, =1-03+4-0,7 =31

donde a, es la accién que presenta la menor pérdida esperada y, por tanto, la que se adopta
como solucién de Bayes, de este problema de decisién para la distribucién a priori g(0)
establecida.

10.1.3. DECISION CON EXPERIMENTACION

Para facilitar y mejorar la adopcién de decisiones se toma una muestra aleatoria
simple de tamafio n, X (x,,...,x,), que proporciona informacién acerca del Esta-

do de la Naturaleza 6, lo que incidira en la eleccion de la estrategia mas adecuada.

Antes de proceder al analisis de los criterios mas usuales es preciso tener en
cuenta los siguientes conceptos.

10.1.3.1. Funcién de decisién

La funcioén de decisién es una funcién de la informacién muestral X, representada
por d(X), y que define una aplicacion del espacio muestral & sobre el espacio de

las posibles acciones a adoptar.

Una funcién de decision podria ser, fijado un valor constante k para un espacio
de acciones 4 = {a,, a,}, la siguiente

n
dX) =Y x <k = q

i=1

n
dX)=Y x>k = a

i=1

10.1.3.2. Funcion de pérdida

Se ha visto que el éxito o fracaso en la toma de una decisién se mide a través de la
funcién de pérdida.

En este caso, con la informacion muestral disponible, la funcion de pérdida es

(8; a) = 1[6; d(X)] = I(6; d).
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La funcion de pérdida a utilizar debe ser tal que aumente cuando el error en
que se pueda incurrir al tomar una decisién crezca, y disminuya si lo hace el error.
Bajo este sencillo principio se justifica la utilizacion de las siguientes funciones de
pérdida, por otra parte las mas habituales:

B Si no se quiere cometer grandes errores
1(0;d) = c(d - 0)*,
siendo ¢ una constante positiva.
B Si se pretende que la pérdida sea proporcional al error
10;d)=c|d-9|

con ¢ positivo.

10.1.3.3. Funcién de riesgo

La funci6n de decisién y la de pérdida dependen de la muestra X, por lo que tanto
una funcién como otra son variables aleatorias.

En este sentido, la funcién de riesgo es la esperanza matematica de la funcion
de pérdida, calculada para la distribucion de la muestra X considerando 6 como un
valor fijo, es decir,

R(0; d) = E[I(6; d)]

donde, si la distribucién de la muestra X es continua, se obtiene
R(6; d) = E[I(8; d)] =I 1[6;d(X)] f(X/8)dX .
X
Si existiera una funcién de riesgo R (0; d,) tal que

R(®;d) < R(6;d,) paratodo ©

representando d, cualquiera otra funcion de decision, d, seria la funcion de deci-
sién Optima para tomar decisiones.

Como habitualmente encontraremos una funcion de decisién cuyo riesgo siem-
pre sea el menor para todo valor del parametro 6, serd preciso recurrir a criterios
de compromiso, como los que a continuacion se exponen.

10.1.3.4. Decisién en ambiente de incertidumbre: Criterio minimax
Se elige la relacion de decisiéon donde se obtuvo

min max R(0;d),
R
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es decir, se adopta la funcién de decision cuyo riesgo maximo sea menor.

Graficamente, si tenemos tres funciones de decision posibles como

R(6; d) mjix R(6; d))
méx R(6; ds)

méx R(9; d,)
)

b~ —f— — - - - -

|
|
|
|
i
|
!
|
|
1

FIGURA 10.1

se utilizard, segun el criterio, la funcién d, .

Si la funcién de decisién se utiliza para asignar algin valor al parametro 6,
bajo la informacién muestral que proporciona X, la funcién de decisién minimax
recibe el nombre de estimador minimax, confundiéndose el espacio de las accio-
nes con el espacio paramétrico, es decir, 4 = ©.

EE——
EJEMPLO 4

Sea una poblacién con funcién de densidad
1 -5x
f(x/6)=669; x>0

definiendo el Estado de la Naturaleza (o espacio paramétrico) por 6 > 0.

Con referencia a una muestra aleatoria simple de tamafio n se proponen las siguientes
funciones de decisi6n para estimar 6

dX)=x
d,(X)=x,
Elijase la solucién minimax si la funcién de pérdida es cuadratica
18;d) = (d-6)".
Facilmente puede calcularse que en la poblacion
n=EE)=6
o’ =V(E) =0’
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Al ser la muestra aleatoria simple se verifica

E[d,(X)] = E(¥) = u = 0
E[d,(X)] = E(x,) = = 6

y los riesgos son

R(®;d)=E[1(®;d)] = E(d, -6)" = E(X-0)" =

2 2
=V(f)=°_=9_
n o n

R(®; d,) = E[1(0; d,)] = E(d, -0)’ = E(x, -0)* =
=V(x,)=V(X) =0’

R(; d)

ETR

FIGURA 10.2

las funciones de riesgo aparecen en la figura 10.2, obteniéndose que si la funcién de deci-
si6n adoptada es d, (X)

mj’n mg’xx R(®;4d,), para todo 0

0, lo que es lo mismo, el estimador minimax del parimetro 6 es 6* = X , para la funcién
de pérdida utilizada. .
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10.1.3.5. Decision con riesgo: Decisién de Bayes

El esquema de decision que se analizara a continuacion se basa simultidneamente en:

B La informacion suministrada por una muestra aleatoria simple de tamafio n, X.

B La asignacién de una distribucién de probabilidad a priori sobre el espacio
paramétrico, que representamos por g(6) .

Bajo estas premisas, el riesgo R(0; d) es una variable aleatoria que dependera
de la variable aleatoria 0.

Se entiende por Riesgo de Bayes el valor esperado de la funcion de riesgo R(9; d)
calculado sobre la distribucion a priori de 6. Si se denota por B(d) tendremos:

B Para g(0) con distribucion discreta

B(d) = g[R(G; d)] = ZR(G,,; d)P(©6=9,).
[C]
B Para g(0) con distribucion continua
B(d) = E[R(8; d)] = ‘[R(G; d)g(0) do .
S )

La decision de Bayes es la decision que presente un riesgo de Bayes menor, la
que minimice

B(d) = E[R(®; d>]=LR<e;d)g<e) do =
- j@ [ jxl[e;dm] f(X/e>dX}g<e) do =
- j@ Llle;d(X)] F(X/8)g(8) do dX

Veremos en el epigrafe 10.3 que el estimador de Bayes es precisamente la deci-
si6n de Bayes que se acaba de proponer. Estudiaremos, por tanto, el método mas
operativo para determinar este estimador y sus propiedades, comenzando en el
siguiente epigrafe con la determinacién las distribuciones de probabilidad asigna-
bles al parametro 6 de acuerdo con la concepcién Bayesiana.
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10.2 Inferencia bayesiana:
~_distribuciones a priori
~y a posteriori

A lo largo de los capitulos anteriores se han recogido técnicas y procedimientos de
la denominada «inferencia estadistica clasica» donde, en los casos en que se expo-
nian métodos basados en parametros poblacionales, se suponia que éstos eran des-
conocidos pero no aleatorios.

La diferencia fundamental que plantea el «enfoque inferencial bayesiano» radi-
ca en que considera el pardmetro desconocido 6 como variable aleatoria, a la que
se asigna, por tanto, una determinada distribucién de probabilidad, que recibe el
nombre de distribucién a priori y se representa por g(0) .

La informacién suministrada por una muestra aleatoria simple X, bajo la dptica
bayesiana, puede cambiar la idea del comportamiento probabilistico que se tuviera
sobre el pardmetro 6 y, en este sentido, es posible aceptar que exista una distribu-
cién a posteriori del parametro 0, representada por g(6/X), donde se recoge la

modificacién de la distribucién de probabilidad de dicho pardmetro 6 cuando se
dispone de la informacién muestral X.

Si la distribucién a priori del parametro 6 se postula de tipo discreto, aplicando
el teorema de Bayes pueden determinarse las correspondientes probabilidades a
posteriori para cada uno de los valores que tome el parametro 6. En efecto

P(X/0=0,) P(6 =6,
iP(X/e =0,) P(0=6,)

i=1

PO =0,/X) =

Si la distribucion a priori g(6) es continua, y la poblacién de donde se extrae

la muestra también, puede obtenerse la distribucién a posteriori del parametro 6
teniendo en cuenta que:

B f(X; 0)representa la funcién de densidad conjunta del vector aleatorio
muestral X y del pardmetro 6.

B f(X/6) es la funci6n de densidad de la muestra X para un 6 dado.

B f(X)es la distribucién marginal de la muestra X.
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Como se sabe

X;0
roxjey = L2
g(G/X)=£j(%$)

donde
f(X;0) = f(X/0) g(6)
f(X;0) =g(6/X) f(X)
por lo que

F(X/6) g®) = g(8/X) f(X)
y la distribucion a posteriori del parametro 6 resulta

f(X/6) g(6)
f(X)

obteniéndose la densidad marginal f(X)como

g(8/X) =

F(X) = j@ F(X; ) do = LﬂX/e) ¢(6) do

llegandose, finalmente, a que

7(X/0) g(6)
j@ £(X/8) g(8) db

g(/X) =

version continua del Teorema de Bayes.

10.3 Estimacién de Bayes

B 319

El estimador de Bayes es la funcion de decision, establecida sobre el espacio pa-

ramétrico @, que produzca el menor riesgo esperado.

El estimador sera § = d* (X)tal que minimice la expresién

B(d) - j@ [ 110 a1 7xX/0) 500) a0 ax.
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Existe un procedimiento operativo para determinar la decision de Bayes sin te-
ner que describir todo el espacio muestral (y, por tanto, trabajar en él).

En el epigrafe anterior establecimos la distribucion a posteriori del parametro 6,
calculada como

f(X/8) g(6)

0/X) =
2(6/X) %)

por consiguiente, el riesgo de Bayes queda

B(d) = [ [ 116:d (017 (X/8)g(8) b aX -
0JX

= [_ [, 1o acxn g @rx) £ (%) do ax =
0JX

- F(X) U 1[6; d(X) g(8/X) d@]dX:
X (]

= | 70 E11(8: d (X)) aX

siendo @?X{l[e; d(X)]} , riesgo de Bayes a posteriori, es decir,

LL116; A1} = [, 1165 d(X)] g (6/X) db. 1]

Dado que la funcién de decision d (X) que minimiza B(d)es la misma que hace
minima la expresion [1], pues d (X) no depende de f(X), puede utilizarse esta ultima

para determinar el estimador de Bayes, de manera que dicho estimador ser4 aquel que
verifique

0 E11(6; (X))
od (X)

=y[0; dX)]=0 = 6% =d*(X)

2 .
0 G)%([1(9, d(X))]

3 >0
od* (X)

d(X)=d*(X)

EJEMPLO 5

Determinese el estimador de Bayes para el pardmetro 6 de una distribucion de Poisson, en
muestras aleatorias simples de tamafio n, supuesta una distribucion a priori de 6 dada por

g® =3* 06>0
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siendo la pérdida cuadratica

116; d(X)] = 1(8; d) = (d -6)".

Para determinar la distribucién a posteriori g(6/X) calculamos, previamente,

X
e-eex| e—eex,, _ e—ne gi-!

FOX[8) = £ (x,/0) -~ f(x,/0) = . _

x! x,! x!-x)
siendo
0 0 e-ne ei=1Xi "
70 = [ fex/e) g60) do = | 3 4o -
0 o x!--x,)
0 ix, 00
= 3 I gi-! e—(n+3)9 ao = 3 J‘ ese—(n+3)e do

x!-x! Jdo x! - x! Jo

donde

n
s=2.x
i=1

m 321

que siempre serd un numero natural, dados los posibles valores x; que puede tomar esta

poblacién con distribucién de Poisson.
Por tanto,

3 ] L(s+1)
Leex)l (n+3)"!

fX)=
x

y la distribucién a posteriori de 6

FX/6) g(®) _

gO/X) =
FX)
C
... ¢! 3e * s s+l ,-(n+3)6
_ooxleexl _n+3)" e _
3 Te+) C(s+1)

1
xl-x! (n+3)7

_ (n + 3)s+l 6: e—(n+3)6

s 0>0
s!

es una distribucién gamma

G(s+1;n+3).
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La funcién que habra que minimizar es

@ = EI0: d(X)] = jeue; d)g(8/X) o =

00 s+l ns ,-(n+3)0
=I(d—9)2 n+3y"06'e do =
o s!

(n + 3)s+1 e: e—(n+3)e

s!

= J' (d* - 2d8 + 6%) do =
0

_ (n+3 [dz LD,y T+2) | I‘(s+3)3}
s! (n+3)°"* (n+3)" (n+3)°"

=%[d2-s!—2d (s+Ds! (s+2)(s+1)s!]=

n+3 (n + 3)*
—d—2d s+1 + s+2)(s+1)
n+3 (n+3)?
y
@=2d_2s+1 ~0
od n+3
siendo
>ox, +1
s+1 _ i=1 =d*(X)
n+3 3
comprobandose que
2
a—dz)=2>0
od
luego
>ox +1
6*=d*(X)=i—

n+3

es el estimador de Bayes que hace minimo el riesgo esperado.

TEOREMAS

1. Si la funcién de riesgo R[0; d(X)] es constante respecto a 0, el estimador
de Bayes coincide con el estimador minimax.
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En efecto,
B(d) = g{R[e; d(X)]} = R[6; d(X)]

y la funcién 6* = d*(X) que minimiza B(d) también es la que determina el menor
riesgo R[O; d(X)].

2. Si la funcién de pérdida es de tipo cuadratico, el estimador de Bayes es el
valor medio de la distribucién a posteriori,

6* = GI;JX[O/ X].
En efecto, el estimador de Bayes 0% = d*(X) es el que hace minima la expresion
E {110; d(X)1} = [ 118: d(X)] g(8/X) do =
o/X )
- j (d(X) - 0)” g(6/X) do =
)
= -dX)I/X
E 16 -d0OF /X
y teniendo en cuenta las propiedades de la esperanza matematica'
. . o _ 2 _
min E {1[6; d(X)]} = min E {[6 - d (X)] /X}
2
= - X
E 16 - E O/XT/X}
luego
a*(X) = E (8/X).
o/x
3. Anilogamente, si la funcion de pérdida es proporcional
10;d) = |0 - d(X)|,

el estimador de Bayes es la mediana de la distribucién a posteriori de 6 dado X,

pues el minimo del valor medio de las desviaciones absolutas respecto al origen de
referencia se obtiene cuando se toma la mediana como ese origen de referencia.

! Véase MARTIN PLIEGO y RUIZ-MAYA: Fundamentos... Capitulo 4.
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10.4 Contrastacion bayesmnu
~de hipétesis

Al igual que en la estimacién bayesiana, la contrastacién bayesiana se desarrolla
bajo el supuesto que el experimentador puede asignar una distribucion de probabi-
lidad al parametro 6.

En esta situacin, se desea contrastar la hipétesis nula Hy (6 € ©,) frente a la
alternativa H, (6 € ©,), cumpliéndose que

0,u0 =0 y 0,nO =J.
Las probabilidades a priori de que sean ciertas cada una de estas hip6tesis son
P® € 0y = g(©)
POe®)=g®)=1-2g(@)

El contraste de hipotesis se puede plantear como un problema tipico de deci-
sién, tal como

Estados de la Naturaleza
0, 0,

d,: Rechazar H 1(©,;d) 1(©,;4d))

d,:No rechazar H, 1(©,; d,) 1(©,; d,)

Decisién

Tomamos como funcién de pérdida
0 sino se incurre en error

l(G;d)={

1 si se comete error

y la de decisién

dXeC) =d,
dXeC*=d,

siendo C la region critica y C* la de aceptacion.
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La funcién de riesgo resulta
R(®y; d) = E[1(8,; d)] =
= 1- P(Rechazar H,/©,) + 0 - P (No rechazar H,/©,) =
= P(Rechazar H,/0©,) = P(X € C/®) = a
R(®,;d) = E[1®,; d)] =
= 0- P(Rechazar H, /®1) +1- P(No rechazar H, /@1) =
= P(No rechazar H,/©,) = P(X € C*/®)) = B

con lo que el riesgo esperado, o riesgo de Bayes, para la distribucién a priori de 6
es igual a

B(d) = E[R(®; d)] =
= g(eo)a+g(91)'3 =
= ¢(8,) P(X € C/®,) + (8, P(X € C*/0,) =

- 20, j F(X/©,) dX + g(0,) J-f(X/G)l) dxX =
C C*
- (68, J.Cf(X/GO) X + ) [1 - Lf(X/Gl) dx} -

- g(0)+ L[g<eo> F(X/0,) - g6) f(X/0))] dX,

como g (0,) estd fijado a priori y es positivo, el minimo del riesgo de Bayes se
obtendra para una regién critica C tal que
8(8,) f(X/©y) - g®)) f(X/0,) <0
es decir, cuando
88,) f(X/0,) < £(®)) f(X/©,).
Por otra parte, como
- f(X/8) g(8) = g(&/X) f(X)
la condicién anterior se transforma, en términos de distribucion a posteriori, en
8(8,/X) f(X) < g(8,/X) f(X)
es decir,

8(6,/X) < g(6,/X) .
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Consecuentemente, se rechazara la hipétesis nula H si la probabilidad de que
el parametro pertenezca a ®,, dada la muestra X, es menor que la probabilidad de
que dicho parametro pertenezca a ®, dada X cuando

P(® € ®,/X) < P(6 cO,/X)

Puede comprobarse que las reglas equivalentes de decisién en la contrastacion
bayesiana de hipétesis, bien en funcion de la distribucién a priori del parametro 6 en
términos de su distribucién posteriori, no necesitan que se fije de antemano un de-
terminado nivel de significacion o, pues las probabilidades de que el parametro se
encuentre en la hipStesis nula o en la alternativa pueden ser evaluadas directamente.

EJEMPLO 6

En una poblacién B(l; 0) se contrasta

H, [9 < -1—} frentea H, [6 > l} .
4 4

Se supone que la distribucion a priori del pardmetro 6 es uniforme en el intervalo [0; 1].

Realicese el contraste bayesiano de hip6tesis para una muestra aleatoria de tamaiio uno.

Sabemos que
F(X[0) = f(x,/8) =07 (1-0)"", x, ={0: 1}
como
g® =1 0<0<l
entonces

1
fX) = fx) = Lf (X/6) g(6) db = _[)6"‘(1 -0)™ do

donde, al ser x; = {0;1},

1 21
flx, =0)= '[0(1—6) dG:[e_%} _

1 27!
fy =1 = J'Oede{-ez—} =%

es decir,

fx) = para x, ={0;1}

1
2
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por tanto, como

f(X/6) g(®)
o/X) = L2280
8(68/X) %)
se tiene que
X _ 1-x
2(6/x,) = 6_(_11/29_) =20%(1-0)"%, 0<6<1

Como la muestra x; puede tomar el valor cero o el uno

g®/x, =0)=2(1-6), 0<B<1

g(®/x, =1) =26, 0<06<1
siendo
% 6;
P®<6,/x =0)= _[ 2(1-6) do =2 90—70
0
eO
P©<0,/x =1)= J' 20 d6 = 0
0
y

62
P® >6,/x =0) =1-2[eO _TOJ

PO>6,/x =1)=1-6;

Si la muestra es x, = 0, como para la hip6tesis nula HO{G < %}

foordf1 )

y para la hipétesis alternativa

y dado que

entonces se rechazari la hipétesis nula Hg| 6 < ﬂ .

m 327
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Ejercicios resueltos

EJERCICIO10.1 Considérese el esquema de decision cuya matriz de pérdidas es

Estados de la naturaleza
a 0 5
a, 5 0
Acciones
a, 2 6
a, 3 4
Si la distribucion a priori de 0 es
PO = Gl) =p

P®=6,)=1-p

estidiese la solucién de Bayes.

SOLUCION. Las pérdidas esperadas para cada posible accién son
B(a)=0p+51-p)=5-5p
B(a,) = 5p +0( - p)=5p
B(a) =2p+6(1-p)=6-4p
B(a)=3p+4l-p)=4-p
Representamos graficamente en la pagina siguiente las pérdidas esperadas, B(a,),
en funcién del pardmetro p.

Como p es tal que 0 < p <1 entonces, dentro de este campo de variacion, las
pérdidas esperadas minimas se obtienen si se adoptan las siguientes opciones

O<p< % = min B(a) = B(a,) = seelige a,

< p <1 = min B(a) = B(a)) = seelige q,
a

N | —
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B(a)) B(a,)

FIGURA 10.3

EJERCICIO 10.2 Determinese, a partir de una muestra aleatoria simple de
tamarfio n, la estimaciéon bayesiana del parametro 6 de una distribucién binomial
B(1; 6) , si se asigna una distribucion a priori uniforme en el intervalo [0; 1].

La funcién de pérdida se fija como

©-a

1(0;d) = 61 0)

SOLUCION. Para hallar la distribucion a posteriori g (8/X) procedemos previa-
mente a calcular

F(X/8) = f(x,/6) - f(x,/0) =
— Gx‘(l _ e)l—xl ex“ (1 _ e)l—x”:

n n
x n-yx

:ei=l ‘(l_e) 4=ll =eS(1_e)n—:

siendo
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Al ser uniforme en [0; 1] la distribucion a priori
g =1 0<06<1

con lo que

£(X) = L £(X/0) g(0) db =

1
- J-G“‘(I—G)"" 1do =
0
=F(s+l)F(n—s+1)=
T(n+2)

sl (n-1)!
T (m+1)

y se deduce que la distribucién a posteriori es

£(X/6) g(®) _
F(X)

3 eS (1 _ e)n—s N
TSl (n-s)! T
(n+1)!

_ (n+1)!
sl(n —s)!

8(6/X) =

°(1-6)""°, 0<6<1

que es la distribucién beta B(s +1; n —s +1).

Para obtener el estimador de Bayes habra que hacer minima la expresion
@ = E {[I(6; dX)]} = II(O; d) g(6/X) do =
o/X c)

L@®-d} (n+1)!
o 6(1-6) s!(n-s)!

0°(1 - )" db =

- (n+1)! ! — N\2ps-l1 _ pyn-s-1 —

= S L(e d)?651(1 - 8)"51 g9

_ (Dt et 2y as-1(1 _ ayi-s-1 ga —

S Ty j'o(e 240 + d?) 0°71(1 - 8)"! 49
(n+1)! | T(s+2)T(n-ys) _2d I's+1)T(n-ys) + d? F(s)l“(n—s)]z

" sl(n - s)! T(n+2) T(n+1) I(n)

_ (n+1)! [(s+1)!(n-—s—1)!_2ds!(n—s—1)!+d2 (s—l)!(n—s—l)!j|=
sl(n - s)! (n+1)! n! (n-1!

_ s+1 _2dn+1 + d? (n+Dn

n-s n-s s(n - s)
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derivando respecto a d = d(X)

ﬁ=_2n+1_}_2d(n+l)n=O
od n-—s s(n —s)

y el estimador de Bayes resulta

n
2
pr=d¥X)=2-1=1__%
n n

Comprobamos a continuacién la condicién de minimo

2
dd2>=2(n+1)n>0
od s(n—s)

n
pues s < n, dado que s = Z x, y cada x; es cero o uno en la distribucion poblacio-
i=1

nal B(1; 6).

Sé6lo en el caso que s = n, X =1 y 0* =1, la distribucién B(1; 0) se convierte en
una distribucién degenerada, donde P(6* =1) =1, y no existe suceso dicotémico
alguno.

EJERCICIO 10.3 En una poblacion N(0;1) se desea contrastar la hipétesis
nula Hj [0 <08] frente a la alternativa H, [0 > 0,8]. Para ello se toma una
muestra aleatoria simple de tamafio n = 24 cuya media es 0,95.

Efectiiese el contraste bayesiano de estas hipétesis si se supone que la distribucion
a prioride 0 es N(0;1).

SOLUCION. Podemos comprobar que la distribucién a posteriori de 6, dada la
muestra X ,tiene por expresion

e/x—>N[”f; ! ]

n+1l yn+1

con lo que, en nuestro caso,

N(0,912; 0,25) .
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Rechazaremos la hip6tesis nula H; cuando

PO <06,/X)= %;
y al verificarse que
P (0 <0,8/X) = P(0,25¢ + 0,912 < 0,8) = P(§ < -0,45) = 0,3264 < %

rechazamos H; [6 < 0,8].
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TABLA 2
—

Distribucién x*. P(x* > a)

Grados de Probabilidades
libertad 0,10 0,05 0,025 0,01

1 2,706 3,841 5,024 6,635
2 4,605 5,991 7,378 9,210

3 6,251 7,815 9,348 11,345
4 7,779 9,488 11,143 13,277

5 9,236 11,070 12,833 15,086

6 10,645 12,592 14,449 16,812

7 12,017 14,067 16,013 18,475

8 13,362 15,507 17,535 20,090

9 14,684 16,919 19,023 21,666
10 15,987 18,307 20,483 23,209
11 17,275 19,675 21,920 24,725
12 18,549 21,026 23,337 26,217
13 19,812 22,362 24,736 27,688
14 21,064 23,685 26,119 29,141
15 22,307 24,996 24,788 30,578
16 23,542 26,296 28,845 32,000
17 24,769 27,587 30,191 33,409
18 25,989 28,869 31,526 34,805
19 27,204 30,143 32,852 36,191
20 28,412 31,410 34,170 37,566
21 29,615 32,670 35,479 38,932
22 30,813 33,924 36,781 40,289
23 32,007 35,172 38,076 41,638
24 33,196 36,415 39,364 42,080
25 34,382 37,652 40,646 44,314
26 35,563 38,885 41,923 45,642
27 36,741 40,113 43,194 46,963
28 37,916 41,337 44,461 48,278
29 39,087 42,557 45,722 49,588
30 40,256 43,773 46,979 50,892

Para valores elevados de n (grados de libertad) mayores que 30 pueden obtenerse las probabilidades a través
de la transformacion 1/2)(2(n - J2n —1 que es aproximadamente N(O; 1).
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TABLA 3
E—
Distribucién ¢ de Student . P[t(n) = a]

Grados de Probabilidades
libertad 0,10 0,05 0,025 0,01

1 3,0777 6,3138 12,7062 31,8205

2 1,8856 2,9200 4,3027 6,9646

3 1,6377 2,3534 3,1824 4,5407

4 1,5332 2,1318 2,7764 3,7469

5 1,4759 2,0150 2,5706 3,3649

6 1,4398 1,9432 2,4469 3,1427

7 1,4149 1,8946 2,3646 2,9980

8 1,3968 1,8595 2,3060 2,8965

9 1,3830 1,8331 2,2622 2,8214
10 1,3722 1,8125 2,2281 2,7638
11 1,3634 1,7959 2,2010 2,7181
12 1,3562 1,7823 2,1788 2,6810
13 1,3502 1,7709 2,1604 2,6503
14 1,3450 1,7613 2,1448 2,6245
15 1,3406 1,7531 2,1314 2,6025
16 1,3368 1,7459 2,1199 2,5835
17 1,3334 1,7396 2,1098 2,5669
18 1,3304 1,7341 2,1009 2,5524
19 1,3277 1,7291 2,0930 2,5395
20 1,3253 1,7247 2,0860 2,5280
21 1,3232 1,7207 2,0796 2,5176
22 1,3212 1,7171 2,0739 2,5083
23 1,3195 1,7139 2,0687 2,4999
24 1,3178 1,7109 2,0639 2,4922
25 1,3163 1,7081 2,0595 2,4851
26 1,3150 1,7056 2,0555 2,4786
27 1,3137 1,7033 2,0518 2,4727
28 1,3125 1,7011 2,0484 2,4671
29 1,3114 1,6991 2,0452 2,4620
30 1,3104 1,6973 2,0423 2,4573

Para valores elevados de n (grados de libertad) mayores que 30, la variable aleatoria #(n) es, aproximada-

mente, N[O;" 1 J
n-2
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TABLA 5

I
Valores criticos del test de Kolmogorov-Smirnov para una muestra

Tamafio  mues- Nivel de significacion o
tral n 0,10 0,05 0,02 0,01

1 0,95000 0,97500 0,99000 0,99500

2 0,77639 0,84189 0,90000 0,92929

3 0,63604 0,70760 0,78456 0,82900

4 0,56522 0,62394 0,68887 0,73424

5 0,50945 0,56328 0,62718 0,66853

6 0,46799 0,51926 0,57741 0,61661

7 0,43607 0,48342 0,53844 0,57581

8 0,40962 0,45427 0,50654 0,54179

9 0,38746 0,43001 0,47960 0,51332
10 0,36866 0,40925 0,45662 0,48893
11 0,35242 0,39122 0,43670 0,46770
12 0,33815 0,37543 0,41918 0,44905
13 0,32549 0,36143 0,40362 0,43247
14 0,31417 0,34890 0,38970 0,41762
15 0,30397 0,33760 0,37713 0,40420
16 0,29472 0,32733 0,36571 0,39201
17 0,28627 0,31796 0,35528 0,38086
18 0,27851 0,30936 0,34569 0,37062
19 0,27136 0,30143 0,33685 0,36117
20 0,26473 0,29408 0,32866 0,35241
21 0,25858 0,28724 0,32104 0,34427
22 0,25283 0,28087 0,31394 0,33666
23 0,24746 0,27490 0,30728 0,32954
24 0,24242 0,26931 0,30104 0,32286
25 0,23768 0,26404 0,29516 0,31657
26 0,23320 0,25907 0,28962 0,31064
27 0,22898 0,25438 0,28438 0,30502
28 0,22497 0,24993 0,27942 0,29971
29 0,22117 0,24571 0,27471 0,29466
30 0,21756 0,24170 0,27023 0,28987

Para tamafios muestrales 7> 30, el valor critico D puede calcularse como D = ,/— In(at/2)/2n .

Para o = 0,05, D =1358/Jn ypara o =001, D =1628/n.

Fuente: Adaptada de MILLER, L. H.: «Table of percentage points of Kolmogorov Statistics», JASA; vol. 51.
Reproducida con permiso de JASA. Copyright 1956 por American Statistical Association. Todos los
derechos reservados.
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