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PROLOGO

En la investigacion empirica existen conjuntos de elementos sometidos a analisis,
denominados poblaciones, que estadisticamente se sintetizan en modelos caracteriza-
dos por expresiones matematicas conteniendo uno o varios parametros, con valores
que permiten diferenciar unas poblaciones de otras de la misma familia.

El conocimiento completo del modelo hace posible el tratamiento estadistico po-
blacional. Sin embargo, en la realidad, la situacién no es ésta, pues lo frecuente es
hallarnos ante el desconocimiento de la expresién matematica y de los parametros,
conduciendo a la inutilidad practica del modelo, siendo preciso obtener aproximacio-
nes.

El tamafio de la poblacién que, a efectos practicos, puede suponerse infinito o
inabarcable, impide o dificulta su analisis completo, por lo que sélo sera factible
estudiar una parte denominada muestra, generalizando a la poblacién las conclusio-
nes obtenidas a partir de la muestra.

El proceso de paso de lo particular (muestra) a lo general (poblacién), inferencia
estadistica (inferencia inductiva), tiene como caracteristica inherente que sus resulta-
dos no son exactos sino probables, frente a las conclusiones de la inferencia deducti-
va exactas y validas en todas circunstancias.

Este manual, Fundamentos de Inferencia Estadistica, expone en los dos primeros
capitulos el concepto de estadisticos, como funciones de los valores muestrales, sus
distribuciones de probabilidad, y los importantes temas de suficiencia e informacién,
directamente relacionados con los estadisticos y con las muestras.

Basandose en la informacién proporcionada por la muestra, el proceso de la infe-
rencia estadistica contempla dos ambitos: estimacion de parametros, procedimientos
que proporcionan valores aproximados de los parametros desconocidos, y contrasta-
cion de hipGtesis: métodos que permiten optar por una de dos hipétesis establecidas
sobre el valor de un parametro o sobre el tipo de modelo matematico supuesto.
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La estimacién de parametros se desarrolla a lo largo de los capitulos tercero al
quinto, estudiando los estimadores, sus propiedades, métodos de obtencion y estima-
cién por intervalos. La contrastacién de hipétesis comprende los capitulos seis al
nueve, tratando las contrastaciones paramétrica y no paramétrica, asi como los con-
trastes de significacién.

En el ultimo capitulo se presenta, de forma somera, una introduccion a la teoria
de la decision y a la Inferencia Bayesiana.

Madrid, Julio de 1999
LOS AUTORES
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CAPiTULO 1

Muestreo:

Y 4 °
estadisticos y
sus distribuciones

1.1 Poblacién y muestra

El conjunto de todos los posibles resultados de un fenémeno, o experimento aleato-
rio, recibe el nombre de poblacién', denominidndose elemento a cada uno de sus
componentes, pudiendo ser su nimero finito o, en teoria, infinito. Cabe, también,
contemplar una poblacion como un conjunto de elementos con una 0 mas caracte-
risticas comunes. La poblacion se caracteriza probabilisticamente mediante varia-
bles aleatorias y éstas por sus campos de variacién y distribuciones de probabilidad,
que especifican el comportamiento aleatorio de la poblacion.

Una muestra es un subconjunto’ de una poblacién. Si el nimero de elementos
del subconjunto es n, diremos que la muestra es de tamafio n. También cabe definir
la muestra como la observacién de n elementos de una poblacion, o el resultado de
repetir n veces un experimento aleatorio. Designaremos la muestra genérica por X,

! También universo o colectivo.

% En la préctica, finito.
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y al referirnos a sus elementos por (x, ..., x,) si es de tamafio n, de tal forma que

x; es el elemento que corresponde a la i-ésima observacion.

Si tomaramos las posibles muestras de tamaifio # de una poblacién, el conjunto
de todas ellas constituye el espacio muestral, X, integrado por tantos elementos
como muestras distintas sea posible obtener, y dado que cada muestra viene defini-
da por un conjunto de n valores, (x,, ..., x,) podemos pensar, también, en el es-

pacio muestral como incluido en un espacio n-dimensional, en el que las coordena-
das de cada punto son los correspondientes elementos muestrales, (x, ..., x,), de

cada una de ellas.

Segiin lo expuesto, una muestra concreta puede ser considerada como la realiza-
cién de un experimento consistente en la extraccion de una muestra de entre todas
las integrantes del espacio muestral, por lo cual es posible contemplar la muestra
genérica X como una variable aleatoria n-dimensional, cuya distribucion de proba-
bilidad depende de la distribucién de probabilidad de la variable aleatoria poblacio-
nal, F(x), del procedimiento de seleccién y del tamafio n de la muestra.

La finalidad «ideal» perseguida al tomar una muestra es la representacion a
escala de la poblacién, por lo que el procedimiento seguido para obtener la muestra
debe garantizar esta representacién «perfecta.

En una bolsa tenemos mil bolas del mismo tamafio: 900 de color blanco y 100
negro. Para que una muestra sea exactamente representativa debera contener bolas
con los colores en la misma proporcién que en la poblaciéon: 90% blancas y 10%
negras. Si el tamafio muestral es 100 deberia haber en tal muestra 90 bolas de color
blanco y 10 de color negro. En la mayoria de los casos esto no sucede, apartandose
el resultado muestral de la situacion ideal deseada (por ejemplo, la muestra obtenida
puede estar constituida por 87 bolas blancas y 13 negras), atribuyéndose las desvia-
ciones al proceso de seleccién de la muestra, desviaciones que no invalidan los
resultados del proceso inferencial, siempre que las diferencias no sean sistematicas
y tengan origen aleatorio, es decir, sean debidas al azar.

1.2 Tipos de muestreo

El procedimiento utilizado para la obtencién de cada uno de los elementos mues-
trales puede ser aleatorio o no, disyuntiva que conduce a que la seleccion de la
muestra sea probabilistica o no.

Para garantizar la necesaria representatividad de la muestra, los elementos
deben ser extraidos de la manera mas objetiva posible, a fin de no influir en la se-
leccién de cada uno de ellos, lograndose la representatividad cuando la extraccién
se realiza al azar. Si ésto es asi, diremos que la muestra es probabilistica o aleato-
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ria. Por otra parte, el procedimiento probabilistico permitird, como veremos en
capitulos posteriores, conocer en términos de probabilidad el error que se comete al
utilizar la muestra como reflejo de la poblaci6n.

Como ejemplo de seleccion no probabilistica tenemos la muestra opinatica
donde el investigador elige, con criterios no aleatorios, los elementos que va a estu-
diar. Esa manera de proceder impide medir el posible error que pueda cometerse en
el anélisis que se esté realizando.

En el muestreo probabilistico se distinguen dos tipos dependiendo de cual sea el
procedimiento aleatorio de extraccién utilizado, pues influye en la probabilidad de
obtencion de los elementos de la muestra. Podemos extraer los elementos muestra-
les de dos maneras: con reemplazamiento y sin reemplazamiento.

El muestreo se lleva a cabo con reemplazamiento cuando una vez extraido un
elemento, y hechas sobre €l las observaciones oportunas, se devuelve al colectivo,
lo que supone que la poblacién no es modificada y el elemento puede ser elegido de
nuevo. Esta forma de actuar implica que la probabilidad de extraccién de cada ele-
mento es la misma para todos ellos, pues la poblacién no cambia.

El muestreo tiene lugar sin reemplazamiento cuando el elemento elegido se ex-
cluye del colectivo y, por consiguiente, éste se modifica de tal manera que la pro-
babilidad de extraccién de un elemento depende de cudntos y cudles hayan salido
con anterioridad®.

El muestreo con reemplazamiento conduce a que los elementos de la muestra
sean probabilisticamente independientes, mientras que en el muestreo sin reempla-
zamiento no lo son.

En todo el estudio estadistico que realizaremos en este manual las muestras se-
ran aleatorias con reemplazamiento, denominandolas muestras aleatorias simples.*

Si en el ejemplo anterior la muestra de tamaio 100 se obtiene con reemplaza-
miento, la probabilidad de que la primera bola sea blanca es 900/1000, al devolver
la bola a la bolsa la probabilidad de sacar la segunda bola blanca es, también,
900/1000 y asi sucesivamente. En el muestreo sin reemplazamiento, la bola extraida
se aparta, la probabilidad de extraer la primera bola blanca es 900/1000, igual que
en el caso anterior, pero la probabilidad de la segunda blanca es 899/999, pues la
primera no fue devuelta a la bolsa, produciendo tal manera de proceder una modifi-
cacién de la estructura de la bolsa al pasar de un total de 1000 bolas a 999 y de 900
bolas blancas a 899.

3 Se supone que, junto con el procedimiento aleatorio, se mantienen fijas las condiciones bajo las que se
realiza el experimento. Esta condicién es relativamente factible en la experimentacién en las ciencias fisicas,
quimicas, etc., no es asi en las sociales donde el control es, en el mejor de los casos, dificil.

* Algunos autores lo denominan muestreo aleatorio.
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EJEMPLO 1

Tenemos 100 bolas de las mismas caracteristicas numeradas con 1, 2 y 3 en la siguiente
cuantia: 20 con el nimero 1, 30 con el 2 y 50 con el 3. Se toman muestras aleatorias sim-
ples de tamafio dos y construimos su espacio muestral bidimensional . En el plano, el
espacio muestral est4 constituido por los puntos cuyas coordenadas son las posibles muestras
distintas de tamafio dos

1,3 23 3.3
L2 22 G2
D en 61

1 2 3
La muestra (1, 3), por ejemplo, esté integrada por una bola con el nimero 1 y otra con el 3.

Las probabilidades que tienen de ser elegidas estas muestras son

3 10,10 0,15 0,25
0,06 0,09 0,15
0,04 0,06 0,10
1 2 3

El cilculo de las probabilidades se ha hecho de la siguiente forma, por ejemplo, para la
muestra (1, 3),

P(l, 3) = P[(bola1) n(bola 3)] = P(1n3)

como la muestra es aleatoria simple sus elementos son independientes y la probabilidad de su
interseccion igual al producto de las probabilidades, quedando

P(1,3)=PQ1)-P(33)=0,2-0,5=0,10.

La probabilidad de extraer una muestra con un 1 y un 3, sin importar el orden de obtencién
se calcula del siguiente modo: Esta combinacién de valores de la variable puede proceder de
la muestra (1, 3) o de la muestra (3, 1), por tanto,

P(muestra con un 1y un 3) = P[muestra (1, 3) U muestra (3, 1)]
como las dos muestras son sucesos disjuntos, la probabilidad es igual a

P[muestra (1, 3)] + P[muestra (3, 1)] = 0,10 + 0,10 = 0,20.

EJEMPLO 2

En el ejemplo 1 obtuvimos para las muestras aleatorias simples de tamafio 2 las probabilida-
des correspondientes en su espacio muestral X. A continuacién hacemos lo mismo pero
siendo las muestras aleatorias extraidas sin reemplazamiento, lo que implica que sus ele-
mentos no son independientes. El ejemplo se desarrolla en dos cuadros. En el primero tene-
mos el proceso de célculo de las probabilidades y, en el segundo, sus valores.
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;|20 05 s
100 99 100 99 100 99
, | 2030 302 5030
100 99 100 99 100 99
L |21 3020 502
100 99 100 99 100 99

1 2 3

0,1010  0,1515  0,2475
0,0606 0,0879  0,1515
0,0384  0,0606 0,1010
1 2 3

Se aprecia, con claridad, que los valores de las probabilidades para cada clase de muestra
difieren de un tipo de muestreo a otro.

1.2.1. DISTRIBUCION CONJUNTA DE LA MUESTRA

La probabilidad de extraccién de una muestra aleatoria simple concreta (x;, ..., x,),
si la variable poblacional es discreta con funcién de cuantia P(¢ = x), se calcula de
la siguiente forma.

El suceso final es {§; = x} N {§, =x,} N - N {€, = x,} y como la muestra es
aleatoria simple sus elementos son independientes, por lo cual,

P(x, x,, ..., x,) = P[{E, = x} N {§, =x}n-n{g, =x}l=
=PE =x)-PE,=x)) - PE,=x)
siendo P (£ = x;) la probabilidad de obtener en la poblacién un elemento cuyo valor

sea x; y P(x;,..., x,) la funcién de cuantia conjunta de la muestra.

En el caso que la variable aleatoria poblacional sea continua, con funcién de
densidad f(x), la probabilidad elemental de obtener el resultado muestral concreto

(%, ..., x,), por ser la muestra aleatoria simple, es
fx, .o, x,) dx - dx,,
donde f(x, ..., x,) es la funcion de densidad conjunta de la muestra, verificandose

FOq .o x) = f(x) - fx,).

por ser independientes sus elementos.
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En una muestra aleatoria simple (x, ..., x,) se verifican las siguientes rela-
ciones entre sus elementos:

D) F(x)) = F(x,) = =F(x,) = F(x)
I F(x;, x,, ..., x,) = F(x)) - F(x,) - F(x,)

es decir, «las variables aleatorias x, son independientes e idénticamente distribui-
das con la misma distribucion de probabilidad que tenga la poblacion» .

La manera practica de obtener una muestra aleatoria simple es la de realizar el
muestreo con reemplazamiento.

Si la muestra no fuera aleatoria simple (es decir, si la extraccion hubiera tenido
lugar sin reemplazamiento y, por consiguiente, sus elementos no son independien-
tes), la modificacién de la estructura poblacional conduce a que la probabilidad de
una extracciéon venga condicionada por las extracciones anteriores, y la funcion
de cuantia conjunta es .

P(x, ..., x,) = HP(“::i =x/& =X, s G = X)

i=1

y la funcion de densidad conjunta

Fo s x) =[] fx/x, s x_p.
i=1

Un concepto de gran importancia en el planteamiento de la Inferencia Estadistica es
el de funcién de distribucién empirica de la muestra, definida en una muestra de
tamaifio n como

N,
F(x)=—=,

siendo N, el nimero de observaciones muestrales menores o iguales que x;, es

decir, la frecuencia acumulada. Esta funcién presenta tantos saltos como valores

- . . . 1 .
muestrales distintos haya, siendo la cuantia del salto — cuando no se repite el valor
n
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X;, y — cuando x, se repite n, veces, lo que indica que la funcién de distribucién
n

empirica es siempre discreta.

En la funcién de distribucién empirica de la muestra podemos calcular todos sus
momentos, uni o k-dimensionales, con respecto al origen o a la media, como en una
poblacién cualquiera y, para distinguirlos de los poblacionales, se les denominara
momentos de la muestra o muestrales, representandolos por a, o m, (segln sean
respecto al origen o respecto a la media).

Una bolsa contiene 1.000 bolas, todas de igual tamafio, y marcadas con cuatro
numeros distintos en la siguiente cuantia: 400 con el nimero 1, 100 con el 2, 300
con el 3 y las 200 restantes con el 4. El campo de variacion de la variable aleatoria
&€, numeracién de las bolas, estd integrado por los cuatro nimeros enteros 1, 2, 3
y 4, y la distribucién de probabilidad de la poblacion es

PE=1)=0,4; PE=2)=0,1
PE=3)=0,3; PE=4)=0,2.
Se expresa esta distribucién mediante el diagrama de barras de la funcién de
cuantia que aparece en la figura 1.1(a).

Tomamos una muestra aleatoria simple de tamafio 100, siendo el resultado 43
bolas con el niimero 1, 6 con el 2, 28 con el 3 y 23 con el nimero 4. Los elementos
muestrales tienen el mismo campo de variacion que en la poblaciéon. La distribu-
cién de frecuencias de la muestra obtenida es la siguiente:

n n
L =043  2=006
n n
n n
- =0,28; -4 =0,23.
n n

0,4 0,43 4

0,3 0,28

0,2 d 0,23

0,1 I 0,06 I

2 3

(@) )

FIGURA 1.1
. - (a) Distribucion de la poblacion.
(b) Distribucién de la muestra de tamafio 100.
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Si comparamos el diagrama de barras muestral, Fig. 1.1(b), con el poblacional
apreciamos que pese a ser muy parecidos no coinciden, pues la muestra no repro-
duce exactamente la estructura de la poblacién, debiéndose esta diferencia a la va-
riabilidad introducida en la estricta aleatoriedad teérica de la muestra. Si tomamos
otras muestras, cada una de ellas tendra su propia distribucién, que se aproximara
tanto maés a la de la poblacién cuanto «més aleatorio»’ haya sido el proceso de se-
leccidn, es decir, «mas objetivox.

En general, en una muestra concreta, sus caracteristicas (momentos, etc.) no
tienen por qué coincidir exactamente con las correspondientes de la poblacién a
causa de la aleatoriedad del procedimiento de extraccién de los elementos (el azar,
no mecanicista, no asegura la «objetividad absoluta»), pero si la muestra ha sido
tomada con las maximas garantias de aleatoriedad, con la méxima objetividad, es de
esperar que los valores de las caracteristicas muestrales no se alejen demasiado
de los poblacionales, lo que proporciona a la muestra sus posibilidades inductivas.

——
EJEMPLO 3

Consideremos una caracteristica cualquiera de la poblacién y la correspondiente de la mues-
tra, por ejemplo, la esperanza matemitica, la media. En la poblacién anterior su valor es

p=1-PE=1)+2-PE=2+3-PE=3)+4-PE=4)=
=1-04+2-01+3-03+4-02=
=23

y en la muestra
g=1.0A42.% .31 4.5 _
n n n n

=1-043+2-006+3-028+4-023 =
=231

valores que, aunque muy préximos, no coinciden.

Ahora bien, lo que realmente confiere a las muestras aleatorias toda su potenci-
lidad inductiva, es que la funcién de distribucién empirica converge en probabilidad
a la funcién de distribucién poblacional (teorema de Glivenko-Cantelli,® denomina-

5 Si fuera posible emplear esta expresion, cientificamente inadecuada.

8Si D, = sup |F*(x)-F(x)| y_'}i_l:ll P(D, 2 &) = 0. MARTIN PLIEGO y RUIZ-MAYA: Fundamentos de

—0 < X <

Probabilidad, Capitulo 9.
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do teorema fundamental de la Estadistica) implicando, como veremos, que las
caracteristicas muestrales, bajo condiciones generales, convergen en probabilidad a
las correspondientes poblacionales’.

Estadistico

Cualquier funcién de los elementos muestrales recibe el nombre de estadistico,
siempre que no contenga parametros desconocidos, designindose por
I'X)=T(x,..., x,), por ejemplo,

N0 =5+ 45, 3%

n
TX)=x ++x =Y %

n
Z X

L(X)="—=—=%
n
I,X) = =min (x, ..., x,)

n
T(X)= > Inx
i=1
En particular, trataremos con estadisticos muy concretos: los momentos mues-
trales (concretamente, media, varianza, covarianza), el valor minimo o maximo de
la muestra, etc.

Los elementos que integran la muestra son variables aleatorias, por lo que cual-
quier funcién de estos elementos, el estadistico, también sera variable aleatoria.?
Como tal variable aleatoria el estadistico tendra su propio campo de variacién y su
distribucion de probabilidad determinados, a su vez, univocamente por el campo de
variacion y la distribucién de la poblaci6n.

El campo de variaci6n del estadistico es el conjunto de valores que toma para
cada uno de los elementos del espacio muestral correspondiente. Si consideramos
un estadistico cualquiera, tomamos todas las posibles muestras y en cada una de
ellas calculamos su valor, habremos obtenido todos sus posibles valores, su campo
de variacion.

" De ahi el acierto de CRAMER al designar la muestra como imagen estadistica de la poblacion.
8 MARTIN PLIEGO y RUIZ-MAYA: Fundamentos... Capitulo 2.
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Dado que un estadistico se genera en el proceso de muestreo, su distribucion de
probabilidad recibe el nombre de distribucion de probabilidad en el muestreo. El
concepto de distribucién en el muestreo y el teorema de Glivenko-Cantelli constitu-
yen las piezas clave de la Inferencia Estadistica, al ser la base sobre la que se cons-
truye todo el edificio de estimacién y contrastacién de hipdtesis que se estudiaran
maés adelante.

Por otra parte, segiin se estudiara con detalle en el capitulo 2, el estadistico in-
duce una particién del espacio muestral X.

Para analizar con mas detalle el concepto de distribucion en el muestreo, toma-
remos una variable discreta, calculando las medias y varianzas de las correspon-
dientes distribuciones en el muestreo.

EJEMPLO 4

Una variable aleatoria £ presenta los valores 1, 2 y 3, con probabilidades 0,1, 0,2 y 0,7.
Tomamos muestras aleatorias simples de tamafio 3 y consideramos como estadistico la media
muestral. En el cuadro de la pigina siguiente tenemos todas las posibles muestras distintas
(clases de muestras), el valor de la media de cada muestra y la probabilidad de obtencién de
estas muestras.

El célculo de las medias y de las probabilidades se ha realizado de la siguiente forma:

El nimero de valores de la media de cada muestra depende del tipo de muestra, pues
hay valores medios que s6lo aparecen en una dnica clase de muestra asi, por ejemplo, en la
1+1+1

muestra (1, 1, 1) la media’vale 1, =1, y no se repite.

En otros casos, el valor de la media corresponde a un dnico tipo de muestra, aunque sus
elementos aparezcan en distinto orden, por ejemplo, la muestra (1, 1, 2) puede aparecer con
tres ordenaciones distintas (1, 1, 2), (1, 2, 1) y (2, 1, 1) y, en los tres casos, la media es la
misma, 4/3.

Por tltimo, la media puede tomar un valor procedente de clases de muestras distintas: si
la media es igual a 7/3, este valor puede proceder de la muestra tipo (2, 2, 3) o de la mues-
tra tipo (3, 3, 1), en ambos casos tenemos tres posibles muestras.

Partiendo de lo expuesto, calculamos las probabilidades de obtencién de los valores con-
cretos de la media en estos tres ejemplos:
| Media igual a 1
P(X =1) = P[obtencién de la muestra (1, 1, 1)] =
= P[(obtener 1 en la primera extraccién) N
.  (obtener 1 en la segunda extraccion) N

M (obtener 1 en la tercera extraccion)].
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Clases de Muestras Medias Probabilidades de obtencion
muestras distintas muestrales de las muestras
1,1, 1 a, 1,1 1 0,1-0,1-0,1=0,001
1,1,2) 4/3 0,1-0,1-0,2=0,002
1,1,2) 1,2, 1) 4/3 0,1.0,2-0,1=0,002
2, 1,1 4/3 0,2-0,1-0,1=0,002
4/3 0,006
1, 1,3) 5/3 0,1%2- 0,7 = 0,007
1,1,3) (1,3,1) 5/3 0,007
G, 1,1 5/3 0,007
5/3 0,021
(1,2,3) 2 0,1-0,2.0,7=0,014
1,3,2) 2 0,014
2,1,3 2 0,014
(1,2,3)
2.3, 1 2 0,014
3. 1,2 2 0,014
3,2, 1 2 0,014
2 0,084
1,2,2) 5/3 0,1-0,2%=0,004
2,2,1) 2,1,2) 5/3 0,004
2,2, 1) 5/3 0,004
5/3 0,012
2,2,2) 2,2,2) 2 0,2° = 0,008
2,2,3) 7/3 0,22.0,7=0,028
2,2,3) 2,3,2 7/3 0,028
3,2,2) 7/3 0,028
7/3 0,084
3,3,1) 7/3 0,7-0,1 = 0,049
3,3, 1 3,1,3) 7/3 0,049
14,3,3) 7/3 0,049
7/3 0,147
3,3,2) 8/3 0,2 -0,7*= 0,098
3,3,2) 3,2,3) 8/3 0,098
@2,3,3) 8/3 0,098
8/3 0,294
3,3,3) (3,3,3) ' 3 0,7°=0,343




12 W FUNDAMENTOS DE INFERENCIA ESTADISTICA

Como la muestra es aleatoria simple sus elementos son independientes® y la probabilidad
de la interseccién de sucesos independientes es igual al producto de las probabilidades de
cada uno de los sucesos, siendo la expresién igual a:

P(obtener 1 en la primera extraccién) -
- P(obtener 1 en la segunda extraccién) -
- P(obtener 1 en la tercera extraccion) =
=PQA)-P(1)- PA) =[PD)P =01% =
= 0,001.
B Media igual a 4/3
P(X = 4/3) = P[muestra (1,1, 2) U muestra (1, 2,1) U muestra (2,1,1)].

Las muestras son aleatorias simples y disjuntas, por lo que, en cada una los elementos
son independientes siendo la probabilidad igual a

P(X =4/3) = P)- PQ1)- P(2)+ P(1)- P(2)- P(1) + P(2)- P(1)- P(1) =
=3 P()-P(l)- P2)=3-01>-02 =
= 0,006.
B Media igual a 7/3
P(X = 7/3) = P[muestra tipo (2, 2, 3) U muestra tipo (3, 3,1)] =
= P[muestra tipo (2, 2, 3)] + P [muestra tipo (3, 3,1)]
P[clasede muestra(2,2,3)] = P[muestra(2,2,3) U muestra(2, 3, 2) U muestra(3,2,2)] =
= P[muestra(2,2,3)]+ P[muestra(2,3,2)]+ P[muestra(3,2,2)] =
= P(2) P(2) P(3)+ P(2) P(3) P(2)+ P(3) P(2) P(2) =
=3[PQ)J P3)=3-02>-07=
= 0,084
P[clase de muestra (3,3,1)] = 3 [P(3)]* P(l) = 30,7 - 0,1 = 0,147

P(X = 7/3) = Pclase de muestra 2,2, 3)] + P[clase de muestra (3, 3,1)]=
= 0,084 + 0,147 = 0,231.

% El muestreo se ha realizado con reemplazamiento.
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La distribucion de probabilidad en el muestreo de la media muestral resulta:

Distribuciéon en el muestreo
de la media muestral

1 | Pa=%)

1 0,001

4/3 0,006

5/3 0,033

2 0,092

773 0,231

8/3 0,294

3 0,343
0,343
0,294,
0,231
0,092
0,033,
0,006 ]

0,001 |
1 4~ 5 2
33
FIGURA 1.2

H 13

Distribucién en el muestreo de la media de muestras aleatorias simples de tamafio 3.

En el campo de variacién de la media muestral aparecen valores que se generan en el
proceso de muestreo y que no estin contemplados en el campo de la variable poblacional.

En la figura 1.2 representamos la funcién de cuantia muestral de la media, pudiéndose
comprobar al compararla con la de la poblacién y la de la muestra concreta de la figura 1.1,

que se trata de una variable distinta aunque ligada a la primera.

La anterior distribucién de probabilidad en el muestreo es una distribucion de probabi-
lidad como cualquier otra, y el célculo de sus caracteristicas se lleva a cabo mediante los pro-

cedimientos habituales. Calculdremos la esperanza y la varianza de la media muestral.
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B Esperanza
E(X)=X, PX=X)+X, PX=X,)+ X, P(X=X;)+X, P(X=X,) +
+%, P(T=% %
=1-0,001+%.o,006+§-0,033+2-0,092+

+—;--0,231+-§-~0,294 +3.0343 =

=26
M Varianza
E(X*) =X} P(X=X)+X P(X=X,)+ % P(X=X,)+X; P(A=X,)+
+X. P(X=X)+X. P(X=X)+% P(X=1%,) =
4 2 5 2
=12 ~0,001+(§) -0,006+(§j -0,033 + 2% - 0,092 +

7 2 8 2
+ (3) 0,231 + (3) 0,294 +32.0343 =

= 6,9067

V(X) = E(X?) - [E(X)]* = 6,9067 — 2,6 = 0,1467.

Estudiaremos como caracteristicas de las distribuciones en el muestreo las esperanzas y
varianzas de los momentos respecto al origen y a la media. En general, supondremos
que las muestras han sido extraidas de poblaciones con media p y varianza o”.

1.4.1. MOMENTOS MUESTRALES CON RESPECTO AL ORIGEN

En una muestra aleatoria X de tamafio n (x,, ..., x,), de una variable aleatoria &, se
definen los momentos muestrales de orden r con respecto al origen como

1 n
a = Xx.
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Calculamos la esperanza matematica de a,, variable aleatoria por ser funcion
de los elementos muestrales,

1 & o 1
E(a) = { }:x} -n—i;E(xi)_n

ZE(@’):lna, =a,.
i=1 =1

i

El resultado dice que, sea cual sea la distribucion que tenga la variable aleato-
ria poblacional, la esperanza matemitica de cada momento muestral respecto al
origen siempre es igual al correspondiente momento poblacional. Ademés, esto
sucede aunque la muestra no sea aleatoria simple, es decir, aunque sus elementos
no sean independientes.

Calculamos, a continuacion, las varianzas de las distribuciones en el muestreo
de estos momentos. Si la muestra aleatoria es simple, sus elementos son variables
independientes y la varianza de su suma es igual a la suma de las varianzas'

V(a,) = { Zx}-—%i n%iwé%
= i=1

i=1

[ar _ ar]Z -

=|»—-

== V() = - EIE - EE)?
n

- B[ +ol - - 20,871 = - (a,, - ad).

Frente a lo apuntado para la esperanza matematica de los momentos, el resulta-
do a que hemos llegado en la varianza exige que las variables aleatorias integrantes
de la muestra sean independientes, es decir, la muestra tiene que ser aleatoria sim-
ple.

Media muestral

Centrandonos, en particular, en la media de la muestra, momento de orden uno,
tenemos que

1 n
_in q

i=

3

EQX) = E(@) = o = p
2

V) = V(@) =+ (0 - o) = =

10 MARTIN PLIEGO y RUIZ-MAYA: Fundamentos... Capitulo 4.
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En el ejemplo 4, el valor de la varianza poblacional es 0,44 y el de la varianza
de la media muestral

V(F) = 0—’34i = 0,1467

que coincide con el obtenido a partir de la distribucion en el muestreo de la media
muestral.

1.4.2. MOMENTOS MUESTRALES CON RESPECTO A LA MEDIA

Definimos los momentos muestrales de orden r con respecto a la media muestral
X, m, como

-1 Zn: (x, - %)
n/=
demostrandose que

E(m) =y, + o(l]
n

lo que revela el hecho que el valor esperado de los momentos muestrales respecto a
la media no coincide con sus respectivos momentos poblacionales, diferenciandose

. 1 ) -
en la cantidad O(—] , que sera tanto menor cuanto mayor sea el tamafio de la
n

muestra.

Varianza muestral

Como caso particular estudiaremos la varianza muestral cuya expresion es

i(xi—f)z
_i=1 )

n

SZ

Para calcular su esperanza matematica hacemos, previamente, algunos calculos
sumando y restando la esperanza de la variable aleatoria poblacional &, p, en el
paréntesis del segundo miembro,

Z(xi—f+p,—p,)2 | @
st =12 X [ - W) - & -~

n

i=1
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Desarrollamos €l cuadrado

s == Pl -+ (- ) - 20 - i, - =

i=1

:]»—

1

{

Z(x. W e - ) - 2(F - ) DG, —u)} =

D -+ n(x - w)? - 2(F - PO - nu)} =

=|»—-

{2 O, — W - n(x - u)z} :

Calculamos la esperanza matematica de la varianza muestral, s* mediante la

=|»-

expresion anterior

E(sh) = E[f(x,. — W - n(E - u)ZJ -
i=1

=%|izn: E(x, - w? —nE(f—u)Z}.

i=1
En el segundo miembro aparecen primera dos esperanzas, la E(x, - pn)? coincide

con la varianza poblacional, o?, al ser la muestra aleatoria simple y la segunda
2

E(x —p)* es la varianza de la media muestral, G—, llegando por ultimo a
n

La varianza de la varianza muestral, V(sz), de célculo complicado, es

H4_”§_2(“4‘2”§)+“4_3“§,
n n? n

V() =

Adquiere especial importancia en la Inferencia Estadistica la cuasivarianza

muestral'!, s, definida como
1

i(xi_f)z
i1 ]

5t
n-1

" MARTIN PLIEGO: Capitulo 4.
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La relacién entre la cuasivarianza y la varianza es inmediata, pues

y la varianza'?

2
V(s?) = V[n'il sz} = (nri1)2 V(s?) =

_oom e 2 -20) M =3 |
(n-17? n n? n’

1 p, —3p
=—2-[(n—2)u4—(n—4)u§+#n—2~}

(n-1)

1.4.3. MOMENTOS MUESTRALES DE DISTRIBUCIONES
BIDIMENSIONALES

Al generalizar lo expuesto respecto a los momentos vamos a centrarnos, linicamen-
te, en el caso de poblaciones bidimensionales. Se parte de una muestra aleatoria de

tamaiio n [(x;; ¥, ..., (x,; y,)] dela poblacién (&; ).

Las expresiones de los momentos mixtos muestrales son

1 - r S
; ’g i i
1 4 =\ =\
- Z(x =X -y
n =
llegandose a que
E@,) =a

12 En el caso de una poblacién con distribucién normal
n- 1 20“
2n-1o” )G y V(s =

V(sH) = 1

dado que p, = 30" y p, = ot
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De los momentos con respecto a la media, el mas importante es el de orden
(uno, uno), la covarianza muestral

1 _ _
m, = ; _Z(xi - x)(y,' b))
cuya esperanza es
E(my) =, ~ 1L

De manera anéloga a lo estudiado en los momentos de las distribuciones bidi-
mensionales poblacionales pasamos en la muestra'® a los momentos de las distribu-
ciones unidimensionales marginales. Si en la expresién general de los momentos
respecto al origen hacemos r =1, s=0y r=0, s=1, llegamos a que

1 & 1 & _
;; i a01=;Zy[=y

son las medias muestrales de las dos distribuciones marginales. Si, ahora, particula-
rizamos en las expresiones de los momentos respecto a las medias para r =2,

§=0y r=0, s=2, resultan las varianzas de las dos distribuciones marginales

z - 1 ¢ =
Z(xi—x)2=si; Mo = 20, =97 =
= i=1

i

1
n
El coeficiente de correlacion muestral, r, es igual a

LS -0, - 7)
11 _ n =1 =

Y M \/ Z(x—x)2 >0, -9

i=1 i=1

m

n
>, %y, = n%y

i=1

R L

El coeficiente de correlacion muestral r, como el poblacional p, cumple la con-
dicion de tomar valores exclusivamente en el intervalo [-1; 1]. Cuando r =1, todos
los elementos muestrales (x;; y,) se encuentran sobre una recta con pendiente posi-

tiva; si r = -1, la recta tiene pendiente negativa'“.

13 MARTIN PLIEGO: capitulo 3.
' MARTIN PLIEGO y RUIZ-MAYA: Fundamentos... Capitulo 8.
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1.5 Estadisticos ordenados

En ocasiones, de los posibles valores que puede tomar una variable aleatoria intere-
san algunos concretos: en las temperaturas, los valores minimo y maximo diarios,
en el analisis de fiabilidad, la vida maxima de una pieza, las dosis minimas o mé-
ximas de un medicamento, cotizaciones extremas de Bolsa, etc. En todos estos
ejemplos, se pretende llevar a cabo inferencias sobre aspectos muy particulares del
campo de variacién. Los estadisticos ordenados, definidos a continuacion, resuelven '
estos problemas y otros analogos.

Consideremos una variable aleatoria continua & con funcion de densidad f(x) y

definida en el intervalo —o < x <. De esta poblacion se toman muestras aleato-
rias simples de tamafio n. Se ordenan los elementos muestrales concretos
(..., x,) de menor a mayor denominando  al primero, u, al segundo, y u, al

altimo. El resultado de la ordenacion

%S%SMS%

recibe el nombre de muestra ordenada. Cuando dos elementos de la muestra tie-
nen el mismo valor el orden de su colocacién en la muestra ordenada es indiferente.
Evidentemente, el primer elemento de la muestra ordenada, u, es igual al menor

valor de la muestra, min (x;,...,X,), ¥ el dltimo, u

n’

al mayor, max (x,,...,X,).
Las nuevas variables u, reciben el nombre de estadisticos ordenados de orden i en

muestras aleatorias simples de tamafio n.

Antes de seguir aclaramos las ideas anteriores mediante un ejemplo.

—
EJEMPLO 5

El resultado de una muestra aleatoria simple de tamafio cinco ha sido, segiin el orden en que
los elementos fueron obtenidos,

X, = 0,52; x, = 0,34 X, = 0,96; x, = 0,31; X, = 0,71

ordenamos los cinco valores de menor a mayor

0,31; 0,34; 0,52; 0,71; 0,96

-

que en la muestra ordenada corresponden a

u, =031 u, =034, - uy = 0,52; u, = 0,71; u, = 0,96.
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1.5.1. DISTRIBUCION DEL ESTADISTICO ORDENADO u

Si la poblacién es continua, sabemos que P(¢ =u,) es igual a cero', por lo que
consideramos que en el intervalo (u; u, + Sui] aparece solamente un valor, debien-

do estar simultineamente los n—1 restantes fuera de él, de tal forma que i-1
valores tienen que ser menores que ¥, y los n—i restantes mayores que , +8u,

verificandose, por tanto, que (i —1)+(1)+(n-i)=n.
Esquematicamente los n elementos se reparten como sigue

i-1 1 n-i

—® U; u, +du. ©
y la probabilidad elemental del suceso {u; < & < u, + du;} es:
k[Poo<€<u))'™ Pt <E < +8)- [Py +8, <§ <] [1]

la constante k es el mimero de ordenaciones que pueden formarse con n elementos
de los cuales i —1 son menores que ¥, y n—i mayores que u, +0u;, es decir,

K = nl B nl .
S Gi-D'U (-0 G-D!'(n-i)

Calculemos las tres probabilidades anteriores:

B P(1valor menor que i) = P(~0 <& <u) = J‘_ui f(x) dx = F(u,)

P(i — 1 valores menores que ¥,) = [P(—o < § < u) o [F (u,.)]’.'1
B P(lvaloren (u; u, +06u])=P(u, <& <u, +du)=
U+ du;

= F(x) dx = F(u, + du) — F(u,).

4
B P(1valor mayor que u; +du,) = P(y; + du; <§ <o) =

© u; +3u;

- f<x>dx=1—j F(x) dx =

U +3u,; -
=1- F(u + du,)
P(n - i valores mayores que i, + du) = [P(4, + du, < & < 0)]"'=

=[1- F(u + du)]""

13 MARTIN PLIEGO y RUIZ-MAYA: Fundamentos... Capitulo 2.
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Sustituyendo estas expresiones en [1], llegamos a
k [F(u)]'™ [F(u, +8u;) — Fu)I[1 - F(u, + 8u,)]"".
El limite de la probabilidad anterior dividida por du; cuando du, — 0 es:

P(u, <& <u +du)

lim
Sui -0 Sui
o F@ N [Fu, + du) - F)I[l - F(u, + du)]""
= k llm ] 1 ] 1 1 1 -
du; -0 8”1’
=k [Fw)]" lim [Fu, + ou) - Fu,)] [1-F)]""
4 u; -0 8“1‘ !
donde
. [F(u +6u) - Fu)]
sf,f’_’?o S = f(w)

(]
siendo f () la funcién de densidad de la poblacién particularizada para u,, resul-
tando la densidad en el muestreo de la variable aleatoria

- i-1 n- 1
8w,) Q- 1),( )[F( wl'™ f(u) [1- Fw)

1.5.2. DISTRIBUCION DEL MENOR VALOR DE LA MUESTRA, U

Hemos denominado al menor valor de la muestra como u,, esto es, el minimo de
los n valores muestrales (x,..., x,), % =min(x,..., x,). Esto lleva a que no hay a
su izquierda ningin valor menor que u,, entre #, y u, + du, hay uno y a la dere-

chade u + du, hay n—1 mayores que u,, graficamente

1 n-1

—0 u, u, + du, ©

La funcion de densidad en el muestreo de esta variable aleatoria, u,, la obte-

nemos particularizando en la distribucion del i-ésimo valor para i—-1=0 vy
n—i=n-1, es decir, haciendo i =1, llegando a la expresion

g) =n fu) - F)]™™
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————
EJEMPLO 3

Hallamos en la variable aleatoria con funcién de densidad f(x) = e, x 20, P(u,> 0,45)
en muestras aleatorias simples de tamafio 20.
La funci6n de densidad de u, es

gu)=nf)-Fu)l""
siendo

—o
f(ul) =e€ ul
U

Fu)=1-e u
luego

gu)=20e " 1-(1-e "=

~20u;

=20e , u, 20

1

Por consiguiente,

Pu, 2045 = | 20e™™ du, =0,0001234.

0,45

1.5.3. DISTRIBUCION DEL MAYOR VALOR DE LA MUESTRA, u,

De forma anéloga a como se ha obtenido la funcién de densidad en el muestreo del
menor valor de la muestra, hallamos la del mayor valor, ¥, = max (x,, ..., x,). Al ser

u, el mayor valor de la muestra entre €l y u, +3u, hay un solo valor y los n-1

restantes tienen que ser menores que ¥, , como podemos apreciar en el grafico

n-1 1
| |
| 1

-0 u, u,+ou, 0

Particularizando en la funcién de densidad y de distribucion del i-ésimo valor
para i—1=n-1, es decir, n =i resulta

g(u,) =nf(u,) [Fu,)]"".

E—
EJEMPLO 4

2
De una poblacién con funcién de densidad f(x) = é(;— ,para 0 < x <0 se toman muestras

aleatorias simples de tamafio n y se calcula P(x, < 0,01).
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3
La funcién de distribucién de esta variable aleatoria es F(x) = -3-3— para 0 < x < 6.

El estadistico ordenado #, es el mayor valor de la muestra y su funcién de densidad en
el muestreo igual a

n-1
nl o T ud W3
g,) = "D f@)[Fu)"'=n3 5 [eg] =3n—5 para 0<u <6
0,01 u3n—1 1
P(u, < 0,01) = J'O 3n 5 du, = o (0,01

En paginas anteriores hemos obtenido ciertos momentos muestrales sin indicar nada
respecto a su distribucién concreta en el muestreo, pues se ignoraba cual era la de
la poblacién de la que procedia la muestra. En las paginas que siguen estudiaremos
este extremo para el caso particular de que la poblacién sea normal.

De una variable aleatoria & con distribucién N(u; c) se toman muestras aleato-
rias simples de tamafio n (x, ..., x,). Se consideran los estadisticos media y va-

rianza, obteniéndose sus distribuciones en el muestreo. Asimismo, en el caso de una
distribucién normal bidimensional, se estudiaran los estadisticos muestrales, coefi-
ciente de correlacién y de regresion.

1.7.1. DISTRIBUCION DE LA MEDIA MUESTRAL

La media muestral, como sabemos, tiene por expresion
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La suma del tercer miembro de la igualdad indica que la media muestral es
combinaci6n lineal de variables aleatorias normales e independientes (x;, ..., x,),

por ser la muestra aleatoria simple, implicando que la combinacién lineal sigue una
distribucién normal'®. Los dos pardmetros de la distribucién muestral han sido ob-
tenidos paginas atrds: la esperanza matematica es la poblacional y la varianza la
poblacional dividida por el tamafio muestral, por lo cual

orfi )

1.7.2. DISTRIBUCION DE LA DIFERENCIA DE MEDIAS MUESTRALES

Si en vez de una poblacién se consideran dos, N(u; ;) y N(u,; o,), y de cada

una de ellas se extrae una muestra aleatoria simple la primera de tamafio n
(%, ..., x,) y la segunda de tamafio m (y,, ..., y,,) independiente de la primera,

las medias muestrales son

y sus distribuciones muestrales

— (& _ (o]
x—»N(pl;—‘); y—>N(p2; ZJ-
N Jm
Se considera como estadistico de interés la diferencia de las medias muestrales
X -y, combinacion lineal de m + n variables aleatorias normales e independien-

tes, por lo cual su distribucién sera normal, con media
EX-y)=EX)-EQ) = -1,

y varianza
2 2
V(E-5) = V(E) + V() = -+ 22
n m
es decir,
2 2
X-y - N{pl—-%; 5%
n m

'® MARTIN PLIEGO y RUIZ-MAYA: Fundamentos... Capitulo 7.
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Presentamos, a continuacién sin demostracion'’, dos importantes propiedades de la
distribucién conjunta en el muestreo de la media y varianzas muestrales.
B Las variables aleatorias media y varianza muestrales (X ys*) son estadisti-
camente independientes.
ns*
® El estadistico —;- se distribuye como una x* con (n—-1) grados de libertad.
c

2
. . . ns

Podemos interpretar este resultado de la siguiente manera: la variable —- es
(e}

igual a la suma de los cuadrados de n-1 variébles aleatorias N(0;1) e indepen-
dientes.

1.9.1. DISTRIBUCION DE LA MEDIA MUESTRAL

Cuando es conocida la varianza poblacional, la distribucién de la media muestral es

o . . . . .

N [u; _:/—:j , sin embargo, cuando la varianza poblacional es desconocida no sirve
n

de nada practico tal conocimiento, puesto que no se pueden calcular probabilidades

de sucesos correspondientes a la media muestral. Para obtener la distribucion

muestral desconociendo o, es preciso recurrir a una distribucion no dependiente
de la varianza o2, y esta distribucién es la ¢ de Student.

17 RUIZ-MAYA y MARTIN PLIEGO: Estad!stica II: Inferencia. Capitulo 2.
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Partiendo de la distribucion de la media muestral y siendo la variable aleatoria &
N(0;1)

¥ - N(u;%); J‘c=u+%§; ot =+n (X-p) — N o).

La variable aleatoria ns® es igual a la suma de cuadrados de (n —1) variables
N(0; o) e independientes, y,, y puede ser formulada una nueva variable de la

siguiente manera

Esta expresion es independiente de la media muestral, X , como se expuso en el
apartado 1.8 y resulta ser el denominador de la distribucién ¢ con (n —1) grados de
libertad'® y junto con que la variable of se distribuye N(0; o), conduce a una

distribucién ¢ de Student con (n—1) grados de libertad

M - t(n_l)'

1.9.2. DISTRIBUCION DE LA DIFERENCIA DE MEDIAS MUESTRALES

Obtenemos la distribucién en el muestreo de la diferencia de medias muestrales
provenientes de la misma distribucién N(u; c). Se toman dos muestras aleatorias

simples, independientes entre si, la primera (x,, ... ,x,) de tamafo ny la segunda

Oy s--» ¥, de tamafio m.

Las respectivas medias y varianzas muestrales son

X = ; 57=———
n m
2 & 2
Z(x,'_x) Z(y,'_y)
‘1 o
sz_t - : sj=t 1 —

18 MARTIN PLIEGO y RUIZ-MAYA: Fundamentos... Capitulo 7.
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En primer lugar, se establece por la generalizacion del lema de Fisher-Cochran

que la variable aleatoria nsﬁ + ms§ es igual a la suma de cuadrados de (n + m — 2)

variables aleatorias v;, N(0; o) e independientes
) ) n+m-2 2
ns;+msy = v,
i=1

con lo cual
2 2
ns, +ms,

02

sigue una distribucién 2 con n + m — 2 grados de libertad.
Asimismo, la variable ns; + ms, es independiente de X y de y y, por consi-
guiente, de su diferencia X — y.

Para justificar la distribucion en el muestreo de la diferencia de las dos medias,
X -y, se procede como en el caso de una sola media: llegar a una distribucién que

no dependa de la varianza poblacional c°.

La variable X — y se distribuye

X-y - N(O;c n+m],
nm

y siendo la variable § N(0; 1) se obtiene

y_ P n+m
nm

con lo que

,/”’(f—w=cé
n+m

Por otra parte, el estadistico

se distribuye N(0; o) .

N

S -0+ 0, - 77
i=1 i=1

n+m-2 n+m-2

I

2
ns, + ms
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independiente de la variable X — y, es el denominador de una distribucién ¢ de Stu-
dent con (n + m — 2) grados de libertad, por lo cual, la variable

nm _y)
n+m
Z(x -x) + Z(y y):
i=1
n+m—2

se distribuye como #(n + m — 2).

Si en vez de una tinica poblacion, de la cual proceden las dos muestras, o de dos
poblaciones con la misma distribucién, partimos de dos poblaciones con medias
distintas: N (i; 6) y N(uy; o), la distribucion en el muestreo de la diferencia de

‘{ n’f:"m -9 -0, -n)] |

i(xi %)%+ i(y,- -y’

i=1 i=1

medias muestrales es

n+m-2

® Si p es el coeficiente de correlacién lineal poblacional en una distribucién
normal bidimensional siendo p # 0 se tiene que, cuando n — oo, la varia-

ble aleatoria!®
z=1
2 1-r

se distribuye asintdticamente
1 1 1+ p 1
1-p’Vn-3 )

1% Esta variable aleatoria Z recibe el nombre de transformacién de Fisher.




30 B FUNDAMENTOS DE INFERENCIA ESTADISTICA

B Si se supone que en la poblacién p =0, el estadistico coeficiente de correla-

cion lineal muestral r tiene un comportamiento probabilistico que puede deri-
varse de la distribucién

N
M

es decir, la anterior transformacién de r sigue una ley ¢ de Student con n -2
grados de libertad.

El coeficiente de regresion muestral de & sobre n % es igual a

s
b=r-x.
sx
La esperanza del estadistico b es
E®) =8,

siendo B el coeficiente de regresion de & sobre m en la poblacion y la variable

‘= S, n-2

Sy NI TS
s, V1- r?

se distribuye como una ¢ de Student con n — 2 grados de libertad.

(b-B)

La distribucién en el muestreo del coeficiente de regresion muestral &', de &
sobre 7, se obtiene de manera anéloga, llegandose a que la variable

s n-2
)

S, 1-r

se distribuye como t(n — 2).

* MARTIN PLIEGO y RUIZ-MAYA: Fundamentos... Capitulo 8.
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Ejercicios resueltos

EJERCICIO 1.1 Una variable aleatoria ¢ se distribuye uniformemente en el
intervalo 0 < x < 1. La funcién de densidad es igual a f(x) = 1. Se toman muestras

aleatorias simples de tamaiio 2. Hallese la funcién de distribucién en el muestreo de
la media muestral

Nty
2

X=

SOLUCION. Tenemos que
GF) = P(ﬁ%‘l < f) = P(x, < 2% - x).

Para hallar esta probabilidad hemos de tener en cuenta el campo de variacién de X
y c¢6mo se desarrolla en €l la recta x, =2X - X, haciéndolo de dos formas distintas,

segln que 2% sea menor o mayor que la unidad (o lo que es igual, X < % oXx> %).

B Six<

=

2% Zf—xl
GX) =P(x,<2X—x)= dx, dx, = 2%%.
2 1 b Jo 1 2
= Sif>%

2%-1 p1 1 2% - x,
G(J?)=P(x2$237—xl)=J‘ J' dxldx2+j I dx, dx, =
0 0 2x-140

= 2% +4x - 1.
La funcién de densidad en el muestreo de la media muestral, g(X) = G'(X), es

igual a

4 para 0=<X<

=

8x) =

—

4(1-X) para %<fs

En el grafico siguiente, exponemos la funcién de densidad de la poblacion, UQ©;1),
y la de la media muestral



32 B FUNDAMENTOS DE INFERENCIA ESTADISTICA

Chadis

(@

)

FIGURA 1.3
(a) Funcién de densidad poblacional.
(b) Funcién de densidad en el muestreo de las medias de muestras de tamafio 2.

EJERCICIO 1.2 En una bolsa hay 100 bolas, de igual tamaiio, marcadas con
uno de trés ndmeros distintos: cero, uno y dos, con las siguientes frecuencias: 30
ceros, 50 unos y 20 doses. Se toman muestras aleatorias de tamafo dos, primero
con reemplazamiento y después sin él.

Determinense las esperanzas y varianzas de la media muestral en los dos casos.

SOLUCION. Lamedia de la poblacién es
u=EE)=0-0,3+1-0,5+2-0,2=0,9;
y el momento de orden dos
EE*=0%.0,3+1%-0,5+22-0,2=1,3
y la varianza poblacional

V(E) = EE?) - [EE)P =13 - 09 = 049.
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W Muestreo aleatorio con reemplazamiento (muestra aleatoria simple)

X, | P@=X)
0,0 0,09
0,5 0,30
1,0 0,37
1,5 0,20
2,0 0,04

E® =0-0,09+0,5-0,30+1-0,37+1,5-0,20+2-0,04 = 0,9
E(x?) =0%-0,09 +0,52-0,30 +12-0,37 +1,5% - 0,20 + 2% - 0,04 = 1,055
V(X) = 1,055 - 0,9% = 0,245

2

Vimos que V(¥) = S . Enel ejemplo, el tamaiio de la muestra es dos, por lo cual,
n
V@ =2 = 2% g s
2 2 b ’

cantidad que coincide con la calculada.

® Muestreo aleatorio sin reemplazamiento (muestra aleatoria)

% | PE=%)
0,0 0,088
0,5 0,303
1,0 0,369
1,5 0,202
2,0 0,038

E(x)=0-0,088+0,5-0,303 +1-0,369 + 1,5- 0,202 + 2 - 0,038 = 0,9.

La esperanza matematica de la media muestral coincide con la poblacional, cosa que
no sucede con la varianza de la media muestral, como apreciamos a continuacion

E(%?) = 0* - 0,088 + 0,52 - 0,303 + 1> - 0,369 + 1,57 - 0,202 + 2 - 0,038 = 1,0513
V(¥) = 1,0513 - 0,9% = 0,2413

pues los elementos muestrales no son independientes.
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EJERCICIO 1.3 Como continuacién del ejercicio 1.1 comprobamos que
E®X) = p. (La esperanza matemaitica de la distribucién U(0; 1) ! es igual a 0,5).

SOLUCION. La esperanza matemitica de la media muestral es

1 1
E(@:sz4)?df+jlf4(l—f)df=0,5
0 2

2

valor que coincide con el de la esperanza matemética poblacional.

EJERCICIO 1.4 Tenemos una variable aleatoria que toma los valores 1, 2 y
3 con probabilidades 0,1, 0,2 y 0,7, respectivamente.

Calculese la esperanza de la varianza muestral.

SOLUCION. En muestras aleatorias simples de tamafio tres, comprobamos que

2
E(sz) — M_,
n
en este caso,
267
E(s®) = —.
(s 3

En la tabla siguiente hemos calculado, para cada clase de muestra, su varianza, fi-
gurando el nimero de muestras y las probabilidades de cada clase de muestra.

Muestras Niimero de muestras Varianzas Probabilidades de obtencion
tipo de cada tipo muestrales de las muestras tipo
Ly 1 0 0,1° = 0,001
(1, 1,2 3 2/9 0,12.0,2 = 0,002
1,1,3) 3 8/9 0,12.0,7 = 0,007
1,2,3) 6 2/3 0,1-0,2-0,7 = 0,014
2,2,1) 3 2/9 0,1- 0,22 = 0,004
2,2,2) 1 0 0,2 = 0,008
@,2,3) 3 2/9 0,2%-0,7 = 0,028
(3,3, 1) 3 8/9 0,1-0,7% = 0,049
(3,3,2) 3 2/9 0,2-0,7% = 0,098
(3,3,3) 1 0 0,7° = 0,343

! MARTIN PLIEGO y RUIZ-MAYA: Fundamentos... Capitulo 9.
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Agrupando las varianzas que presenta el mismo valor, tenemos la tabla final si-
guiente:

st | Ps*=5D)
0 0,352
2/9 0,396
2/3 0,084
8/9 0,168

La esperanza matematica de la varianza muestral es
5 2 2 8
E(s“)=0-0,352 + 5 0,396 + 3 0,084 + 9 0,168 = 0,2933.
Por otra parte, la varianza poblacional es igual a 0,44 y

2-0,44
3

E(sY) = =0,2933

que coincide con el resultado anterior.

EJERCICIO 1.5 En el ejercicio 1.1 se ha calculado la funcién de densidad en el
muestreo de la media de muestras aleatorias simples de tamaifio 2. Verifiquese que,

si la varianza poblacional es % , 1a de la media muestral es % .

SOLUCION. La funcién de densidad en el muestreo de la media es

o
IA
=|
IA

4%  para 3

g(f)={4(l—f) para +<Xx<1
Sabemos que
V(X) = E[X - E®)) = E(¥*) - E(%)’
y como

2 ! 1 1 1 7
E(fz)=j )724M+jf2 41-D i = —+ =t — = —
0 1 16 6 16 24

entonces

V) = EGY) - EGY = L= L.
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Se ha demostrado que

1
v =2-2_-12 1
n 2 2

EJERCICIO 1.6 Si una variable aleatoria se distribuye U(0;1) su funcién de
densidad es igual a f(x) =1, cuyo campo de variacién es 0 <x <1, y la funcién
de distribucién F(x) = x . Calciilese P(u, <0,1) si el tamafio muestral es cinco.

SOLUCION.  Si el tamafio muestral es cinco, la funcién de densidad del segundo
estadistico ordenado, u,,espara i-1=1yn-i=5-2=3

g) = l,i;, Fw) f) [ - F)P

Fu) = u,; fw) =1
resultando
gu,) =20u, [1 - u,]’

0,1
Pu, <0) = | 20u,(1-u,)’ du, = 0,0815
0

EJERCICIO 1.7 Dada una distribucion N(u; o) y en muestras aleatorias sim-

ples de tamaiio n, hillese la distribucion en el muestreo de la media muestral me-
diante la funcién caracteristica.

SOLUCION. La funci6n caracteristica de la media muestral es

&
0,(t)= E(")=Ele " |=

o )M

donde (p(LJ es la funcién caracteristica de la distribucién N(y; o) particularizada para L,
n n

por lo cual,
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2
. (o SO . . c
funcién caracteristica que corresponde a la distribucién normal de media p y varianza —,
n

8)

EJERCICIO 1.8 De una poblacién N(10; 4) se toman muestras aleatorias sim-

ples de tamaiio 100, calciilese la probabilidad que la media muestral sea mayor que
10,1.

SOLUCION. La media muestral se distribuye

N(IO; L] = N(10; 0,4)

JVioo

P(x >10,1) = P(10+ 0,4 210,1) = P(§ > 0,25) = 0,4013

siendo £ N (0;1).

EJERCICIO 1.9  Se parte de dos poblaciones N (u;0,) y N(u,;0,), y se

extrae de cada una de ellas una muestra aleatoria simple, la primera de tamaiio
n (x,...,x,) y la segunda de tamaifio m (y, ..., y,), ambas independientes entre

si. Obténgase la distribucién en el muestreo de la diferencia de medias median-
te la funcién caracteristica.

SOLUCION.  La funcién caracteristica de la variable ¥ — y es
0r_5(0) = E["* V] = E[e"e" 7] = E[¢"*] E[e""] = ¢,(1) 9y(-1) =

2

12 2

o1 ? YL . |

Wit =5 o] 2 (b =pp)it=or | ==
=e

. 1
Wyi(=t)- = — 03
e 2m

la Gltima expresion es, precisamente, la funcién caracteristica de una distribucién nor-
2

. . o
mal de media u, —p, y varianza —L+—2.
n o m

EJERCICIO 1.10  De la distribucién N (5;2) se toma una muestra aleatoria
simple de tamaiio 20, con media ¥ y de la distribucion N (-4;10) otra muestra
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aleatoria simple de tamaifio 25 e independiente de la primera, con media y .
Calciilese P(x -y <15).

SOLUCION. La diferencia de las medias se distribuye

N 9;1’i+Bg =N (9; 2,0494)
20 25

y expresada la diferencia de las medias en funcién de la variable §, N (0;1), se tiene
que X -y =9+2,0494¢, y la probabilidad pedida resulta

P(X -y <15)= P(9+2,0494¢ <15) = P (§ < 2,9277) = 0,99827.

EJERCICIO 1.11 Como aplicacién de la independencia de la media y la
varianza muestrales calculamos la probabilidad del suceso conjunto

{x>09 5°20,6} donde X y s> proceden de muestras aleatorias simples de
tamaiio cinco de una distribucion N(1; 0,5) .

SOLUCION.  Por la propiedad de independencia (lema de Fisher-Cochran) tenemos

P(>0,9;s*>0,6)=PX=>0,9) P(s* > 0,6)
2

X se distribuye N(1;0,2236) y la variable _05_.957 como y’(4).

P(x > 09) = P(1 + 0,2236¢ > 0,9) = P(§ > —04472) = 06726

582 _5-06
P(s® > 06) = P| — > ——"| = Py*4) > 12) = 0,019.
(200 [0,25 0,25) W =n)

La probabilidad pedida es igual a
P(x >0,9; s> > 0,6) = 0,6726-0,019 = 0,0128.

EJERCICIO 1.12 De una variable aleatoria N(-1; c) se extrae una muestra
aleatoria simple de tamaiio 10, cuyo resultado es

1,03 -1,79 145 -2,54 0,37
-0,60 0,53 0,28 -2,21 -2,66

Calciilese P(x > -1,2).
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SOLUCION.  Para obtener la probabilidad anterior se construye, paso a paso, la nece-
saria distribucion ¢. De la muestra se obtiene la media y la suma de cuadrados de las des-
viaciones con respecto a la media

10
¥ = -0,614; > (x, - X)* = 21865
i=1
PE>-12)=PFE-(-)2-12+1)=P(X+12-02) =

Jio (x +1) . ~02 410 _

J2L865 - J21,865
9 9

= PVi0 & +1) > -02410] = P

= P(1(9) > -0,4058) = 0,6492.

EJERCICIO 1.13 De una distribucién N(100;2) se toman dos muestras
aleatorias simples, independientes entre si, de tamaiios 4 y 5

Muestra 1 | Muestra 2
98,0 97,8
103,4 101,3
100,5 97,9
99,7 100,7
100,3

Calciilese la probabilidad del suceso {¥ -y >2}.

SOLUCION.
4
Enlamuestral: X =1004; Y (x,-X) =1526

i=1

5
Enlamuestra2: y =996 Y (y, -y =1072
i=1

Siguiendo de manera analoga los pasos del ejemplo anterior

4.5 _ _ 4.5
axs TV Vays ®
P(X-y22)=P + > *
J 15,26 + 10,72 \/ 15,26 + 10,72
4+5-2 4+5-2

= P[1(7) = 1,5476] = 0,0862.
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EJERCICIO 1.14 En una poblacion normal bidimensional, el coeficiente de
correlacién es p =0,35. Se toma una muestra aleatoria simple de tamafio 100.

Calciilese P(r > 0,75).

SOLUCION. La variable aleatoria transformacién de Fisher

z=Lpltr
2 1-r

se distribuye, en este caso concreto, aproximadamente

Z_d N(l 1+ 03. %J = N(0,3654; 0,1015)

2 1-035°
2a _
PZ2ay=Ptmitlsal=plr>4 —1|= p(r2075)
2 1- e +1
2a _
¢ ~l_o15, a=09m
e’ +1

P(r 2 0,75) = P(Z > 0,973) = P(0,3654 + 0,1015¢ > 0,973) = P(§ > 5,9862) ~ 0.

EJERCICIO 1.15 De una distribucion normal bidimensional se toma una
muestra aleatoria simple de tamaiio 6, cuyos valores son

i Yi
1,5| -3,08
-1,1] -5,03
0,3 -3,99
-0,5| —4,56
-0,2| -4,34
0,9 -3,51

Calciilese la probabilidad del suceso {|b - f3 |< 0,05}

SOLUCION. Para obtener la probabilidad debemos transformar el suceso
{|b-B|<005} de manera que lleguemos a la distribucién #(4) indicada en el aparta-

do 1.9.4.
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Para ello necesitamos hallar las varianzas y coeficiente de correlacién muestrales

6 ) 6 2
25| XX 465 (090Y
sz _ i=1 _ =1 30 1Y = 0,7525; s =0,8675
6 6 6 6 *
Si (fn)
y,' y,‘ 2
S2 - i=1 _ [l =1 J - 102,6567 _ - 24,51 - 0’4222’ s = 0,6498
y 6 6 6 6 y
>
% i
s =m =izl = - 0,295 _ 0,90 - 24,51 — 0,5636: r = 0,9998
g4 1 6 6 6 6

P(|b - Bl< 0,05) = P(- 0,05 < b - B < 0,05) =

pl___ O8675V4 086754 b-p) <
0,6498 10,9996 ~ 0,6498 /1 - 0,9996

0,8675 V4 _
"~ 0,6498 /1 - 0,9996

= P(-133,5 < 1(4) <133,5) = 1.



CAPITULO 2

Suficiencia e
informacidn

El objeto de nuestro interés (un fenémeno de la naturaleza, la conducta colectiva de
una sociedad, el comportamiento de un individuo, el desarrollo de un juego de azar)
es lo que modelizamos a través de una variable aleatoria y denominamos, de manera
genérica, poblacion.

Para establecer sus normas de funcionamiento y predecir su comportamiento,
suponemos que el fendmeno aleatorio poblacional se puede describir a través de un
determinado modelo probabilistico preestablecido. En esta fase primaria, toda la
informacién que tengamos es fundamental: los preconocimientos que se tengan
sobre esta poblacién, nuestras propias reflexiones y creencias razonables seran
determinantes para iniciar el proceso inferencial estadistico con ciertas esperanzas
de éxito, pues todo el trabajo preparatorio se concretara en la asignaciéon de un
modelo probabilistico materializado en una cierta distribuciéon de probabilidad. Esta
asignacion es conocida como distribucion subyacente de la poblacién.

Si efectuamos un repaso a los modelos teéricos de probabilidad, encontramos
una caracteristica comun: su completa especificacion depende siempre de la asigna-

43
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cion de valores concretos a los parametros que los identifican univocamente. En
efecto, en el modelo binomial se debe asignar un valor al parametro p, la distribu-
cion de Poisson estara perfectamente especificada si se conoce el parametro A, en
el modelo normal no se pueden determinar probabilidades sin el establecimiento de
valores concretos para los parametros p y o, etc. Y precisamente el hecho que
motiva la necesidad de los métodos de la inferencia estadistica es el desconoci-
miento del verdadero valor de estos pardmetros.

En general, el modelo probabilistico con el que se pretende representar el com-
portamiento de la poblacién puede expresarse como
f(x;8) para - <x<o

de manera que 6 € @, siendo ® el campo de variacién del parametro 6, denomina-
do espacio paramétrico, pudiendo ser unidimensional o k-dimensional, segiin que
el modelo probabilistico contenga uno o k parametros. Asi, por ejemplo, en la dis-
tribucién de Poisson aparece un solo parametro (1) y en la normal dos (u y o).

En principio, el proceso inferencial estadistico se encamina a la evaluacién de
parametros desconocidos, que puede lograrse mediante los planteamientos alterna-
tivos de la estimacion y contrastacion estadistica de hip6tesis.

En cualquier caso, tanto en el procedimiento de estimacién de parametros como
en el de contrastacién de hipétesis, el proceso inferencial siempre se basara en la
informacién que nos pueda suministrar una muestra aleatoria simple X extraida de
la poblacion.

Para construir procedimientos inferenciales acerca del parametro desconocido 0, es
basico el disponer de mecanismos que permitan relacionar la informacién muestral
X con dicho pardmetro 6. La funcién de verosimilitud es la via mas utilizada para
alcanzar este proposito.

Como se ha estudiado en el capitulo anterior, si la muestra obtenida es aleatoria
simple entonces todos y cada uno de los elementos muestrales x; son variables

aleatorias estadisticamente independientes con la misma distribucién de probabili-
dad que la poblacién. Ahora bien, como en ésta se desconoce el verdadero valor
del parametro 6 que la concreta, cada uno de los elementos de la muestra x, pre-
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sentard una distribucién de probabilidad que también dependera de este parametro
desconocido 0, es decir!,

x; — did f(x;0)
con lo que la distribucién de probabilidad conjunta de la muestra es
FO, s x,50) = fx;50) -+ f(x,;0) = L(X; 0).
Las funciones f(x,; 6) representan las funciones de probabilidad del elemento

i-ésimo de la muestra, siendo funciones de cuantia en el caso que la poblacién sea
discreta y de densidad si es continua.

Esta funcién conjunta, que de manera compacta se representa por L(X; 0), re-

cibe la denominacioén de funcion de verosimilitud, y tiene una interpretacién ambi-
valente importante.

En efecto, podemos plantear los dos situaciones siguientes:

B Suponer que de las dos componentes de esta funcién, X y 6, X es variable
y 6 toma un valor, aunque desconocido, concreto y fijo del espacio para-
métrico ®, con lo cual L(X; 0) es realmente la funcién de probabilidad

conjunta de la muestra, que permitira calcular las probabilidades de extrac-
cién de las distintas muestras de la poblacion.

B Admitir que el parametro 6 puede tomar cualquier valor de los que com-
prende su espacio paramétrico y establecer que la muestra X es fija y de-
terminada, con lo que la funcién L(X; 6) es tnicamente funcién del para-
metro 0. Esta es la interpretacion que conduce al concepto de funcion de
verosimilitud, que proporciona una medida racional de la posibilidad con la
que el suceso (muestra X) ha podido ocurrir segin que el verdadero valor
del parametro 6 sea uno u otro.

Para entender mejor la diferencia entre las dos situaciones anteriores conside-

remos el siguiente ejemplo: Supongamos que en una moneda trucada la probabili-
dad de cara, parametro desconocido 0, puede tomar solamente los dos valores:

1
0, =—;
2
Las posibles muestras de tamafio dos serin: (cara; cara), (cara; cruz),
(cruz; cara) y (cruz; cruz).

! Las iniciales iid resumen la propledad que cada una de las variables aleatorias x, son independientes e
idénticamente distribuidas.
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Las probabilidades de obtencion de estas muestras para cada uno de los dos
valores admitidos de 6 son:

Probabilidade V
Muestras 0, =12 6, =2/3
X, (cara; cara) P(X,/8,) = V4 P(X,/8,) = 4/9
X, (cara; cruz) P(X,/[6) = 1/4 P(X,[6,) = 2/9
X, (cruz; cara) P(X,[0)) = V4 P(X,/6,) = 2/9
X, (cruz; cruz) P(X,/[8,) = /4 P(X,[8,) = 1/9
Total 1 1

donde para cada valor fijo de 6 se comprueba que
4 4
ZP(Xi/el) = ZP(Xi/ez) =1
i=1 i=1

no teniendo ningln sentido la suma de verosimilitudes
P(X,/8,) + P(X,/6,)

puesto que son probabilidades de distintas poblaciones (o, si se quiere, de distintas
distribuciones de probabilidad).

Para el caso que la poblaci6n tuviera una distribucién de probabilidad continua,
se tendria

Jm ---ij(x; 0) dx, - dx, =1.

La funcién de verosimilitud permite establecer un orden de preferencia respecto
a los diferentes valores del parametro desconocido 6, tomando como base la infor-
macién contenida en la muestra obtenida X, de manera que una determinada mues-
tra informa mejor sobre un cierto valor 6, del parametro que sobre otro valor 6, ,

si la verosimilitud en el primer caso es mayor que en el segundo, es decir, si
L(X; 6,) > L(X; 6,).

En este sentido, Fisher considera que el concepto de probabilidad para realizar
inferencias partiendo de la muestra obtenida no es lo mas idéneo que deba usarse
puesto que «la cantidad matemdtica apropiada para medir nuestro orden de prefe-
rencia entre diferentes posibles poblaciones no obedece a las leyes de la probabili-
dad. Para distinguirla de la probabilidad utilizo el término verosimilitud>» .
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Para efectuar inferencias sobre el vector paramétrico 0, siempre se parte de la in-
formacién que pueda suministrar una muestra aleatoria X, como anteriormente se
ha sefialado, resumiéndose dicha informacién muestral en un estadistico T(X). Por

ejemplo, puede sintetizarse la informacién de la muestra X = (x,,..., x,) en un
solo valor tal como la media muestral

Al actuar asi aparecen dos cuestiones de interés:

B, El resumen que realiza T(X) sobre la muestra X, es tal que no se pierde
ninguna informacién que pudiera contener X acerca de los parametros des-
conocidos que componen el vector paramétrico 6?

Este punto es el contenido del concepto de suficiencia.

B ;Se puede establecer alguna medida de la informacién contenida en la
muestra sobre el conjunto de parametros que aparecen en 6?

Si la respuesta es afirmativa, ;el resumen que supone el estadistico 7(X) reco-
P & q p

ge toda esa informacion? A esta segunda cuestion dedicaremos la parte dltima de

este capitulo.

En cuanto al primero de los temas planteados, segin Fisher?, un estadistico es
suficiente para efectuar inferencias sobre un pardmetro 0 cuando «resume el con-
Junto de informacion relevante suministrada por la muestra», y ningin otro esta-
distico constituido con la misma muestra puede proporcionar informacion adicional
acerca del pardmetro desconocido 6.

Los analisis estadisticos se realizan mediante una reduccién de la informacién
contenida en la muestra, es decir, sustituyendo la informacién primaria que provie-
ne de cada elemento muestral por el resumen que supone el estadistico utilizado,
sintesis y, a la vez, funcién de cada uno de esos elementos muestrales. Este resu-
men o reduccién que lleva a cabo el estadistico 7(X) debe producirse sin pérdida
de informacién y, en este sentido, la suficiencia reclama la propiedad que el esta-
distico debe tener en relacién a la no pérdida de informacion.

2 Véase FISHER (1922).
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Para comprender mejor el alcance del concepto de suficiencia y sus consecuen-
cias, comenzamos estudiando de qué manera cualquier estadistico genera una de-
terminada particién del espacio muestral X.

Una funcién T(X), estadistico, define una particién del espacio muestral si lo
divide en una coleccion de k sucesos disjuntos X, tales que

ac,.m;x:j=®

siendo cada una de las muestras X € X .

Consideremos una poblacién B(l, 8) * de la que se extrae una muestra aleato-

ria simple de tamafio 3, X = {x,, x,, x,} , y los siguientes estadisticos

3
R0 = 3

i=
T,(X) = méx (x, x,, X;).

En la tabla siguiente se relacionan las posibles muestras que pueden obtenerse
(el espacio muestral &), asi como los valores que alcanza cada uno de los dos esta-
disticos propuestos:

]
e 1T

Muestra | Espacio muestral | T,(X) | T,X)
1.2 0,0, 0 0 0
2.2 (1,0,0) 1 1
3.2 ©, 1,0 1 1
4.2 0,0, 1) 1 1
5.2 (1, 1,0 2 1
6.2 (1,0, 1) 2 1
7.2 O, 1,1 2 1
8.2 a1, 1,1 3 1

En los esquemas siguientes se comprueba cémo cada estadistico produce una
particion distinta del espacio muestral X.

SEI pardmetro p de la distribucién binomial lo denominamos 6, como genéricamente se representa cualquier
pardmetro poblacional.
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2.2 1321452
8.2 5.216.217.2]8.72
Partici6n generada por 7;(X) Particién generada por T, (X)

Un estadistico es suficiente, respecto al pardmetro 0, si basta con conocer a
qué conjunto de la particion generada por él conduce la muestra obtenida, no afia-
diendo mds informacion el saber cudl es el punto muestral (o muestra en concreto)
que corresponda a esa particion.

Por ejemplo, si 7;(X) fuera suficiente, el saber que procede de la quinta muestra no

suministra més informacion acerca del parametro 6 que saber que 7,(X) es igual a 2.

Cualquier estadistico 7(X) supone una reduccién de la informacién que sumi-
nistra uno a uno cada elemento de la muestra. La propiedad de suficiencia plantea
el problema de encontrar una determinada reduccién, es decir, un 7(X), donde no
se pierda informacion.

Formalmente, podemos caracterizar la suficiencia de un estadistico mediante el
siguiente planteamiento:

1. En una poblacién definida por f(x, 6) existe un parametro 8 desconocido.

2. Para poder asignar un valor a dicho parametro 0 * partimos de la informa-
cién que acerca del pardmetro suministra una muestra X = {x,, ..., X, }.

3. En este proceso se construyen estadisticos 7(X) que suponen reducciones
de la muestra y, también, particiones del espacio muestral.

4. Un estadistico T(X) sera suficiente si el conocimiento pormenorizado de
los elementos muestrales que integran X no afiade nada sobre 6 que no
proporcione la sintesis 7'(X) .

5. Por consiguiente, la distribuciéon de X (conocimiento pormenorizado de la
muestra) condicionada a que el estadistico 7'(X) tome el valor concreto ¢,
T(X) = t, no debe depender de 6 porque, en caso contrario, el conoci-
miento detallado de X si tendria que ver con el parametro 6, y el estadis-
tico 7(X) no habria captado por completo el mensaje que sobre 6 pudiese
estar contenido en la muestra X.

El razonamiento anterior permite la siguiente definicién formal de un estadisti-

co suficiente:

«Un estadistico es suficiente respecto al pardmetro 0 si la distribucion de pro-

babilidad de la muestra X condicionada al estadistico no implica el pardmetro 6,
es decir, si F(X/T(X) = t) no depende de 6».

4 Objetivo basico de las técnicas de estimacion que se estudian en los capitulos siguientes.
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Obtenemos estas distribuciones condicionadas para cada uno de los estadisticos
T.(X) y I,(X) del ejemplo que introdugimos en el concepto de particién del espa-

cio muestral, donde se disponia de una muestra aleatoria simple de tamafio n = 3
extraida de una poblacién B(l, 0).

Calculamos las probabilidades de las correspondientes distribuciones condicio-
nadas a cada uno de los valores que pueda tomar el estadistico T(X) = 7, teniendo

en cuenta que
P[(x, %, %) N (T (X) =1)]
PTX)=1)

P[(x, X, %)/T(X) = 1] =

3
Para T,(X) = )_x, tendremos

i=1

P[(0,0,0)n(T;(X)=0)] _ (1 - 0)° _1
P(T(X) = 0) (1-6)y

y para cualquier (x,, x,, x;) # (0, 0, 0)

Pl(x;, x,, x) N(T(X)=0)] 0

B P[(0,0,0)/T)(X)=0] =

P(x,, x,, x,)/T,(X) = 0] =

P(T,(X) = 0) Ta-ey
PI0,0,0) N (,(X)=D] _ 61-6) _1
B P[1,0,0/T(X)=1]= 1 = ==
/T P(T(X)=1) 30(1-6)Y 3
PI(0, 1, 0)/T;(X) = 1] = %
PIO, 0, D/T,(%) = 1]= 3

siendo nulas el resto de probabilidades condicionadas a 7T;(X) = 1.

PILLO)NAT(X)=2]  61-6> _1

" PILLOL) = T e 6) 3
1

P[0, L, 1/T(X) = 2] =

— W

PI(L 0. /T,(X) = 2]=
siendo nulas el resto de probabilidades condicionadas a T(X) = 2.
B P D/T(X)=3]=1

siendo nula la probabilidad de cualquier otra muestra (x;, X,, x;) # (1, 1 1)
cuando ;(X) = 3. *~
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Muestras | PIX/Ti(X)=0] | PX/T,(X)=1] | P[X/T;,(X)=2] | P[X/T,(X)=3]
©,0,0) 1 0 0 0
(1,0,0) 0 173 0 0
©, 1,0) 0 173 0 0
©,0,1) 0 13 0 0
(1, 1,0 0 0 173 0
(1,0, 1) 0 0 173 0
©,1,1) 0 0 173 0
(1,1,1) 0 0 0 1

En este ejemplo, las distribuciones condicionadas son las que aparecen en el
cuadro anterior que, como puede comprobarse, no dependen del parametro 6, lo
que lleva a que el estadistico 7,(X) es suficiente para realizar inferencias acerca del

parametro 6 de una poblacién B(l, 0).

Estudiemos, a continuacién, el otro estadistico I,(X) = max (x, x,, x;), te-

niendo en cuenta que

P[T,(X) = 0] = (1 - 6)’
P[T,(X)=1]=1-P[T,(X)=0] =1~ (1 - 6)°

con lo que las probabilidades condicionadas son:

©,0,0) ) 0
a2

(,0,0) 0 1;._(1(;_9—2);
©, 1,0) 0 I‘ia(l_—_e)(;
©,0,1) 0 %
a, 1,0 0 %
1,0, 1) 0 1—9_2—%__—2))3
©,1,1) 0 %
a,1,1) 0 T-(?afef
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que, al depender de 6, indican que el estadistico T,(X) no incorpora toda la infor-

macion existente en la muestra X sobre el parametro 0, lo que haria necesario
completar la reduccion proporcionada por T,(X) con la informaci6n concreta de la

muestra que produce cada valor concreto de T,(X) . Por tanto, T,(X) no es sufi-
ciente respecto al parametro 0.

Analizado el concepto de suficiencia de un estadistico y dentro de la vasta pro-
blemética de la suficiencia, puede plantearse la siguiente pregunta: ;Es siempre nece-
sario desarrollar las correspondientes distribuciones condicionadas de X al estadistico
T(X) para determinar la suficiencia 0 no de un estadistico? O, por el contrario,
(existe algln criterio simplificador que permita, més eficazmente, el analisis de la
suficiencia?

A esta cuestion se dedica el epigrafe siguiente.

(Como puede determinarse de forma operativa si un estadistico es suficiente? La
solucién a esta pregunta viene dada por el criterio de factorizacién de Fisher-
Neyman que dice: la condicion necesaria y suficiente para que el estadistico T(X)
sea suficiente es que la funcion de verosimilitud de la muestra L(X; 0) se pueda
descomponer en el producto de dos funciones, una g(T(X); 0) dependiente del
parametro y de la muestra, a través del estadistico T(X), y otra H(X) indepen-
diente del pardmetro 0, es decir,
L(X; 6) = g(T(X); 6) - HX).
Una demostracién intuitiva de este teorema’ es la siguiente:

Representamos la funcion de probabilidad de la muestra X condicionada al es-
tadistico 7'(X) como

fX/T(X); 6)
sabiendo que, si el estadistico 7(X) es suficiente, no debe depender del pardmetro
0, es decir,

FX/T(X); 0) = H(X).

5 Para una demostracién rigurosa, véase, entre otros, ARNAIZ y WILKS.
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Por otra parte, toda funcién de probabilidad condicional se puede expresar como

XNTX);0) __f%0) __LX:0)
gT(X);0)  gT(X);0)  ¢T(X);0)

pues la funcién de probabilidad de la muestra f(X; 0) para cada valor de 6 coinci-
de con su funcién de verosimilitud L(X; 6) . Por tanto,

L(X; 6) = g(T'(X); 6) - f(X/T(X); 6)

y si el estadistico 7'(X) es suficiente, resulta

FX/TX); 0) = L

LX; ) = g(T(X); 0) - HX).
Veamos a continuacion algunas aplicaciones de este criterio para la determina-

cién de estadisticos suficientes.

E——
EJEMPLO 1

De una poblacién con distribucién de Poisson con pardmetro A, se extrae una muestra alea-

n
toria simple de tamafio n. Compruébese si el estadistico T(X) = Z x; es suficiente.
i=1

La funcién de verosimilitud es

LX; M) = f(x;A) - f(x,;A) =
p— e—)\' 'kxl oo e—k . }\,X" p—
x,! x,!

n

2%
e—nk . ;“1-| B e—nk . ;\'T(X)

al ser la muestra aleatoria simple, cada x; se distribuye igual que la poblacion, es decir,

x, — iid Poisson ().

Dado que

L(X; 1) = e™\'™®

.o x|
X X,

entonces

eI _ 8T (X); A)
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depende del pardmetro A y de la muestra X a través del estadistico, y la funcién

X X,

no depende del pardmetro A, llegandose a que el estadistico 7(X) = Z x; es suficiente.

i=1

EJEMPLO 2

En una poblacién continua con distribucién exponencial definida a través de la funcién de
densidad

f(x;0)=0e%, x>0, 6>0

se considera el estadistico 7(X) = Z x;; estidiese si es suficiente.
i=1
La funcion de verosimilitud es
L(X; 0) = f(x; 0) - f(x,; 6) =

=0e™ ..o =

n
-0 > x

en e i=1 en e-eT(X).
Definiendo la funcién H(X) = 1, y considerando que
gI(X); 0) = 6" 7™,

se puede establecer la factorizacién

L(X; 6) = g(T(X); 0) - HX)

n
que conduce a que T(X) = Z x; es suficiente.

i=1

Un estadistico es suficiente si aprovecha toda la informacién que respecto al para-
metro 0 le suministra la_muestra; en este epigrafe se propone medir esa informa-
cién y se analiza hasta qué punto un estadistico suficiente la incorpora en si.
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Antes de efectuar este analisis, parece conveniente tener en cuenta las siguien-
tes consideraciones previas:

(Como puede definirse la cantidad de informacién contenida en una mues-
tra? El término informacion se considera estrechamente vinculado a la idea
de disparidad. Cuanto mayor sea la variabilidad, las discrepancias en la po-
blacién, mayor informacién debe contener la muestra aleatoria X. En este
principio bésico se fundamentan las medidas que se analizaran.

Si se desea conocer todo lo referente al parametro 6 que contenga la mues-
tra aleatoria X, la via idonea para hacerlo es a través de la funcién de vero-
similitud L(X; 0), por ser una relacién funcional que liga la muestra con

el parametro.

En esta verosimilitud se basan las medidas que se proponen, pero considerando
su transformaci6n logaritmica, In L(X; 0),° por las siguientes razones:

La transformacién logaritmica es monétona y neutral en los procesos de
optimizacién: el miximo (0 minimo) de una funcién, si existe, se obtiene
en el mismo punto que el maximo (o minimo) de su transformada logarit-
mica.

Dado que, generalmente, se trabaja con muestras aleatorias simples y que la
verosimilitud es el producto de las funciones de probabilidad para cada uno
de los elementos muestrales, es decir,

L(X; 0) = f(x,; 6) f(x,;0) - f(x,;0)
la transformacién logaritmica del producto incorpora la propiedad de aditi-
vidad, puesto que,
n
In L(X; 0) = > In f(x;; 6)
i=1

caracteristica que, seglin veremos a continuacién, es de importancia para
cualquier medida de la informaci6n.

Sn L(X; 8) se conoce como funcién de soporte.



56 M FUNDAMENTOS DE INFERENCIA ESTADISTICA

2.5.1. INFORMACION DE FISHER

Para Fisher una buena medida de la informacion que una muestra X contiene res-
pecto a un pardmetro 0, viene dada por la sensibilidad (capacidad de reaccion o
variacion) que dicha muestra aleatoria X muestre ante variaciones del pardmetro
0. Es decir, el tamafio de la variacion de L(X; 0) ante variaciones del parametro 6
indicaria cuanta informacién sobre dicho pardmetro contiene la muestra, recogien-
do las discrepancias (informacién) que se producen respecto a los diferentes valores
de dicho parametro.

Partiendo de esta idea, Fisher define la variable que denomina score como

Oln L(X; ©)

SC(®) = =0

que incorpora la transformacion logaritmica, de acuerdo con lo anteriormente se-
fialado, y recoge las variaciones instantaneas respecto al parametro 6, a través de la
derivada de In L(X; 0) respecto a ese parametro 0.’

De esta manera, la variable aleatoria score seria como un marcador que refleja
los movimientos de la verosimilitud, a través de la funcién In L(X; 6), ante cam-
bios infinitesimales del parametro 0.

Elegido el elemento que suministra la informacion requerida, Fisher adopto el
criterio de medir dicha informacién mediante la variabilidad® que presentaba la
variable aleatoria score, a través de la varianza de esta variable, a la que llamé
cantidad de informacién y que representaremos por /(6).

A fin de obtener la varianza es preciso tener en cuenta que deben cumplirse las
siguientes condiciones, denominadas condiciones de regularidad de Fisher-Wol-
fowitz:

I. La poblacién de donde procede la muestra presenta un campo de variacion
que no depende del parametro 6 y, por tanto, la muestra X tampoco.

II. La funcién In L(X; 8) admite, por lo menos, dos primeras derivadas res-
pecto al parametro 6.

III. Las operaciones de derivacion e integracion (o suma en el caso de variable
aleatoria discreta) son intercambiables.

7 Recuérdese el concepto de derivada.
Insistimos en la idea de informacién coma variabilidad que antes se apunto.
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Para calcular /(6) determinaremos inicialmente la esperanza matemética de la
variable aleatoria score °

_ | 9In L(X; 0) _
E[SC®) =E [—89 ]

[ 0lnL(X;0) , o _
—.[x o AXOdX

=J- L OLX:0) ;x4 ax -

xI(X;0) 00
=J' DLX;0) o _
X 00
P
=—I L(X;0)dX =0
00 Jx
puesto que
I LX: 0) dX = 1
X

por tanto, la variable score es de media nula, y

00

2 2
) E[alnL(X; e)} _{E[alnL(x; e)J} )
26 o6

1(8) = V[SC®)] = v{w} _

2
_ E[aln LX; e)]
20

que, dado su carécter de varianza, verificara

1) = 0.

9 Utilizamos notacién compacta para resumir las integrales miltiples, es decir,

olnL(x,,...,x ;0 .
J‘ J' n L(x, = x,;0) L(x,, ..., x,; 0) dx, - dx, =J. aigg(—‘e)L(X;e) dX.
X Xy X
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Para calcular /(0) determinaremos inicialmente la esperanza matemética de la
variable aleatoria score °

_ 0N LX;0)|
E[SC®)]=E {—“69 ]-

_ [ 9nLX;6) , «. -

“Jx o0 LX: 6) aX

[ L 2L o
Jx L(X;0) 06

_[ 8L(X;6)dx=
Jx 00

=3J' L(X;0)dX = 0
00 Jx
puesto que
j L(X; 0) dX = 1
X

por tanto, la variable score es de media nula, y

1(6) = VISC(®)] = V[ang(eﬂ} _

2 2
) E[&ln LX; 9)} ) {E[aln L(X; e)}} )
26 26

2
_ E{aln L(X; e)}
20

que, dado su caricter de varianza, verificara

1) = 0.

® Utilizamos notacién compacta para resumir las integrales multiples, es decir,

oInL(x,, ..., x, ;0 :
I j . (Xlae O g ke, e dx, - ﬂ‘%ux;e) ax.
x X, X
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Esta cantidad de informacién de Fisher presenta las siguientes propiedades:

1. I(®) = 0 siy solo si la verosimilitud no depende del parametro 6 y, por
tanto, no contiene informacién ninguna respecto a dicho pardmetro, es decir, si

oln L(X; 0) _

0, paratodo ©6¢€O.
00

2. Es una medida de informacién aditiva. Esta propiedad puede contemplarse
bajo los siguientes prismas:

® Si X, y X, son dos muestras independientes aleatorias simples, proce-
dentes de la misma poblacién

Iy x,® = Iy ©) + Iy ()

En efecto,
r 2
oln L(X,, X,; 0)
Iy, x,®) = E| =202 ] -
_ E_aln L(X;; 0) . oln L(X,; 6) 2 _
00 00
r 2 2
_p|0mLX;0) | 0l LX5:0) )
L 00 00
+2E oln L(X,; 6) E oln L(X,; 6) _
00 00
2 2
_E 6lnL(X];9) +E 61nL(X2,9) _
00 00
= IXI(G) + IXZ(G)

ya que las muestras son independientes y ademas

E[am L(X,; e)} _ E[aln L(X,; e)] o
00 20

segln se eXpuso anteriormente.



INFERENCIA ESTADISTICA: SUFICIENCIA E INFORMACION H 59

B Si consideramos cada uno de los elementos X, de la muestra como una

muestra elemental de tamafio uno, por la aditividad de informacién de
Fisher

n
10) = > 1(0)
i=1
donde, al ser la muestra aleatoria simple
2 2
(o - | 2 L0 p 2 [EO ] g

siendo f(x; 0) la funcién de probabilidad de la poblacion e i(0) la cantidad
de informacion sobre 6 existente en dicha poblacién, con lo que

16) = 3 10) = n i®),
i=1

es decir, la cantidad de informacién sobre 6 que contiene la muestra es igual
a n veces la informacién de cada una de las variables aleatorias muestrales
X; que, a su vez, coincide con la de la variable aleatoria poblacional, verifi-

candose, por tanto,

E[aln LX; a)}2 _ nE[aln £ e)T.
20 30

3. La cantidad de informacién de Fisher puede expresarse también como'®

.avT? 2 )
1) = E[aln L(X; e)} ) _E{a In L(X; e)}
26 26

expresion que puede ser 1til en algunos casos para facilitar el calculo de 1(8).

Cuando la poblacion es multiparamétrica, dada por f(X; 0), se obtiene la ma-
triz de informacion de Fisher

2 .
1) - 5| T LK ) |
26, 06,

siendo 0 un vector de parimetros.

10 RUIZ-MAYA y MARTIN PLIEGO: Estadistica Il: Inferencia. Capitulo 4.
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2.5.2. ESTADISTICO SUFICIENTE E INFORMACION DE FISHER

Si un estadistico T(X) es suficiente se verificara el criterio de factorizacion de
Fisher-Neyman, es decir, la verosimilitud se expresa como

LX; 0) = g(T(X); 8) - H(X)
y, por consiguiente, la variable aleatoria score sera funcién del estadistico sufi-
ciente, pues

In L(X; 0) = In g(T(X); 6) + In H(X)

OlnLX;6) _0ln 8T (X); 6)
00 00

Por otra parte, la informacién suministrada por un estadistico T(X) es siempre

igual o inferior a la suministrada por la muestra. S6lo si el estadistico es suficiente
contendra la misma informacién que la muestra.

En efecto, supongamos que 7(X) no es suficiente, por lo que de acuerdo con
el criterio de factorizacién de Fisher-Neyman

L(X; 6) = gT(X); 6) - HX; 6)

donde H(X;6) depende del parametro al no ser suficiente. Tomando logaritmos y
considerando las dos primeras derivadas

O InL(X;0) _ 0" ng(T(X);6) o> In H(X; 6)
00’ 00’ 00”

tomando esperanzas y multiplicando por -1

2 . 2 . .
B E{a In L(X; e)} _ _E[a In g(TCX); e)}_E[az In H(X: e)],
26 06 26

es decir,

& In HX; 6)
10)=1.(0)- E|——————
©) = 1,(9) [ 507 }
donde 1,(6) representa la cantidad de informacién que suministra la muestra a
través del estadistico T'(X) . Por otra parte, como

2
K azlnH(ZX,O) _p|OmHX 0|,
00 00

se llega a que

10) > 1,(6)
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alcanzéndose la igualdad solamente si
2
E oln H(X; 6) -0
00

es decir, si

OlnH(X;6)
00

0

expresion que conduce a que la funcién H(X; 6) no puede depender de 0, esto es,
sera de la forma H(X) y el estadistico T(X) resulta, por consiguiente, suficiente.
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Ejercicios resueltos

EJERCICIO 2.1 Consideremos una variable aleatoria que puede tomar cuatro
valores: 1, 2, 3y 4, y las posibles muestras aleatorias simples de tamafio 2.

2
Estidiese la particién generada por el estadistico 7(X) = Z x; en el espacio muestra.
i=1

SOLUCION.  El espacio muestral X lo representamos de la siguiente forma:

Ly 2,936,499 ]| 49
1,312,333 ] 43
1,21 2,2 3,2 | 4,2)
a“Lnlen{Eenjé¢,n

Consideremos el estadistico 7, = x, + x, . Los valores que puede tomar T, y los puntos
del espacio muestral que los originan son:

————————————————
T Muestras que lo originan

a1
1,2)y; @1
1,3; 2,2); G, D
1,4); 2,3); G.2); 4 1)
2,49; G.3); 4.2
(3.,4; 4.3
@4

Il
=

+
=

~

R IN| AN W

y el espacio muestral X queda ahora dividido, en sucesos disjuntos, en funcién de los
valores que puede tomar el estadistico, formando la particién generada siete clases de
subconjuntos:

= (1, 4) H|[f @ 4 3, 4) 4, 4)
1§T =5 = T=6 T=1 T=8
1, 3) (2, 3) 3,3) (4, 3)
T=4 T=5 T=6 T=7
12 2. 2) 3,2) Hll| ¢ 2)
T=3 T=4=T=55]||||T=6

(1, 1) (e29)) (D)) 41
T=2 T=3 =4 T=35
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EJERCICIO 2.2 En una poblacién con funcién de densidad

fX;0)=e“? x20>0

n
estiidiese si el estadistico T(X) = Z x; es suficiente, siendo (x,..., x,) una
i=1

muestra aleatoria simple.

SOLUCION.  Formamos la funcién de verosimilitud
L(X; 0) = f(x; 6) - f(x,;0) =

_ e-(x1¥0)__ -0, =8) _

4

n
-Y x;+n0
= e 7! - e—T(X)+ne

donde
e—T(X)+n9 — g(T(X); e).

Ahora bien, si hacemos H(X) =1 no logramos una funcién que no dependa del
parémetro 6 pues todos los x; de la muestra se distribuyen igual que la poblaci6n y, por
consiguiente, x; >0; es decir, el campo de variacién de cada x, depende del
parametro 6 y la funcién H(X) = 1 no es indiferente ante variaciones de 6.

n
Como no puede lograrse la factorizacién requerida el estadistico T(X) = Z X, no
i=1

es suficiente.

EJERCICIO 2.3 Determinese la cantidad de informacién de Fisher contenida
en una muestra aleatoria simple X, extraida de una poblacién N(u; 6) con o
conocida.

SOLUCION. La funcién de verosimilitud es

_n _2% i(xi“")z
LX;p=0c"Qm) 2 e~ '

tomando logaritmos

n 1 I 2
In L(X; =-nlno-—1n2n - — X —
X; W Cogmm-os Y oW
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> - w

Iy 1 zzoc—u)( b=

op

por lo que

n 2
. 2 Z (x,' - H)
I(u)=E|:a_ln_L()_(,_u)} =E|Es—| =
op c
= é [; E(x, - p)’ + Z:j E(x; - p) E(x; - !»l)} -
2

L no n
2o =g

le —

que también podria haberse obtenido teniendo en cuenta la aditividad de esta medida,

1 1 2

-— X—

fo; ) = 67'@2n) 2e =

1 1 2
In f(x; =-Inoc-—In2n - —(x -
fes ) > 202( 1)

Oln fxyw) 1 IRV C ey 1)
au - 202 2(x ”’)( 1) 0_2
2 2
gl f@w] w1 e 1o 1
l(p)—E[ o } —E[ 32 ] =3 E(x - ) & c 32

y, por tanto,
. n
(W) =ni(w) = —
c

Se puede comprobar c6mo la cantidad de informacién sobre el parametro p es tanto
mayor cuanto mayor sea el tamafio de la muestra y menor la varianza de la poblacion.

EJERCICIO 2.4 En una poblacién con distribucién N(u; o), determinese la
matriz de informacién de Fisher respecto a los dos parametros p y o, a partir de
una muestra aleatoria simple X de tamaiio .
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SOLUCION. Dado que

0% In L(X; 6) 0*In L(X; 6)

2 . 2 2
10) = -E PmLX;0)|_ . 2 o Zap oc _
0 00 ?ImLX;0) 8 InL(X;0)
dc? ou d(c?)?
2 . 2 .
5|2 1nL(2X,9) _glo lnL(Xz, 0)
_ ou ou do
8% In L(X; 0) 9> In L(X; 0)
—El—— —El——5
dc* ou o(c”)

para determinar esta matriz habra que calcular previamente las segundas derivadas de la
funcién de soporte In L(X; )
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la matriz de informacién de Fisher resulta
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por ser x;, un elemento de una muestra alea-

toria simple procedente de una poblacién N(u; o).




CaPiTULOD 3

Estimacion puntual:
propiedades de los
estimadores

La definicion de la distribucién de probabilidad de una variable aleatoria implica,
en general, la existencia y conocimiento de parametros sin cuya concrecién no es
posible utilizar la distribucion. Si, por ejemplo, en una variable aleatoria
B(1; p)desconocemos el valor de p, o en una N(u; o) se ignora el valor de uno o

de los dos parametros, no podremos calcular probabilidades de sucesos en los que
estén implicadas las correspondientes variables.

Las situaciones planteadas se pueden expresar formalmente de la siguiente ma-
nera: sea una variable aleatoria & cuya funcion de cuantia o densidad f(x;0),

incluye un parametro' 0, definido en el espacio paramétrico, ® , (6 € ®). Para
cada valor del parametro 0 tendremos una distribucion de probabilidad distinta,

"Oun conjunto de k pardmetros, en cuyo caso el espacio paramétrico ® serd un recinto k-dimensional.

67
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perteneciente a una misma familia de distribuciones. Por ejemplo, si la densidad de
la variable £ es f(x;0)=0e "%, x>0 y 6 >0, para cada valor de 6 hay una

funcién de densidad exponencial.

1,1
1,0
0,9

Jx; D =e"

0,24
0,1 f(x0,5)=05e"*¥
o v Ad v v '
0 2 4 6

FIGURA 3.1

En la figura 3.1 aparecen las funciones de densidad para dos valores de
0:0=05y06=1

Lo expuesto pone de manifiesto la necesidad de asignar valores a los parame-
tros desconocidos contenidos en una distribucién de probabilidad. A este problema
esta dedicada una parte de la Inferencia Estadistica: la teoria de la estimacion.

Sea f(x;0) una funcién de densidad o de cuantia conteniendo un parametro
0 desconocido. El primer objetivo de la Inferencia Estadistica es la obtencion de un
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valor que pueda asignarse a ese parametro desconocido. Para ello se obtiene de la
poblacién la informacién precisa mediante una muestra aleatoria simple, se establece
una funcién de los valores muestrales®, estimador, y se asigna al parametro el valor
que tome esta funcién en la muestra concreta, valor denominado estimacién pun-
tual.

Por tanto, para efectuar la estimacion del pariametro O, se considera una
muestra aleatoria simple X (x5 ..., x,), de tamafio n, siendo el estimador una fun-

cion de las variables muestrales 6* = 9* (x5 ..., x,), es decir, una funcién que

recoge y resume la informacién que sobre la poblacion le suministra la muestra y
que utiliza dicha informacién para la obtencién de valores aproximados del para-
metro desconocido 6, aproximaciones que se denominan estimaciones.

El estimador 6* serd una variable aleatoria funcién de las variables aleatorias
muestrales (x,, ..., x,), y se transformara en una estimacién del parametro 6, un
valor numérico concreto, cuando las variables muestrales (x,, ..., x,) se convier-

tan en datos observados al obtenerse una muestra determinada. Como se ha des-
crito, un estimador siempre es un estadistico, tal como se defini6 en los capitulos
anteriores. :

Se ha definido un estimador como una funcion de las variables muestrales, valo-
res experimentales, por lo cual diversas funciones de éstas pueden considerarse, en
principio, como estimadores del parametro. Lo que lleva a disponer de tantas estima-
ciones puntuales, en cada muestra, como estimadores hayamos podido construir, por
lo que serad necesario alguna norma o conjunto de criterios que permitan elegir
entre estos posibles estimadores cual es el «mejor» en cada caso.

3.2.1. ERROR CUADRATICO MEDIO DEL ESTIMADOR

Al ser desconocido el parametro nunca sabremos exactamente hasta qué punto cada
estimacién (valor aproximado) se encuentra lejos o cerca del valor del parametro,
es decir, su utilizacién conduce a la posibilidad de cometer un error mas o menos
elevado al trabajar con la estimacion puntual como si fuera el valor verdadero.

Para establecer la bondad de un estimador, partimos del hecho de ser deseable
conocer si la estimacion se encuentra lejos o cerca del valor verdadero, siempre
desconocido. En la practica, tal pretensién no es méas que un deseo irrealizable,
aunque conveniente, para el planteamiento teérico del problema. El error que po-
demos cometer, al tomar como valor del parametro 6 el proporcionado por el

2 Sin que contenga ningin pardmetro de la distribucién.
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estimador, es la diferencia 6* — 0 o, para eliminar el signo de las diferencias, su

cuadrado (6* — 0)% . Si pudiéramos obtener todas las posibles muestras y para cada

una la correspondiente estimacién, una media global de los errores seria la desvia-
ci6n cuadratica media de todos ellos 0, mas concretamente, su esperanza matemati-
ca, denominada error cuadratico medio, ECM, desviacion cuadratica media, o
acuracidad® del estimador,

ECM(6%) = E(6* - 0)*.

Un valor pequefio del error cuadratico medio indicard que, en media, el esti-
mador no se encuentra lejos del parametro 0; inversamente, cuanto mayor sea mas

lejos estara, también en media.

En el segundo miembro de ECM(6*) = E(0* — 0)2 sumamos y restamos la es-
peranza matemética del estimador, E(6*),*y, efectuando operaciones,

E@©* - 0)2 = E[0* — 0 + E(0*) - E©O} =
= E{[6* -E(6%)] - [0 - E®")]}* =
= E[0* -E(0%))+ E[0 — E@")]* - 2E{[6* ~E(®")][6 — E(®*)]}=
= V(6*) + [0 — E@O%)]* - [0 - E6*)] E[6* — E(©%)] =
= V(O*) + [0 - E@*) (1]

la esperanza del tercer término de la pentltima expresién es igual a cero, pues
E[6* — E(6%)] = E(6*) — E(6*) = 0.

La conclusién a la que llegamos segin la relacion [1] es la siguiente: el error
cuadratico medio, E(0* — 0)2, resulta igual a la varianza del estimador,

V(6*), més el cuadrado de la diferencia entre el valor del pardmetro 0 y la esperan-

za matematica del estimador, [0 — E(G)*)]2 . De esta descomposicién se deduce que

un alto valor del error cuadratico medio se puede deber a un alto valor de su va-
rianza, a un alto valor del segundo componente®, o0 a ambas cosas a la vez.

3 Conviene distinguir entre acuracidad y precisién, términos no equivalentes. La acuracidad hace referencia
a la concentracién de las estimaciones respecto al verdadero valor del pardmetro, la precision a la concen-
traci6n de las estimaciones respecto al valor medio del estimador.

4 Recordamos que el estimador es variable aleatoria.
3 La varianza del estimador mide su precision.

8 posteriormente se verd que la expresién 6 — E(6*) se denomina sesgo.
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A vpartir del error cuadratico medio construiremos una buena parte de las propie-
dades que es razonable exigir a un estimador para ser considerado como «bueno».

3.2.2. PROPIEDADES DE LOS ESTIMADORES

Cuando se llevan a cabo estimaciones se pretende que el resultado se halle lo mas
cerca posible del valor desconocido del parametro 6, y una medida de esta preten-
sién es la minimizacién del error cometido, expresado en términos del error cua-
dratico medio. Para que la desviacién cuadratica media sea minima es necesario
que los dos sumandos en que se ha descompuesto sean minimos, dado que la suma
de dos nimeros no negativos serd minima cuando lo sean los dos sumandos, es

decir que V(6*) (varianza del estimador) sea minima y [0 — E®*)] también. So-

bre estos dos ejes se construyen las tres primeras propiedades que debe cumplir un
estimador para poder considerarlo como «bueno».

La expresion [0 — E(6%)]* sera minima cuando valga cero, es decir, cuando la

esperanza matematica del estimador sea igual al parametro 6, es decir, E(6*) =0.
Esto conduce a la propiedad de insesgadez coincidiendo, en este caso, el error
cuadrético medio con la varianza del estimador.

La condicién de minimo que corresponde a la varianza se logra, para un tama-
fio de muestra fijo, eligiendo entre todos los posibles estimadores el que presente
menor varianza. A esta propiedad se la denomina eficiencia del estimador.

Para que las inferencias muestrales resulten correctas, el procedimiento de ex-
traccion de la muestra debe conducir a su maxima representatividad y esto se al-
canza, también, incrementando el tamaiio muestral hasta conseguir que sea «infi-
nito», situacién en la que la muestra es la misma poblacion y, por consiguiente, €l
error cuadratico medio serd nulo, por no existir error. De aqui se deduce la propie-
dad de consistencia, que establece el comportamiento probabilistico de los estima-
dores cuando el tamafio de la muestra es infinito, propiedad limite, y que puede
contemplarse como la conveniencia de que la estimacién esté proxima al valor des-
conocido de 6 con una probabilidad alta.

Junto a estas tres propiedades, deducidas de la minimizacién del error cuadrati-
co medio, tenemos otras tres: suficiencia, invarianza y robustez, no inmediatas
pero también importantes.

En la generalidad de las situaciones la informacién que poseemos sobre una po-
blacién es la proporcionada por una muestra extraida de ella. El estimador que
utilizamos para obtener una aproximacién del pardmetro desconocido conduce a un
valor concreto, estimacién puntual, valor Gnico que sustituye al conjunto de los
valores muestrales individuales. Por otra parte, el tamafio de una muestra suele ser
elevado lo que lleva a que sea dificil, costoso, su manejo, por ello es razonable
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sustituir los elementos de la muestra por un dnico valor (estadistico), mis maneja-
ble que los valores muestrales individuales, deseando que éste valor conserve toda
la informacién contenida en la muestra sobre el parametro desconocido de la pobla-
cién objeto de estudio. Es evidente que tal deseo es un desideratum, pues es razo-
nable pensar que no siempre tendra lugar tal situacién de salvaguarda de toda la
informacién muestral, sin embargo, cuando un estadistico contiene toda la informa-
cién proporcionada por la muestra sobre la poblacién resulta més deseable que otro
que no disponga de tal propiedad; si ese estadistico existe, recibe el nombre de
suficiente y la propiedad de suficiencia, siendo ésta la cuarta propiedad que se
exige a un estimador para poder considerarlo como «bueno». El interés de los
estimadores suficientes radica mas en sus propiedades éptimas que en la mera re-
duccién de los datos, por muy importante que ésta pueda ser’.

La propiedad de invarianza se basa en la conveniencia de que obtenido un es-
timador, 0%, de un parametro, 0, el estimador de una funcién del mismo g(0), sea
la funcién del estimador, g(6*), conservandose en esta relacién el tipo de transfor-
macion representado por la funcién g.

Cuando se obtienen estimadores es frecuente establecer hipétesis sobre la po-
blacién bajo estudio, hipétesis que no siempre se cumplen. La propiedad de robus-
tez de un estimador se refiere a que las desviaciones de las hipétesis iniciales no
afectan a la bondad del estimador, o lo hacen débilmente.

La funcién de densidad® en el muestreo de un estimador 6*, g(6*; 6), también
dependera del parametro o parametros poblacionales, por lo que la esperanza ma-
tematica del estimador es.igual a

E(0*) = J' “o% g(6%; 0) do*

si su campo de variacién es —o0 < 6% < 0,

Si tenemos en cuenta que el estimador es funcién de los elementos muestrales,
0* = 0* (x;, ..., x,), y que la funcién de densidad conjunta de la muestra, supuesta

T Aesta propiedad se ha dedicado parte del capitulo anterior.

$El planteamiento es similar en el caso discreto.
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aleatoria simple de tamafio n, es f(x; 6) --- f(x,; 6), podemos calcular, también
la esperanza del estimador® como

E0%) = Jm J'w 0 (x,, ..., x) f(x;: 0) - f(x,;0) dx, - d, =
- I 0* (X) L(X, 0) dX.
X

En general, la esperanza matematica del estimador de un parametro dependera
de ese mismo parametro pudiéndose expresar, en general, como

E(6*) = 0 + b(6).

La cantidad b(0) recibe el nombre de sesgo del estimador, y es equivalente a
un error sistematico, no aleatorio, positivo o negativo. El signo del sesgo de un
estimador tiene una interpretacién importante. Cuando es positivo indica que si se
utiliza tal estimador se tendera, en media, a sobrestimar el valor del pardmetro
desconocido, mientras que si es negativo se tendera a infravalorarlo.

Cuando el sesgo es nulo el estimador se denomina insesgado'® verificandose,
por consiguiente, que

E®*) = 6.

En otras palabras, un estimador es insesgado cuando la media de su distribucion
en el muestreo coincide con el parametro. La ausencia de sesgo supone la no exis-
tencia del error sistematico.

Un estimador es asintéticamente insesgado si el sesgo 5#(6) — 0 cuando n — o

La insesgadez es una propiedad de la variable aleatoria estimador, no de una
estimacion concreta, y ha de entenderse como propiedad «media», referida al
conjunto de todos los valores que pueda presentar el estimador, en el sentido que si
tomamos todas las posibles muestras aleatorias simples de un tamafio concreto, se
calcula en cada una de ellas el valor del estimador (estimacién puntual) y se halla la
media de todas las estimaciones, el resultado es igual al valor del parametro si el
estimador es insesgado y distinto de €l si no lo es.

La definicién de insesgadez indica la manera de verificar si un estimador es in-
sesgado, pues no hay mas que calcular su esperanza matemaética.

% Donde L(X, 0) = f(x,, 0) - f(x,,0) y.dX = dx, ---dx, .

10 También se conoce como centrado.
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EJEMPLO 1

En la distribucién de una variable aleatoria & B(m; p), en muestras aleatorias simples de
tamafio n, se estima el parametro p mediante dos estimadores

X
pl*=;n— y p¥=

m+1

Calculamos la esperanza matematica de cada estimador. En el primero

X 1 . 1 1
E(p}) = E(——) =—EX)=—E@E=—mp=p
m) m m m
y el estimador es insesgado.

En el segundo

1 1
E(p;*>=E( o )= E@E)=——mp=p-
m+1 m+1 m+1

p
m+1

siendo sesgado. El signo del sesgo es negativo, implicando que su utilizacién conducird en
media a infravalorar el valor del parimetro desconocido p, lo que no impide que en algin
caso particular, obtuviéramos una estimacién puntual que fuera mayor que el valor del
parametro.

Si junto al segundo estimador hubiéramos planteado

X

*:
Ps m-1

seria sesgado con sesgo positivo, ——p—l , lo que llevaria a sobrevalorar el pardmetro p.
m p—

3.3.1. PROPIEDADES DE LOS ESTIMADORES INSESGADOS

1. Si dos estimadores, ¥ y 65, de un parametro son insesgados, tomamos

un nimero c en el intervalo (0;1) y definimos un nuevo estimador 6* combinaci6n
lineal de los otros dos, el estimador resultante es también insesgado

E(6]) = E(87) =6
0*=c0f+(1-c) 6]
E(®%) = E[c0f+(1-¢c) 03] =cE®])+(1-c)E®;)=c0+(1-¢c)6=0

esto quiere decir que a partir de-dos estimadores insesgados podemos obtener me-
diante combinaciones lineales convexas, infinitos estimadores insesgados.
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2. El momento muestral de orden r respecto al origen es un estimador inses-
gado de su correspondiente momento poblacional. En efecto, como segin vimos en
el epigrafe 1.4

E(@a)=a
entonces cuando o* = a, se verifica que

*y -
E(a;) = E(a,) =a,,
es decir, a, es un estimador insesgado de o, .

Como caso particular, dado que la media poblacional p es igual a o, se ten-
dra que

”’* = a;k = al =X
obteniéndose que
E(w¥) = E®) =0y =

por lo cual, sea cual sea la poblacién, un estimador insesgado de la media pobla-
cional es la media muestral X .

3. Si se estima la media de una distribucién, 1, en muestras aleatorias simples
de tamafio n (x,, ..., x,), mediante la combinacién lineal

n
= Z CiX;
i=1
siendo (¢, ..., ¢,) niimeros reales, la funcién muestral es un estimador insesgado de

n
la media poblacional si Z ¢, =1, es decir, si dicha combinacién lineal es convexa
i=1

Eu9=E [f ] S E)=Yeu=pde =p.

= i=1 i=1 i=1

Por consiguiente, como caso particular

=|

nooy
=Y =, donde ¢ =
i=1 N

es un estimador insesgado del parametro 1, como antes vimos.
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4. La varianza de una muestra aleatoria simple es un estimador sesgado de la
varianza poblacional, siendo su esperanza'® igual a
2
n-1
E@$)=—0o'=¢’ - —,
n n

o
donde el sesgo es — —-
n

Si en vez de tomar s como estimador de 6> tomamos la cuasivarianza muestral

n
s12= s?
n-1

el nuevo estimador es insesgado,

EGh)=E| "l -l g2
! 1 n-1 n

Tenemos, asi, un procedimiento para obtener estimadores insesgados a partir de
estimadores sesgados, por simple transformacion lineal del estimador sesgado.

5. En los momentos muestrales con respecto a la media, m, , se obtenia que

1
n

E(m)=p, + 0(—)

implicando que los momentos muestrales respecto a la media son estimadores ses-
gados de sus correspondientes momentos poblacionales, siendo el orden del sesgo

1
o|—|.
n
Este sesgo tiende a cero cuando el tamaiio de la muestra n se hace suficiente-

mente grande, pues aunque p’: =m, no es un estimador insesgado de p_, es al
menos asintdticamente insesgado.

Como caso particular, recuérdese la varianza muestral analizada en el punto
anterior.

6. Entre los momentos centrales en las distribuciones bidimensionales el mas im-
portante es la covarianza muestral, m,, , cuya esperanza conduce a un estimador sesgado

10 yéase el capitulo 1.
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n-1

E(mu):T”n =|"11"%L‘

Para obtener un estimador insesgado, 7,,, de no hay mas que multiplicar m,

. n
por la inversa de

EJEMPLO 2

En una distribucién N(u;c) se construye como estimador de y la funcién muestral

Su esperanza matematica es

Epr =E| S |- L S EGix) =
H i=1

por lo cual el estimador es insesgado.

dor eficiente

Un estimador es eficiente cuando tiene varianza minima. Esta propiedad exige que
el estimador que se utilice genere estimaciones parecidas para las diferentes mues-
tras que puedan obtenerse de la poblacion. Al ser pequefia la variabilidad de las
estimaciones entre si, el estimador disfrutard de mayor confianza en su uso que
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otro que proporcione estimaciones excesivamente dispares para las distintas mues-
tras posibles.

En principio, para seleccionar el estimador eficiente entre el conjunto de esti-
madores posibles de un parametro desconocido 6 hay que calcular sus varianzas y
comprobar cudl es la menor. Este procedimiento puede ser impracticable si no se es
capaz de definir el conjunto de todos los estimadores posibles, por lo que normal-
mente se investiga la eficiencia de un estimador comparando su varianza con una
cantidad, denominada cota de Cramér-Rao, que a continuacién va a obtenerse.

3.4.1. COTA DE CRAMER-RAO

Sea una poblacion definida por la funcién de probabilidad f(x; ©) que contiene el

parametro desconocido 0, estimado mediante 6*. El estimador recoge la informa-
cién suministrada por una muestra aleatoria X de tamaiio n. La funci6n de verosi-
militud es'!

L(X;0)=f(x,..., x,;0)

verificandose que
: I L(X; 6) dX =1.
X

A partir de la funcién de verosimilitud se define la variable aleatoria score’?

oln L(X; 6)

SC(0) =
06
que presenta las siguientes caracteristicas'?

E[SC®O)] =E Iiai[a—%x’—e)} =0

2
20 26 } =10

VSC®)] = V[a In L(X; 9>] _ E{aln L(X; 6)

11 Se utiliza la notacién compacta para aligerar la exposicién. Recuérdese que,

I L(X; 9)dX=I ~-~j.f(x,,...,x";6) dx, - dx,.
X X, X,

12 yase el capitulo 2.
13 Ibidem.
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representando /(6) la cantidad de informacién de Fisher'* que la muestra contie-

ne respecto al parametro 6, siempre y cuando se cumplan las siguientes condicio-
nes de regularidad de Fisher-Wolfowitz:

I.  El campo de variacién de la poblacién de donde procede la muestra no de-
pende del parametro 0 y, por consiguiente, la muestra X tampoco'.

II. La funcién In L(X; 6) admite, por lo menos, las dos primeras derivadas
respecto al parametro 6.

III. Las operaciones de derivacion e integracién (o suma en el caso de variable
aleatoria discreta) son intercambiables.

Sea un estimador de 0 cuya esperanza matematica es
E©¥) = j 0* L(X; 0) dX = 0 + b(6)
X
expresion, que bajo las condiciones de regularidad anteriores, se convierte en

j o LX0) % 14 b0). 2]
X 00

Si ahora se tiene en cuenta la distribucién conjunta del estimador 6* y la varia-
ble aleatoria score, SC(6), por la desigualdad de Schwartz'® tenemos que

oln L(X; 0) oln L(X; 0)
g, —— 2 2 < V(R V| —— 3

cov {9 0 ] (6%) { 0 3]
y como

Jdln L(X; 6) oln L(X; 0) Joln L(X; ©)

# AR B |\ - Elex L | - E(0%) E| | =
Cov{e P } E{e 20 } % { 26
- £l o Jln L(X; 0)
00
pues
E oln L(X; 0) -0
00

1 Ibidem.

15 por ejemplo, una poblacién uniforme con funcién de densidad f(x; 6) = %, 0 < x £ 6. no cumple esta

condicion. .
16 MARTIN PLIEGO y RUIZ-MAYA: Fundamentos... Capitulo 4.
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llegamos a que la covarianza es igual a 1+ b'() , pues

cov| 0% Oln L(X; 0) ~ Elo+ Oln L(X; 0) _
00 00

[ A OIn L(X; 0)

=10 L(X;0)dX =
Jx 00
~ o+ 1 oL(X; 0) L(X: 0) dX =

Jx  L(X;0) 06

.9* oL(X; 0) dX =
Ix 00

=1+b'(0)
de acuerdo con [2].

Recordando la definicién de cantidad de informacién de Fisher

2
V[amL(x; e)} _ E{amux; e)} ey
20 20

la desigualdad [3] resulta
[1 + b'(0))* < V(6*) I(P)
con lo que

M+6@17 __ 0+
1) E{am L(X; e)J2
0

V(e*) >

expresion conocida como cota de Cramér-Rao, que indica que la varianza de un
estimador, para un tamafio de muestra dado, no puede ser menor que esta cota.

En el planteamiento de la cota de Cramér-Rao no se ha especificado nada sobre
el tipo de muestreo utilizado, simple o no. Sin embargo, al ser el muestreo que
utilizamos el aleatorio simple, estudiamos qué implicaciones tiene en la cota.
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Si la muestra es aleatoria simple se verifica la igualdad'’

E[aln L(X; 9)}2 _ nE{aln f(X: e)]2
20 20

y la cota resulta

/ 2
N (1)
nE oln f(X; 6)
00
Si el estimador es insesgado, b(6) = 0, la cota se simplifica
V(e*) > ! 5
E oln L(X; 0)
00
y en muestras aleatorias simples
1
V(6*) > 5
nE[aln f(X; e)}
o0

El denominador de la cota de Cramér-Rao es la cantidad de informacién de Fisher.

Esta cota depende, en general, del estimador concreto analizado, a través de su
sesgo y de la distribucidn estudiada. Una consecuencia importante en estimadores
insesgados, es que la cota tinicamente depende de la funcién de densidad poblacio-
nal y del tamafio muestral.

La cota de Cramér-Rao permite determinar si un estimador es eficiente o no. Si
su varianza coincide con la cota sabemos que de la clase de estimadores con ese
sesgo (o insesgados) ninguno tendrd una varianza menor. De estas palabras no debe
deducirse que necesariamente siempre exista un estimador que alcance la cota.

Es preciso destacar que la cota de Cramér-Rao, CRR, no tiene por qué tomar
siempre un valor muy pequefio (cercano a cero), pues su calidad de minimo (cota
inferior) lo es con respecto a las varianzas de los estimadores, y no con respecto al
limite inferior de la varianza, cero.

Un estimador es asintéticamente eficiente si

lim V(0*) = Cota de Cramér-Rao.

n—o

17 yease el capitulo 4
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En la obtencién de la cota de Cramér-Rao se ha expuesto, explicitamente, la
condicién que el campo de variacion de la variable aleatoria poblacional no depen-
diera del parametro a estimar. La inobservancia de este requisito puede dar lugar a
resultados donde las varianzas de los estimadores son menores que las cotas CCR
indebidamente calculadas.

EJEMPLO 3

En una distribucién N(u; o) se estima la media poblacional u mediante la media de una
muestra aleatoria simple de tamafio n (x,, ..., x,) . El estimador es insesgado y su varianza

0_2

Vix)=—-
n
Para obtener la cota de Cramér-Rao partimos de la funcién de densidad poblacional, calcu-
lando su logaritmo

C(x-w?
e 20°

]
flsw ol

1 (x—p.)2
1 R =—-lno-—In2n - ———-
nf(x },L) c T )

Derivando respecto al parametro p y elevando al cuadrado

Oln fx;p) _x-u

o o’
dln f(x; p) 2 _ (x - w?
ou ot

la esperanza matematica es

2
dln f(x; - o 1
E[ e u)}zE{u u)]=0_4=__2_
u

Sustituyendo el valor de la esperanza matemitica en la expresion de la cota para estima-
dores insesgados

[ 5]

CCR(*) = 1 - 11 - En_
ou

La varianza del estimador coincide con la cota, por lo que concluimos que la media
muestral es un estimador eficiente de la media poblacional en la distribucién normal.
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3.4.2. UNICIDAD DEL ESTIMADOR EFICIENTE

Si existen dos estimadores eficientes con el mismo sesgo son iguales, pues el esti-
mador eficiente es tinico.

Sean 6 y 0} tales que
E®)) = E®;) = 0 + by(0).
Consideramos el estimador de idéntico sesgo

~ 0 + 6}
)

9 %k
ya que

1
E(6%) = > [E®)) + E@©)] =

1
= 5 {0+ 5,0 +[0+ 5,01} =

=0+ b,(0)
y definimos las variables
d, =06f-0
d,=05-0

tales que
E@) = E@] - 6)> = ECM(8}) = V(6}) + b}(®)
E(d,)* = E@®; - 6)* = ECM(0}) = V(65) + b}(6)
como 6} y 63 son eficientes y tienen el mismo sesgo
Ve =v@e) =V.

Consideremos la identidad

T RC

donde
d+d, 6f-0+65-6 6+06;
2 2 2
d —-d, = (6 -0) - (65 -0) = 6] - 65

-0=0"-0
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Tomando esperanzas en [4]
1 1
E@©*-0) + " E@®} - 0 = 3 [E(d}) + E(d)] =

1
2
=V + b(®).

[V +B2©O) + V + B}©®)] = (51

Como 6* en principio no tiene por qué ser eficiente
E@®* - 0 2V + bj(0),

con lo que se tendra que cumplir en [5]

E®F-0;7<0
cuya Unica solucién es

E®f -0 =0
lo que implica la igualdad de los estimadores

oF = 67

concluyendo que el estimador eficiente de clase by(0) es tnico.

Si by(®) =0, se obtiene como corolario que si existe un estimador insesgado

eficiente, éste es tinico, y la varianza serd minima cuando sea igual a la cota, es
decir, cuando se verifique

V(©*) = 79)- .

3.4.3. EFICIENCIA RELATIVA

En ocasiones puede interesar comparar sélo dos estimadores entre si en cuanto a su
dispersién o grado de eficiencia. En este caso no se pretende localizar el mejor de
todos los estimadores posibles en relacién a esta propiedad sino, simplemente,
determinar el mejor entre dos. Para ello se establece la nocién de eficiencia relati-
va como cociente de sus correspondientes errores cuadraticos medios.

Si tenemos dos estimadores de un mismo pardmetro 0, 6 y 65, y sus errores
cuadraticos medios son

ECM(0}) = E(®} - 0)° = V(6}) + b}(6)
ECM(0F) = E(©} - 0)" = V(85) + b3(6)
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el indice de eficiencia relativa viene dado por

ECM(8})

e(0; 0%) =
ECM(8%)

Si los estimadores son insesgados la eficiencia relativa es igual al cociente de
sus varianzas

ven.,

e(8; 65) =
V(o)

La eficiencia relativa es siempre mayor que cero, pues lo son los errores cua-
draticos medios. Es menor que uno si ECM(8*) < ECM(65) , implicando que de-

beremos elegir el estimador 6 frente a 65, y reciprocamente.

3.4.4. ESTIMADORES UMVUE

En el estudio de la propiedad de eficiencia de un estimador aparece como pieza
fundamental la cota de Cramér-Rao.

Las posibles situaciones que, respecto a dicha cota, pueden originarse se resu-
men en el diagrama siguiente:

. o
Calculable |A6cesible por algiin estimador

Cota de Cramér-Rao No accesible

No calculable

Solamente en un caso, cuando se cumplen las condiciones de regularidad de
Fisher-Wolfowitz que permiten calcular dicha cota y cuando exista algin estimador
cuya varianza sea igual a la cota (es decir, cuando sea accesible la cota de Cramér-
Rao por algin estimador), se puede concluir el analisis de la eficiencia de los esti-
madores de un parametro 0. Si la cota no es calculable, o cuando siéndolo no es
posible encontrar un estimador con varianza igual a esta cota (no es accesible), es
necesario ampliar los métodos de buisqueda del estimador de varianza minima.'®

18 Cuya existencia no est4 asegurada
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De todo esto se deduce que el recurso a la cota de Cramér-Rao para el estudio
de la eficiencia es una medida parcial para casos concretos, quedando otras situa-
ciones no resueltas.

Una via de solucién general es la construccion de estimadores insesgados uni-
formemente de varianza minima (UMVUE)" definidos de la siguiente manera:
consideremos la clase U de estimadores insesgados, 6*, de un parametro 0, si un
estimador 0 de esta clase verifica, para todo 6 € © , la desigualdad

E@©F - 0)* < E@* -0y,

diremos que 0] es el estimador insesgado uniformemente de varianza minima.

La bisqueda de estimadores UMVUE queda fuera del nivel fijado para este
manual®; no obstante, se ha querido dejar constancia de su existencia por las dos
consideraciones siguientes:

1. La cota de Cramér-Rao puede no ser una solucién definitiva en el analisis
de la eficiencia de un estimador, bien porque esta cota no pueda calcularse
en determinadas poblaciones, bien porque pudiéndose obtener no se en-
cuentre un estimador que alcance dicha cota y con ello se le atribuya el ca-
lificativo de estimador eficiente.

2. Existen otras vias de determinaci6n de estimadores eficientes, los UMVUE
que si bien limitan la bisqueda del estimador de menor varianza a la clase
de estimadores insesgados, implican un mayor nivel de sofisticacion. Evi-
dentemente, si un estimador insesgado es eficiente en el sentido Cramér-
Rao también puede calificarse d¢ UMVUE, aunque este enfoque alternati-
vo se basa en la pretension de plantear la determinacién de este tipo de
estimadores fuera del contexto de esta cota.

A las propiedades de insesgadez y eficiencia de los estimadores llegamos minimi-
zando la diferencia entre el estimador y el pardmetro, 6* — 6, expresada a través

del error cuadratico medio, ECM(6*) . Estas dos propiedades no estan ligadas a un

19 Uniform Minimum Variante- Unbiased Estimator.
20 ygase RUIZ-MAYA y MARTIN PLIEGO: Estadistica II: Inferencia. Capftulo 5.
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tamaiio concreto de la muestra sino a la media de las posibles estimaciones puntua-
les. La ventaja de que el tamafio muestral aumente radica en que la informacién
proporcionada sobre la poblacién es cada vez mayor llegando, si es infinito, a
coincidir la muestra con la poblacién y 1la estimacién puntual con el parametro.?!
Resulta evidente la conveniencia de estudiar el comportamiento de los estimadores
en funcién del tamafio muestral.

Expresado formalmente, sea 6* = 6* (x,, ..., x,) un estimador del pardmetro 6
de una poblacién con funcién de densidad o cuantia f(x; 8), en muestras aleatorias
simples de tamaiio #n. Si damos valores a n(l, 2, ..., n,...) tenemos una sucesién de

estimadores {6 }

0,5 (x,); 05 (x,, %,); .3 0X(xys oes X )5
Dado que un estimador es una variable aleatoria podemos estudiar la sucesién
{9,’:= } bajo los aspectos contemplados en la convergencia de variables aleatorias, es
decir, el comportamiento asintético de la sucesion?.

Un estimador es consistente si converge en probabilidad al parametro que se
quiere estimar, es decir

lim P(|6}-6]2¢)=0

n — o

o también, si consideramos el suceso complementario del anterior, |0* - 6| < €,

lim P(|6*-0|<g)=1.

n — «©

Cualquiera de estas dos relaciones no es otra cosa que la definicién de convergen-
cia en probabilidad de la sucesion {6} a la constante 8. El limite en probabilidad
del estimador 6* al pardmetro 0 se designa, también, como

6* 50 o plimo*=0

Analizamos las consecuencias que tiene la definicién de consistencia de un estima-
dor. Aplicando el Teorema de Chebichev a la variable aleatoria estimador 6* se tiene

E —_ 0\
P(|9:—9|28)S%)—-

2! Teorema de Glivenko-Cantelli. Vid. MARTIN PLIEGO y RUIZ-MAYA: Fundamentos... Capitulo 9.
2 5.
Ibidem.
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Al estudiar el error cuadratico medio llegdbamos a su descomposicion en dos su-
mandos no negativos
E©* - 6)* = V(8 + b*(6,)
y tomando limites en la desigualdad de Chebichev

E(6* - 0)?
lim P(|6}-6|2¢) < lim L‘i_)
n-— o n->o €
lim E@©} - 0)’ = lim V(¥ + 1im b*®,)
n— o n— o n— o

El resultado anterior dice que para que se cumpla

tim P(|6} - 6]>€)=0

n-—©

es suficiente con que

lim V() =0 y lim b6,)=0

n—ow® n—owo

equivaliendo la segunda condicién a

lim E@©}) =6

n — oo
y la primera a

lim V(©;) =0

n—©

indicando que en el limite el campo de variacién del estimador es un nico punto,?
coincidente con el valor desconocido del pardmetro 6.

Todo lo anterior supone que si el sesgo y varianza de un estimador tienden a
cero cuando el tamafio muestral es infinito el estimador es consistente®.

3.5.1. PROPIEDADES DE LOS ESTIMADORES CONSISTENTES

Se expone una serie de propiedades de los estimadores consistentes, derivadas de
las propiedades de la convergencia en probabilidad:

2 Distribucién degenerada o causal: MARTIN PLIEGO y RUIZ-MAYA: Fundamentos... Capitulo 6.

2 Estrictamente hablando, la consistencia es una propiedad limite de una secuencia de estimadores aunque,
para abreviar, se utilice el término estimador consistente.
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1. Si plim 6* = 6 y g es una funcién continua se verifica
plim g(87) = g(6).

es decir, si 6 es un estimador consistente de 6 entonces g(0)) también lo sera
respecto a g(0) .

2. Los momentos muestrales con respecto al origen son estimadores consis-
tentes de los correspondientes poblacionales®, es decir,

lim P(la, - o,|2¢€) = 0.
n— o

En efecto, aplicando el teorema de Chebichev

E(ar — (x'r)2 _ V(ar) _ % - af
2 - 2

P(la. —oa_|>€) <
g, =, € ne

y supuesta la existencia de o, , si n — o, el dltimo término tiende a cero, con lo

que esta demostrada la consistencia de a, .

3. Los momentos muestrales centrales, m_, son estimadores consistentes de

los correspondientes poblacionales, p, . Segiin Chebichev

Em -p)
Pm, -, |2 9 s Z 2B

se demuestra que
1
E(mr - ""r)Zk = O(T) ’
n
y si k =1 la esperanzaes O (—I-J , por lo tanto, el segundo término de la desigualdad
n

de Chebichev es igual a €720 (l), siendo su limite cero cuando n — «o , resultando
n

lim P(|m, —p,|>€) =0.

n—o

24 Teorema de Kintchine. Vid. MARTIN PLIEGO y RUIZ-MAYA: Fundamentos... Capitulo 9.
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EJEMPLO 4
La media muestral es un estimador consistente de la media poblacional, supuesto ¢” <,
= _ )2 - 2
im P(E-pl20) < 1m 2052 - 1m YO - im 2 <0,
n—o €

n— o n—>o g n—>© ng

Podemos seguir otro procedimiento para demostrar la consistencia de la media muestral

lim P(|JT-p|2¢€)=1-lim Pu—-e<X<p+g)=
n— o

n—wo

=1- lim P(p—es;wc—gs;ws):

no Jn
=1- lim P[-s 2 sgsiﬁ}
(¢}

n—> o g

=1—P(-oo<<‘,<oo)=1—l=0.

En el capitulo 2 se ha estudiado la necesidad de tomar en consideracion el hecho de
la posible pérdida de informacién contenida en una muestra cuando a fin de hacerla
operativa, se sustituyen los valores individuales por un estadistico. Se asigna a un
estadistico la calificacién de suficiente cuando resume el conjunto de informacion
relevante contenida en la muestra, y ninglin otro estadistico puede proporcionar
informacién adicional acerca del pardmetro desconocido de la poblaci6n. Al ser el
estimador funcién de los valores muestrales y, por consiguiente, un estadistico, es
preciso extender a los estimadores la propiedad de suficiencia.

Si un estimador es suficiente, la distribucién de la muestra X dado el estimador
6* es independiente del parametro 6, es decir,
£ (X/6%; 0) = H(X).
]
EJEMPLO §

En una distribuci6én de Poisson y en muestras aleatorias simples de tamafio 2 se utiliza como
estimador del parimetro A la funcién muestral T =2x, +3x,. Se extrac una muestra

(x, =3, x, = 0) y queremos verificar si el estimador es suficiente.
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El estimador T toma en la muestra el valor 6, por tanto, necesitamos comprobar si la
probabilidad del suceso {&, =3, £, = 0/T = 6} es independiente del pardmetro A
P, =3¢, =0;T =6} - PE =3¢&,=0)
P(T = 6) P(T =6)
) PE, =3¢, =0) )
P[(Eq =3’§2 = O)U(gl =0, E.yz =2)]

) P& =3) P&, =0 3
PE, =3) P&, = 0+ P&, = 0) P, = 2)

P{g, =3, =0/T =6} =

e—l;\} e—x;»o
_ 3! ol __r
T e e e M0 e A2 A+3
3o o 2

la probabilidad no es independiente de A por lo que T no es suficiente como estimador del
parimetro. .

3.6.1. CRITERIO DE FACTORIZACION DE FISHER-NEYMAN

La aplicacién de la definicién de suficiencia para determinar si un estadistico es
suficiente es poco operativa, por lo cual se utiliza como procedimiento el criterio
de factorizacién de Fisher-Neyman,” de mas sencilla aplicacion, estableciendo que
para que un estadistico (estimador) sea suficiente la funcién de verosimilitud de la
muestra, L(X; 0), debe descomponerse en el producto de dos funciones, una de

ellas, g(6*, 0), dependiente del parametro 6 y de la muestra a través del estimador
0*, y la otra, H(X), no dependiente del parametro 6

L(X; 0) = g(6*; 6) - H(X).

El criterio de factorizacién de Fisher-Neyman puede contemplarse desde un
punto de vista operativo en la bisqueda de estimadores suficientes. Tal y como se
ha planteado lo utilizamos para determinar si es suficiente un estimador conocido,
ahora bien, si la funcién de densidad conjunta de la muestra puede descomponerse
de la manera indicada por el criterio de Fisher-Neyman, el estadistico 6* que apa-
rece en la funcién g(6*, 6) es un estimador suficiente del parametro 0.

2 veéase el capftulo 2.
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]
EJEMPLO 6
En la distribucién N(u; o), siendo conocida o, la media muestral es un estimador suficiente de
la media poblacional, en muestras aleatorias simples de tamafio n.
La funci6n de densidad conjunta de la muestra es

1 (ymw? 1 (ymw?
fOx, ..., x;p=——e 207 e 20 =
l " 2n o 21
f:(x,—m2
a i1
= [cJZn ]

desarrollamos el exponente

n
S -w?= Zx +np?-2npx =n @ -—2xu)+Zx1
=1 = =

definimos las funciones

_n(u?-23)
gEHw=e

2
n T
H(x,, ..., x,) = [cJZn ] e 2
llegando a la descomposicién de la funcién de densidad conjunta de la muestra en la forma
L(X; ) = f(X;, ..., X5 0) = (55 ) Hxy, ..0h X,)
por lo que la media muestral es un estimador suficiente de la media poblacional.

Si el estimador de 0 es 6* seria deseable que, por ejemplo, los estimadores de 6 + k,
k0 y 67 fueran, respectivamente, 0% + k, k9*y (6*)* . Es decir, que el estimador de

la funcién de un parametro, g(8), sea igual a la funcién del estimador del parametro
[g(8)]* = g(6*) . Cuando esto sucede, diremos que el estimador es invariante.?

% Enel capitulo siguiente se ver4 que el. método de estimaci6n de la méxima verosimilitud es invariante.
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Por ejemplo, si para estimar la varianza poblacional o se utiliza como estima-

dor la varianza muestral, s>, entonces, para estimar la desviacién tipica poblacio-
nal, o, el método utilizado, si es invariante, deberia proporcionar como resultado
que o* =5, desviacion tipica muestral.

En realidad los estimadores en si no pueden calificarse de invariantes, sino mas
bien debe ser el método de estimacién que se utilice el que ha de ser invariante ante
cualquier transformacién.

La invarianza y la insesgadez de estimadores de parametros ligados funcional-
mente por algin tipo de transformacién no puede lograrse simultineamente. Por

ejemplo, si el método para estimar 0 y 67 es invariante y, ademés, los estimadores

de cada parametro son insesgados, tendriamos que E(©6*) =6 y E [(G*)Z] =02,
sin embargo, V(6%) = E[(6%)*] - [E(6%)]* = 6> — 0% =0, lo que obliga a que el
estimador 6* tenga una distribucién degenerada.

Un estimador es robusto cuando vulneraciones de los supuestos de partida en que
se base el proceso de estimacion no alteran de manera significativa los resultados
que proporciona. Los aspectos mas usuales que atafien a la robustez se refieren al
alejamiento de la funcién de distribucion atribuida a una variable aleatoria respecto
de la verdadera, desconocida.

Supongamos que se desea estimar el pardmetro 6 de una poblacion que creemos
presenta una distribucion de probabilidad F|(x; 8) . Se extrae una muestra aleatoria

simple de tamaiio n y se construye un estimador 6* cuya distribucién de probabili-
dad en el muestreo, G,(6*; ), deriva de la poblacional F(x; 0).

Si la distribucion de la poblacién no es F(x; ) sino F,(x; 0), la distribucién
del estimador ya no seria G,(6*; 8) sino G,(6*; 6). Entonces si G,(6*; 0) no se
aleja demasiado de G,(6*; 0), es de esperar que este cambio en las condiciones de

partida no altere sustancialmente el proceso de estimacién, por lo que las conse-
cuencias no serian excesivamente desfavorables y el estimador obtenido inicial-
mente seria robusto. En caso contrario, si G,(6*; 6) es bastante dispar con respecto

a G,(06*; 6) al llevar a cabo inferencias con 6* se cometerian errores de considera-
cion. ' '
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Citamos dos ejemplos. Supongamos que el estadistico 7'(X) sigue la distribu-
cién N(1; 1), aunque realmente la distribucién correcta es xz(l) . La probabilidad
del suceso {T(X) =21} en el primer caso P(N(1;1)>1) es 0,5 y en el segundo
P(xz(l) >1) = 0,345. La diferencia de las probabilidades indica, con claridad, lo
que supone el tomar como distribucién poblacional una u otra distribucion.

Si no se conoce la varianza en una poblacién N(y; o) se recurre a la distribu-
cién ¢ de Student

X-p
s
alteraciones moderadas en la normalidad respecto a N(i; c) no afectan seriamente

a las inferencias basadas en #(n — 1), sobre todo para valores altos de n, indicando
que los procedimientos sustentados en el estadistico ¢ son robustos. Sin embargo, la

no normalidad afecta seriamente las inferencias que se realicen sobre o’ basadas

n-1

tin-1)=

en xz(n -1).
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Ejercicios resueltos

EJERCICIO 3.1 Consideremos una variable aleatoria N(u; ) y dos estima-
dores de la media poblacional L, en muestras aleatorias simples de tamaiio n,

RO Rt T RO haihs. Y
! n-1 2 n+l

Selecciénese el mejor de ellos teniendo en cuenta su error cuadratico medio.

SOLUC/ION. Hemos visto que
ECM(u*) = E(w* - u*) = V(u*) +[n - Ew9)]*

y, para cada estimador, las expresiones de E(u*), V(u*) son

* _ . x __h
E(lh)—n_lu, V(“l)_(n—l)z
=" .. __n 2
E(y) = nell Ve (n+1y> °

ECM(u}) = E(uf - p)* = V(@) + [u - E@) =

_ no’ .\ n 2_n<72+|.12
-1 M Ao Ty

ECM(u3) = E(uy - )’ = VP + [ - E@)P
2

2 2 2
_ no n _no"+p
arrwnrd Lot B el
(n+1) n+1 (n+1)

Para decidir cuél de los dos estimadores es preferible suponemos que

ECM(y") > ECM(u),

y, si es asi, se ha de verificar que

no? + p? S ne’ +p
(n-1)»>2 (n+1)>?
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La desigualdad siempre tiene lugar pues, operando, llegamos a que
(n+1)*>@n-1>°

por lo que se deber4 elegir, en este caso, el segundo estimador como «mejor» de los dos.

EJERCICIO 3.2  Una variable aleatoria & tiene la funcién de densidad

f(x;0)=0e™®, para x20 y 6>0.

Se estima el parametro 0 mediante dos estimadores diferentes en muestras aleato-
rias simples de tamaiio dos
o0* = 2x, +4x, 0¥ = 4x, +5x,
: 3 2 3

Compérense a través de sus errores cuadraticos medios.

SOLUCION. Las esperanzas y varianzas de los estimadores son

E®*)=E ZX—‘;)ﬁ =2E(8)

ven =v[ 2 ) v +16ven - 3 Ve
E©) = B[ 22| <38

V(e = V(ﬂ“—‘;ﬁ) =5V©

necesitando obtener la esperanza y varianza de la variable aleatoria poblacional, que
como puede comprobarse, son

resultando las correspondientes de los estimadores iguales a

2 3
E@®*)==; E@®%) ==
(67) 5 63) 5

20 41

v(er) ="9?; V(6};) = 997
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V4

los errores cuadréticos medios respectivos son

ECM(6}) = E(6 - 0)? = V(8F) + [0 - E(6*)] =

20 [ 27 96*-360%+56
= — 4 9—— E e—

9% | 6 90’

ECM(8%) = E@% -0)> =V(6¥) +[0- E@®}) =
12

a1 o 3] _98°-540" +122

=—+
9% | 6 99’

Para verificar la influencia del pardmetro sobre los errores cuadraticos medios bas-
tard comprobar si, por ejemplo, se cumple la siguiente desigualdad para todo valor de 6
E(0F - 0)* < E(8} - 0)°

90* - 3602 + 56 < 90* — 5402 +122
96? 962

02 < —
3

por lo que la relacién entre los dos errores cuadriticos medios se cumple s6lo para los
valores de 6? inferiores a % , es decir, el valor de 6, desconocido, influye en la elec-

cién del estimador, como se aprecia en la figura 3.2.

ECM 5,0
4,51
4,0
3,5
3,0 4
2,5

2,04

" FIGURA 3.2
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Se puede comprobar que

11
Para 6° <3 e ECM(8}) < ECM(83)

11
Para 6’ >3 e ECM(8}) > ECM(6})

EJERCICIO 3.3 Para estimar el pariametro p de una variable aleatoria
B(l; p), en muestras aleatorias simples de tamaiio 3, se establece el estimador

*_2x.+x2+45.
P 10

Estiidiese si dicho estimador es insesgado.

SOLUCION  La esperanza matemética de p* se puede obtener de dos formas: bien
mediante 1a distribucién de probabilidad de la variable aleatoria poblacional junto con
las propiedades de la esperanza matemitica, bien calculando la funcién de cuantia en el
muestreo de p* y hallando, a continuaci6n, su esperanza matematica.

Primer procedimiento

E(¥) =E[Zx, +;c8+4x3} _

1
= E[ZE(x‘) + E(x,) + 4E(x,)] =

1 p
=—2 4p) = — =
10(17+p+ p) 10

=p-gP*P

Al no coincidir E(p*) con el parémetro p, el estimador planteado es sesgado y el
sesgo igual a -3p indicando que, en media, el estimador subestima el valor de p.

Segundo procedimiento

Calculamos la distribucién de probabilidad en el muestreo de p*. Hay ocho muestras
aleatorias simples distintas, hallamos para cada una de ellas la correspondiente estima-
ci6n y su probabilidad. Todos los valores aparecen en el cuadro siguiente
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Clases de p* Probabilidades de obtencién
muestras de cada clase de muestras
(0;0:0) 0 a-py
1;0,0) | 2710 p-p)?
©;1;,0) | 1710 p-py
©;0;1) | 410 p(-p)?
11,00 | 3/10 pP’a-p)
1;0;1) | 610 p21-p)
©:11) | 510 p*a-p)
@y |70 P’

La esperanza matemaética del estimador p* es igual a

8
E(p*) =) p¥ P(p* = p¥) =
i=1

1 2 7
=00-pP +—p-p)2+—=—pd=-D)> +--
0-p) +10P(1 p) +10P(1 P+ 1

p
="
0 P

y el estimador es sesgado.

EJERCICIO 3.4

f(x) =0e7%,

x20, 6>0

3

La variable aleatoria £ que tiene por funcién de densidad

299

se considera como estimador, en muestras aleatorias simples de tamaiio 2, la fun-

cién muestral

o*

Nt

4

Compruébese si el estimador es insesgado.

SOLUCION. La esperanza matemética del estimador es

_olx 43,
E©*) = E[—4 }

1
= Z[E(x,) +3E(x,)] = E(§)
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y la de la variable aleatoria &

1-6?
0

EE) = J:Gxe"e’ dx=—é—=9+

es decir,

1 -6’

—=9+1 .

6 0

El estimador es sesgado por no coincidir su esperanza matematica con el parametro

0, y el sesgo sera positivo o negativo dependiendo del valor de O, positivo cuando
0 < 1 y negativo siempre que 6 > 1.

E@©*) =

También podemos calcular la esperanza matemética del estimador a partir de la
distribucién en el muestreo de 6*, cuyo campo de variacién es 6* > 0,
+3
G(6%,0) = P < 0% = P [gl 4 s e*} = P(g, +3E, < 40" =
40* - x;

40*
=j j T e 0e ™ dx, dx, =
b Jo

3

4
-700* 1 _4gpe
—2499.

=l-=-e? +
2 2

La funcién de densidad del estimador, g(6*; 6) = G'(6*; 0), es

_4g0«
2(6*; 6) = 20 [e 3 - e"‘ee'], 6*>0,

por tanto

P ” 2000 oo 1
E(e*)=joe*g(e*; 0) do* =L 0+ 20)¢ 3" - | dor = 1

EJERCICIO 3.5 En la distribucién N(y; o) y en muestras aleatorias simples
de tamafio n, se consideran como estimadores de los parametros p y o’ la media
y la cuasivarianza muestrales, respectivamente. Estiidiese su eficiencia.

SOLUCION. Sabemos® que

2 4
v®-= y V=2
n n-1

21 E] estimador 6* puede ser cero, ya que la variable también puede tomar este valor, sin embargo, debere-
mos rechazar que 6* sea igual a cero pues en el enunciado se establece que 6> 0.
2 Véase el capitulo 1.
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La matriz de informaci6én correspondiente al parimetro p y o en la distribucién
N(u; o) es®

n
— 0
(e}
1(6) =
n
0 —
26*
y su inversa
2
2 o0
®)]" = )
0 20~
n

por consiguiente,

V(X) = CCR(u*) = %

y la media muestral es un estimador eficiente de p, mientras que la cuasivarianza

muestral no lo es de ¢”, pues .

2¢*

n-1

4
Vst = 22— > CCRI(@H) = 22

EJERCICIO 3.6 En la distribucién B(m; p) se considera como estimador del

4 2 g X . - .
parametro p el estadistico p* = —, siendo X la media muestral en muestras
m

aleatorias simples de tamaifio n. Hallese la cota de Cramér-Rao y estidiese la
eficiencia del estimador.

SOLUCION.  En primer lugar, determinamos si el estimador es insesgado

E(p¥) = EH -2
m m

Al coincidir la esperanza del estimador con el parametro, el estimador es insesgado, y
el numerador de la cota de Cramér-Rao es la unidad.

3 Véase el capitulo 2, ejercicio 2.4.
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Calculamos, a continuacién, el denominador de la cota. La funcién de cuantia de la
distribucién binomial es

fx p) = [Z’J pa-p

su logaritmo neperiano y derivada respecto a p
m
In f(x; p) = ln[ J+x1np+(m—x)ln(l—p)
x

Olmf(x;p) _x _m-x _ x-—mp
op p 1-p pd-p)

donde

E[aln fox; p)]2 _ E(x-mp)’
=T 20 2
op p°1-p)

y teniendo en cuenta que E(E) = mp, EE - mp)2 = V(&) = mp(1 - p)

El:aln fx; p)]2 _mpl-p) __m
ap p*1-pY pd-p)

y la cota de Cramér-Rao

1 1 (1-p)
CCR = - = —— = 14 nmP )
nE dln f(x; p) n
- _"ap_ - p(-p)

La varianza del estimador es

V(p*) = Vl:;] =—12—V(JT) =L2 mp(1-p) _ pd-p).
m m m n nm

La varianza del estimador coincide con la cota de Cramér-Rao por lo cual el esti-
mador estudiado es eficiente.

EJERCICIO 3.7 En la distribucién de Poisson estimamos el parimetro A me-
diante la media de una muestra aleatoria simple de tamafio n. Estidiese su efi-
ciencia.

7
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SOLUCION.  La media muestral es un estimador insesgado de la media poblacio-
nal,” E(¥) = A, y su varianza la de la poblacién dividida por el tamafio de la muestra,

n, V(x) = % Indicamos el célculo de la cota de Cramér-Rao obteniendo previamente
el logaritmo de la funcién de cuantia de Poisson

InPE=x;A)=-A+xInA +Inx!

y su derivada respecto a A

6lnP(§=x;k)__l+£_x—h
EIN A A
EamP@=xnoz_Eu-m2_vgy“£_l
oA A2 A2 A2 A
CCR = 1 2=1-
— - n
nEamP@—xJJ
oA

. . . A .
La varianza del estimador es igual a —, por lo cual, es eficiente.
n

EJERCICIO 3.8 En la funcién de densidad gamma G(p; q) estimese el parime-
tro ¢ mediante la media de una muestra aleatoria simple de tamaiio n y estidiese
su eficiencia.

SOLUCION. La funci6n de densidad de la variable aleatoria es*

fxpq) = 2’ xPt e ®,
T '(p)

su esperanza es igual a E(§) = 5 y la varianza V(§) = %- .

Q

Determinamos si el estimador es insesgado

P-4

q

E(g* = E(%) = E¢) = f =g+

29 Véase el capftulo 1.
30 MARTIN PLIEGO y RUIZ-MAYA: Fundamentos... Capftulo 7.



104 B FUNDAMENTOS DE INFERENCIA ESTADISTICA

el sesgo es

y el numerador de la cota igual a

2
0+ =2

q
El logaritmo de la funci6én de densidad
In f(x; p,q) = plng-InT(p)+(p-1Inx-gx
y la derivada respecto al parametro ¢
olnf(x;p.q) _ P

-X
oq q
o1 ) 2 2 2
E[_ﬁﬁ_ul] =E[£._x] _ E[x_z] _ve-L
oq q q q
resultando la cota
P
' 2 4
CCR = [1+5'()] - = q =_p_2_
Jpemfepo] nf ™
dq q
Como la varianza del estimador, X , es
.V
V@) = ®) _ _p_2
n nq

el estimador es eficiente dentro de la clase de estimadores con sesgo

P,
q

EJERCICIO 3.9 En una distribucién N(y; o) se estima la media poblacional
p en una muestra aleatoria simple de tamafio n (x, ..., x,) por medio de la
funcién muestral

Estudiese la eficiencia de este estimador.
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SOLUCION.  Para hallar la cota de Cramér-Rao necesitamos saber, en primer lugar,
si el estimador es insesgado o no, calculando para ello su esperanza matematica

weglit ol gy Ly _
E(p*) E{ - ng;E(in) n,;’E(X")

U, n+l n-1
==)i=——p=p+ .
n; SH TR H

El estimador es sesgado y sobrestima, en media, el parametro. La varianza del es-
timador es igual a
2
vV i=1
n

6.2 o nn+1)R2n+1)
—_— 1 = ——_-— =
n ,; n? 6
o’(n+1D2n+1)

6n ’

]

Vo) = V() -
i=1

siendo

2 2 2
CCR(u*) = o _ (n+1)
n 4

(¢}
n

puesto que dado que el sesgo b(u) = nT—l m

[l+—n—1}2
ccr < LHPWP _ 2 | _(m+) o
I() n 4 n
0,2

al ser

I(p) = % (ejercicio 3.5)

Comparando las dos expresiones, llegamos a la conclusién que al ser la varianza
del estimador mayor que la cota de Cramér-Rao el estimador no es eficiente, siempre
que n > 1.
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EJERCICIO 3.10 Una variable aleatoria esté definida en el intervalo 0 < x<6
y tiene la funcién de densidad

3
f(x; 0) = -e—s-x2 .

Consideremos el estimador 6* = %x_ en muestras aleatorias simples de tamafio n.

Estadiese si es insesgado y eficiente.

SOLUCION. Calculamos la media y la varianza de la poblacién

= .—3 3 =—3
E(E,)—‘Oesx dx 49
V(E..)—L(x 46) 93J\: dx-809

_ i— = — =—4—i =
E(G*)-E[B’x}- E(&) 349 0

y las del estimador

4_] 16 V(E) _16 3 > _ 67
9 n 9 80 n 15n

V(©*) = V[-é-x = =

El estimador es insesgado y la falsa cota de Cramér-Rao, si se calculara igno-
2

rando las condiciones de regularidad, es igual a g— que resulta mayor que la varian-
n

za del estimador. La explicacién de este hecho, radica en que la CCR se ha hallado
indebidamente, pues el campo de variaci6n de la variable aleatoria poblacional no es
independiente del pardmetro desconocido 0.

EJERCICIO 3.11 Compruébese que la varianza muestral, s>, es un
estimador consistente de la varianza poblacional, o.

SOLUCION.  Como

2 _i=1 =2 _ 2
X =a,-q

i(x,.-f)2 ix,?
_i=1_

n n

al ser los momentos muéstrales estimadores consistentes de los poblacionales
plimag =a, =p Yy plim g, = a,

por las propiedades expuestas y ser la varianza muestral funcién de los momentos,

2_, _a2
s =a, -q
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resulta que

plim s> = plim @, - plim @ = a, - a? = o2

EJERCICIO 3.12 La variable aleatoria £ tiene por funcién de densidad

P4
f(x;9)=%e°; x>0, 6>0.

Estudiese la consistencia del estimador de 0, 6* = ¥.

SOLUCION. Como primer paso del estudio de la consistencia del estimador verifi-
camos su insesgadez

E@) = EX)=E@&) =6

pues
mx _x
E(§)=I Lo dr=0
06

siendo, por tanto, el estimador insesgado.
La varianza de la variable poblacional es
0 x2 X
E(E?) = j X0 gr =297
b O
V() = E(E*) - [E(E)]* = 26" - 0* = ©°

y la del estimador

2
vy =vE = X8 _ 9.
n n
Pasando a la condicién de consistencia
* _ 9)2 * 2
lim P(10* - 0] 2 &) = lim 20— O _ 1y YOI _ 5y & _
e n=e € n—>o o nswope

condicién que verifica la consistencia del estimador considerado.
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EJERCICIO 3.13 Para estimar el pardmetro p de una variable aleatoria & distri-
buida B(l, p), en muestras aleatorias simples de tamaiio 3, se establece el estadistico
T = x, + x, + X, , sabiendo que en una muestra concreta su valor ha sido 2. Demuéstre-
se que el estadistico es suficiente.

SOLUCION. Para ello, verificaremos que P(§, = x,, &, = X,, &, =X, /T =2) es
independiente del parametro p

P = P(§, =x1,§2’—'xz’és=x3/T=2)=P(§1=x1’5"2=x2’§3 =x;T=2)

P(T =2)
Si T # 2 laprobabilidad es igual a 0, ysi T =2
$u 0
p P& =x.8=x.8=x) p%q " _pg"" _ plg _ 1 _1

Gre B B BT

La probabilidad no depende del pardmetro p, por lo cual, el estadistico T es suficiente.

EJERCICIO 3.14 En una distribucién B(l, p), en muestras aleatorias simples

de tamafio n, se utiliza como estimador la suma de los valores muestrales
T = x, + --- + X, , demuestrese que es suficiente.

SOLUCION. La funcién de cuantia conjunta de la muestra es
L(X; p) = PG, = %, s &, = X,)

1-x,

=pi-p) .. pr-p) ™ =

ixi n-zn:x‘.
=p" a-p =

T
=p'a-p"T =0- p)"[——’;] = 8(T; p)
1-p
Definimos una funcién H(x,, ..., x,) =1, y establecemos la factorizacién de la
funcién de cuantia conjunta de la muestra ‘
L(X; p)=g(T;0)-1=g(T;0) H(x,, ..., x,)

con lo que queda demostrada la suficiencia del estimador suma de los valores muestra-
les.



CAPiTULD 4

Meétodos
° ° )
de estimacion

De la misma manera que planteamos el problema de las condiciones que debe veri-
ficar un estimador para ser aceptado como «bueno» (capitulo 3) necesitamos dis-
poner de criterios «objetivos» que permitan obtener, de entre los infinitos estima-
dores de un parametro, el mas «razonable», como paso previo a la constatacion del
cumplimiento de las deseables propiedades que debe cumplir un «buen» estimador.

A este fin se establecen distintos métodos de estimacion, tratando aqui tres de
ellos': maxima verosimilitud, de los momentos, minimos cuadrados.

Cada uno de estos procedimientos tiene base de partida distinta: el de maxima
verosimilitud y de los momentos la utilizacién del conocimiento de la distribucién
de probabilidad poblacional, directa en el primer caso y a través de sus momentos
en el segundo; en los minimos cuadrados la minimizacién de la distancia euclidea
entre el valor conocido de una observacion y su estimacién puntual.

El método de estimacién maximo-verosimil se fundamenta en el supuesto intuitivo
siguiente: de varios sucesos que pueden tener lugar, admitimos que aparecera el

! EI método de estimador minimax y el de Bayes se estudian en el capftulo 10. No trataremos la estimacién
de pardmetros mediante estadisticos ordenados, remitiendo para ello a BALASKRISHNAN-COHEN.

109
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més probable?, o si ha aparecido uno concreto serd razonable suponer que, entre
todos los posibles, era el mas probable. Es decir, si en una bolsa tenemos mas
bolas blancas que negras y extraemos una al azar, pensamos que lo mas probable es
que sea blanca, y si conocido el resultado debemos decidir si hay més bolas blancas
que negras, y si la bola extraida ha sido blanca, diremos que el nimero de bolas
blancas es superior al de negras. Este es el planteamiento de base en la estimacion
de parimetros por maxima verosimilitud y que introducimos con un ejemplo mas
preciso.

EJEMPLO 1

La probabilidad de obtener cara con una moneda puede tomar dos valores: 0,7 o 0,4. Para decidir
entre ambos procedemos de la siguiente manera. La variable aleatoria en cuestién sigue una distri-
bucién B(l; p), siendo p la probabilidad desconocida de cara: 0,7 o 0,4. Parece razonable que la

eleccién del valor de la probabilidad en la poblacién (0,7 o 0,4) dependa del nimero de caras que
aparezcan en una muestra. Tomamos, para ello, una muestra aleatoria simple de tamafio 3, siendo
el resultado dos caras y una cruz. Como los elementos muestrales son independientes, la probabili-
dad de aparici6n del suceso {dos caras y una cruz} es

P(dos caras y una cruz) = P(cncn+) = P(c) P(c) P(+)=ppq = plq.
Para el cdlculo de la probabilidad hemos de tener en cuenta todas las posibles combinacio-
nes, en este caso, tres, (cc+;c+c;+cc).’ Por consiguiente, la probabilidad del suceso es
P =3p’q.

El paso siguiente es la evaluacién de esta probabilidad para cada uno de los dos valores que
puede tomar el parimetro p, segiin provenga la muestra de una distribucién B(1; 0,7) o B(l; 0,4)
Poblacién con p=07: P=3-07%-03= 0441
Poblacién con p=04: P =3-04>-0,6=0,288

El resultado dice que es més probable la aparicién de la muestra constituida por dos caras y

una cruz si en la poblaci6n el pardmetro p toma el valor 0,7 que si es 0,4, por lo cual atribuimos
al pardmetro p el primer valor, y admitimos que la distribucién es B(l; 0,7).

El planteamiento operativo del método de estimacién méximo-verosimil es el
siguiente: Tenemos una variable aleatoria & con funcién de densidad, f(x; 6) o de

cuantia, P(¢ = x; ), siendo © un pardmetro desconocido, cuyo campo de varia-
cién es ®. Tomamos una muestra aleatoria simple X de tamafio n, (x;, ..., X,) .

2 Esto es una formulacién de la Ley del Azar. MARTIN PLIEGO y RUIZ-MAYA: Fundamentos... Capitulo 1.

3 Para llegar al resultado no es necesario tomar en consideracién el nimero de formas en que pueden presen-
tarse 2 caras y 1 cruz, aunque did4cticamente sea conveniente.
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Denominamos a la funcién conjunta de cuantia o densidad de la muestra fun-
cién de verosimilitud

L(X; 0) = f(x;0) -+ f(x,; 0),

donde f(x;; 0) representa la funcién de cuantia del i-ésimo elemento muestral si la
poblacién es discreta o la funcion de densidad de este elemento muestral cuando
la poblacién sea continua.

B Para la eleccién del estimador & del parametro 6, de entre los posibles
valores que puede tomar éste, se sigue el criterio de elegir 6 tal que

L(X; 0) = max L(X; 6).

La funcién de verosimilitud es multiplicativa y complicada para calcular su maximo

respecto al parametro 8 por lo que, para mayor sencillez, se halla el valor de 6 en su
logaritmo (transformacién monétona creciente), siendo el estimador méaximo-verosimil

0 el que verifica la relacién

In L(X; 0) = gnégln L(X; 0).

Hallando el logaritmo de la funcién, derivamos respecto a 0, la igualamos a ce-
ro y llegamos a una ecuacién con una incognita

L(X;0) = f(x;0) - f(x,;0)

InL(X;6) =1In f(x;;0)---In f(x,;0) = Z”:lnf(xi; 0)
i=1
InL(X;0) <-~Inf(x;0) _
00 ',.; 20

0

la solucién, 6 = 6(X), dnicamente funcién de los elementos muestrales®, ser4 el estima-
dor méximo-verosimil del parametro®, siempre que se verifique la condicién de maximo

2 .
[a lnL(X,O)} 0.
0

2
%0 -8

4 Se prescinde de las soluciones que conduzcan a que el estimador sea igual a una constante.

5 En general, la solucién de la ecuacién no ofrece grandes dificultades, de no ser asf habrd que recurrir a
métodos iterativos de cdlculo. Remitimos, entre otros, a SILVEY para la exposicién de tal forma de actuar.
El mimero de raices de la ecuacién no tiene por qué ser uno. Si la raiz es tnica el estimador se denomina
estimador méximo verosimil en sentido estricto, y corresponde al méximo absoluto de la funci6n de ve-
rosimilitud. Cuando hay més de una raiz los estimadores reciben el nombre de estimadores méximo vero-
similes en sentido amplio.
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El campo de variacién del estimador méximo-verosimil, é(xl, o5 X,), €s el
mismo que el del parametro 6.

EJEMPLO 2

Calcilese el estimador miximo verosimil del pardmetro p de la distribucién B(l; p), en mues-
tras aleatorias simples de tamafio 7.

La funcién de verosimilitud es

ix, n—‘ix,-
LX;p)=p"" (-p) "'

Tomando logaritmos, derivando respecto a p e igualando la derivada a cero

n

n
0lnL(X; p) _ .-Z=:1xi n—;xi

op P 1-p

=0

la solucién de la ecuacién es

.[\:J:

n
—

>
]

Comprobamos que es un méximo

azlnL(X;p)z i _ o1
op’ P a-p’

n
2%
i=1

n

n n
-§xi n-yx
p

conduce a

expresién que particularizada para p = X =

[621nL(X;p)} __n__n
P
%P p=b

menor que cero, condicién de méximo.

EJEMPLO 3

En la distribucién N(u; ), con varianza conocida, el pardmetro p desconocido se estima me-
diante el método de la méxima verosimilitud, en muestras aleatorias simples de tamafio n. La
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funcién de verosimilitud es

LX;p) = f(x;m0) f(x,;14,0)=

G-y -’
= 1 e 202 ... 1 e 2¢? =
oV2n ov2n
Z":(x,- -w?
_i=1
= _1_ e 202
n n
(c*)2(2m)?
su logaritmo es igual a
n
n n Z(x,' - P-)z
InL(X; p) = —=Ino? - =In2n - =
X; p) 2 no 2 nrn 252
y su derivada respecto al parimetro p
(x; - )
dInLX;p) _ Z] o

ou o?

Resuelta la ecuaci6n llegamos a que el estimador maximo verosimil de p es la media de la
muestra

n
2 %
=43=

1
n

La condicién de méximo se verifica, pues

PWmLX;pw| _-n
op? u

=i

B No siempre se puede obtener el estimador méaximo verosimil por el método
analitico expuesto, maximo de una funcién, en cuyo caso se procede partiendo del
fundamento del método: lo sucedido es lo mas verosimil que puede suceder.

EJEMPLO 4

Calculamos el estimador méximo verosimil del limite superior del campo de variacién de la
distribucién U(0;0), 0 < x <0, con funcién de densidad igual a 1/0, en muestras aleatorias
simples de tamaiio n.



114 @ FUNDAMENTOS DE INFERENCIA ESTADISTICA

La funcién de verosimilitud es L(X; 6) = GL" , siendo In L(X; 0) = —nIn® . La derivada de esta

. -n - . .
funcién respecto a 6 es o que se anula para 6 — oo, solucién no admisible por conducir a

una funcién de densidad igual a cero.

Hemos llegado, siguiendo los pasos establecidos, a que el método analitico de estimacién maxi-
mo-verosimil no conduce a una solucién aceptable, sin embargo, la obtendremos recurriendo al
fundamento del método: de varios sucesos que pueden tener lugar se da el mas verosimil. El paré-
metro 0 es el limite superior del campo de variacién de la distribucién, lo que implica que la variable
aleatoria no puede tomar ningin valor por encima de él, por consiguiente, el mayor valor de la

muestra es la estimacién méaximo-verosimil del pardmetro, es decir, § = max (x;, ..., X,).

B Se ha comentado que puede no ser posible obtener el méximo de la funcién
de verosimilitud de forma exacta siendo necesario, por consiguiente, recurrir a
procedimientos aproximados. En el ejemplo siguiente presentamos un caso de esta
situacién llegando, Gnicamente, al planteamiento de las ecuaciones.

—
EJEMPLO 5

En la distribucién gamma G(p; q) calculamos los estimadores méximo verosimiles de p y g en
muestras aleatorias simples de tamafio n. La expresién de la funcién de densidad es

fOsp q)=—qP xPle .
'(p)

La funcién de verosimilitud resulta

_qzx’
)p-le i=l

LX; p,g) = —L— ¢
; y = x e x
PO = o

Calculamos el logaritmo de esta funcién

n

n n
InL(X; p, q) =nplng - nInT(p) + (p-1) D Inx, —q X x;
, i=1 i=1

y las derivadas respectoapy g

OMLE; P @) _ pypg- 1 _LD), Sy — 0
op I'(p) op i=1
olnLX;p,q) _np <
—_— 2 A = - x.=0
oq q Z. !

de la segunda ecuacién obtenemos
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y llevando esta solucién a la primera ecuaci6n
__n_ 61‘_([7) + i Inx. =0
repy op &
se llega a la ecuacién final
1 ar(p) p 1
————-IhZ--=) Inx, =0
I(p) op X n Z:l '

que requiere métodos aproximados para obtener la solucién.

B Si la funcién de densidad, o de cuantia, contiene mas de un parametro el
procedimiento de obtencién de los estimadores maximo verosimiles es andlogo al
caso de uno sélo, sin mis que derivar respecto a cada uno de ellos e igualar las
derivadas a cero. La funcién de verosimilitud es

L(X;0,,..,0,)=LX;0)= f(x;6,,...,0,) - f(x,50,,...,6,)
o, en forma compacta,
L(X;0) = f(x;;0) - f(x,;0)
y su logaritmo
In L(X; 0) = In f(x;; 0) + -+ + In f(x,; 0).

Derivando respecto a 6, ..., 6, , € igualando las derivadas a cero

OInL(X;6) $2Mnf(4:0) ol
28, & o8,

.......................................... >

oInL(X;6) _ ialn f(x56) _ 0
09, S o6,

y, resolviendo el sistema de ecuaciones, la solucién es

él = él(xl,...,x )

n

6, =6,00,....x)

que proporciona los estimadores maximo verosimiles de los pardmetros, siempre
que se cumpla la condicién de maximo.
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El método de estimacién maximo verosimil consiste en elegir, de entre los posibles
valores que puede tomar el parametro 6, el que hace maxima la funcién de verosi-

militud

L(X; 6). Tal y como se ha definido el estimador méximo verosimil coinci-

de con la moda de la funci6n de verosimilitud. Por tanto, el método de la maxima
verosimilitud pretende hallar la moda de L(X; 6) . El hecho que la moda sea gene-

ralmente un estimador mas pobre que la media o la mediana explica por qué las
propiedades del método en las muestras de tamafio pequefio son, en general, po-
bres. Para grandes muestras, sin embargo, la moda tiende a aproximarse a la media
(si existe) y a la mediana, y el método tiene propiedades en muestras grandes,’
como se vera en las propiedades asintéticas.

Las propiedades de los estimadores obtenidos por el método de méxima vero-
similitud son:

1.

2.

Insesgadez. Los estimadores méximo verosimiles no son, en general, in-
sesgados. Sin embargo, si no son insesgados lo son asintGticamente.

Consistencia. Bajo condiciones generales, los estimadores méximo-vero-
similes son consistentes. Si el estimador maximo-verosimil no es insesga-
do, al ser consistente sera asintoticamente insesgado, puesto que 6 con-
verge al parametro  que, también es, en el limite, su valor medio.

Eficiencia. Si existe un estimador cuya varianza es igual a la cota de
Cramér-Rao es el obtenido por méixima verosimilitud.

Todo estimador méximo verosimil no tiene porqué ser eficiente, sin
embargo, si existe un estimador eficiente es el méaximo-verosimil.

Normalidad y eficiencias asintéticas. Los estimadores maximo-verosimi-
les son asintéticamente normales con esperanza 0 y asintSticamente efi-
cientes, es decir,

,/1 ©)

6 Véase ROHATGI (1976).
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B. Suficiencia. Si 7T = T(X) es un estadistico suficiente del parametro 0, el
estimador maximo-verosimil, 0 , es funcién del estadistico suficiente 7(X) .

6. Invarianza. Si O es el estimador maximo-verosimil de 0, g(é) es el estima-
dor maximo-verosimil de g(0) . La estimacién maximo-verosimil es invariante
bajo una transformacién del pardmetro, o de los parametros en su caso.

4.3 Estimacién por el método
~ de los momentos

———— ———

Supéngase que la funcién de densidad, o de cuantia, f(x;6,,...,0,) de una po-

blacion contiene k parametros desconocidos. El método de estimacion basado en los
momentos consiste en establecer la igualdad de los momentos poblacionales a
los muestrales. La justificacion tedrica de este procedimiento de estimacion se basa
en que E(a,) = a,, es decir, que a, es un estimador insesgado de o,y en el teo-

rema de Khintchine’ que implica la consistencia de a, como estimador del mo-

mento poblacional o .

El momento poblacional de orden r con respecto al origen, o, , serd funcién,
en general, de los k parametros

B En el caso discreto

a,,,....6,) = Y x/ P(§ = x;).

i=1

B En el caso continuo

o, (0,,...,0,) = J' X f(x;6,,...,0,) dx.
De la poblacion tomamos una muestra aleatoria simple de tamafo n

(x}5..., x,), calculando los k primeros momentos muestrales de orden r con res-

pecto al origen

3 |

n .
0= .
i=1

7 Véase MARTIN PLIEGO y RUIZ-MAYA: Fundamentos... Capitulo 9.
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Planteamos el sistema de k ecuaciones con k incdgnitas, nimero de parametros,
igualando cada momento poblacional, o (6,,...,6,), a su correspondiente mo-

mento muestral a,

a,®,,...,0,)=aqa,

Consistencia
En condiciones generales, los estimadores obtenidos por el método de los momen-
tos son consistentes.

Aunque estos estimadores pueden disfrutar de otras propiedades, este procedi-
miento de estimacién no garantiza su necesario cumplimiento.

EJEMPLO 6

Estimacién del parametro p en la distribucién de Poisson P(A), muestras aleatorias simples
tamafio n

luego

EJEMPLO 7

Estimese, por el método de los momentos, el pardmetro 6, limite superior del intervalo de varia-
cion de la distribucién U(0; 0), en muestras aleatorias simples de tamaiio 7.

La funcién de densidad de esta distribucion uniforme es
fx;0) =<
’ 0

. 0 . - .
El momento de orden uno con respecto al origen es o, = —, y la media muestral X, igualando

2
ambos momentos, el estimador resulta 6* = 2Xx .
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EJEMPLO 8

En la distribucion N(u, o) estimamos la media y la varianza por el método de los momentos.

Tenemos que estimar dos pardmetros, por lo cual necesitamos dos ecuaciones, resultado de igualar
los momentos poblacionales de primer y segundo orden respecto al origen a los muestrales

a,(n, 0%) =g
o, (1, 6%) =a,
El primer momento poblacional en la distribucién normal es p, y el segundo o, que, expre-

sado en funcién de la varianza queda o, = ¢* + p*. El sistema de ecuaciones es

X
i=1
n=
n
. 2
%
ot +pu?=L
n
y la solucién
n
2%
p*=‘=l =f
n
2 ¢ 2
le Z(X’.—X)
=1 — i =1
2% _ i 2 _ i —s2
n n

4.4 Estimacion por el método
‘ - de los minimos cuadrados®

En muchas situaciones, el comportamiento probabilistico de una variable aleatoria 1
se puede expresar mediante una funcién desconocida g(Z;6,,..., 6,), integrada por

variables aleatorias y no aleatorias, =, y un conjunto de pardmetros, 6,,..., 0, , ne-
cesitando estimar estos parametros a fin de disponer operativamente de la funci6n g.

8 El contenido de este epigrafe no es una exposicién exhaustiva del método de los minimos cuadrados, sino un
simple panorama. Para un estudio pormenorizado tenemos, entre otros, a GRAYBILL y SEARLE.
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Los métodos de construccion de estimadores de méaxima verosimilitud y de los
momentos requieren el conocimiento de la funcién de probabilidad de la poblacion,
el de los minimos cuadrados recurre a la minimizacioén de distancias, prescindiendo
de la funcién de probabilidad.

En el método de los minimos cuadrados se parte de una muestra de valores de
(m; E), observaciones’, y se pretende que la funcién ajustada pase lo mds cerca
posible de todos ellos. Lo mds cerca posible se mide mediante la distancia global
entre los valores observados y los teéricos proporcionados por la funcién ajustada,
calculandose los parametros desconocidos de modo que esa distancia global sea
minima, teniendo como consecuencia, de ser asi, que al utilizar la funcion ajustada
para predecir valores de la variable n los resultados se hallen lo més cerca posible
de los tedricos desconocidos.

Si la funci6n a ajustar es y = g(X;6,,...,0,), siendo 6,,..., 0, parametros
desconocidos'®, para cada valor de la variable X, x,, tendremos un valor terico de
la variable y, Y, , proporcionado por la funcién una vez ajustada; el error'! cometido
al sustituir cada valor observado, y,, por el tedrico, Y;, es ¢, =y, — Y, . La evalua-
ci6n del error global se efectiia mediante la suma de cuadrados de los errores'

@ = e =3[y - 8(x; 00
i=1 i=1

Los estimadores de los parametros 6,,..., 8, son los valores que hacen minimo
@, es decir, la solucion del sistema cuya ecuacién general es
oD 08(x;; 0)

=23y, -gx; 0 =0
70 j};l[y, g(x;; 0) — 0

0, despejando

6g(xj;9)_i 08(x;50)
o6, =1 o,

j=1

. 8(x;56)
j=1

La distancia, elemento basico de este método de estimacién, puede ser la lon-
gitud entre el valor observado y el teérico segin la paralela al eje de ordena-

9 Se le suele dar el nombre de nube de puntos.
10 Representaremos abreviadamente la funcién g (X; 6,, ..., 6,) por g(X; 6) .
" También Ilamado residuo.

12 En MARTIN PLIEGO puede seguirse la mecénica de este método: capitulo 8.
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das (distancia vertical) o la distancia entre el punto observado y la funcién a ajustar
(distancia ortogonal'®) Los resultados de uno y otro procedimiento son diferentes.

El valor de

2
7

® =

n
i=1

es menor si se utiliza la distancia ortogonal frente a la vertical. Sin embargo, en la
practica, es preferible esta dltima por la simplicidad de las expresiones y sus pro-
piedades.'

13 Distancia perpendicular a la tangente a la curva.

14 En CASELLA y CRAMER pueden estudiarse los minimos cuadrados ortogonales.
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Ejercicios resueltos

EJERCICIO 4.1 La variable aleatoria continua £ tiene como funcién de densi-
dad

f(x;0)=0;, x>0y 6>0.

El pariametro 0 puede adoptar tres valores: 1,2 o 3. Se toma una muestra aleatoria
simple de tamaiio 5 con el siguiente resultado: tres valores comprendidos entre 0,003
y 0,06 y dos mayores que 0,5. Con esta informacién decidase cual de los tres valores
del parametro 6 debe ser elegido bajo el criterio de la maxima verosimilitud.

SOLUCION. La probabilidad de una secuencia cualquiera de los cinco valores es
P = P(0,003 < & < 0,06; 0,003 < & < 0,06; 0003 < § <006; 05 <¢&;05<¢9)

y la probabilidad buscada tomando en consideracién todas las posibles ordenaciones de
las secuencias bajo las condiciones anteriores es igual a

P=-—_FP

Y =10 F.

1

Como la muestra es aleatoria simple, los elementos muestrales son independientes
entre si, por lo cual, la probabilidad anterior es igual a

P =10 P(0,003 < £ < 0,06)° P(0,5 < E)* =

0,06 3 ® 2
=10“ 0e ™ dx} [ 0e ™ dx} .
0,003 0,5

Evaluamos la probabilidad para cada uno de los tres valores que puede tomar el pa-
rametro 6
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0,06 37 e 2
P =10 [ J' 2¢72F dx} { 202" dx] = 0,00166.
0,003 0,5

0,06 3w 2
P= 10{ I 3¢~ dx] { 3¢~ dx} = 0,00188.
0,003 0,5

De las tres probabilidades calculadas, la tercera es la mayor, por lo cual decidimos
estimar el valor del pardmetro como 6 = 3.

EJERCICIO 4.2 Calciilese el estimador maximo-verosimil del parametro p de
la distribucién B(m; p), en muestras aleatorias simples de tamaiio n.

SOLUCION. La funci6n de verosimilitud es

m

X, m-—x m x m-x
Jp'(l-p) [ Jp"(l—p) "=
X xn

1

L(X;P)=[

n (m 'Z'x,. nm—zn:xi
(T )EapE
=1\

]

[m]+ Zn:xi lnp+(nm— Z":xi]ln(l—p)
X i i=1

i i=1

n
InLX; p)= > In

1

i n

X, nm — X,

dlnL(X;p) _ =1 ; ’
p p 1-p

y el estimador maximo-verosimil

=0

n

)L
A i=1 _x
p_. = —

nm m

Calculando la segunda derivada respecto a p y sustituyendo en ella p por el estimador se
llega a la relacién

mediante la que se comprueba que la solucién de la ecuacién es un maximo.
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EJERCICIO 4.3 Calciilese el estimador maximo-verosimil del parametro A de
la distribucién de Poisson en muestras aleatorias simples de tamafio 7.

SOLUCION. La funcién de verosimilitud es
Ay AF

LX; ) =e™]|—

X; ) 11 Py

In L(X; A) = —nk+ln7»2x,. - Zlnxi!
' i=

i=1

n
2%
+ i=1

oln L(X; \) —n - 0:;
o\ A
n
R
A="—=X
n
verificandose la condicién de maximo
2 .
0°InL(X; M) =—£<O.
o’ N §

EJERCICIO 4.4 - Si en la distribucién N(u; o) la varianza es desconocida y la

media p conocida, calcilese la estimacion méaximo-verosimil de la varianza, en
muestras aleatorias simples de tamafio n.

SOLUCION.  El logaritmo de la funcién de verosimilitud es

n
2
X, —
In L(X; 6%) = -2 (6%) - Z1n (2m) - M
’ 2 2 26°

y la derivada respecto a o’ e igualada a cero

n
2
X -
mLX; %) n 20w )
) = 7t r =
oc 2c 20

0
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como o? > 0 el estimador maximo verosimil de o? es

Z(xj _“)2
_i=1

6'2
n

debiéndose observar que el estimador no es la varianza muestral, pues las desviaciones
de los valores muestrales lo son con respecto a la media poblacional, p, y no respecto a
la media muestral, X .

EJERCICIO 4.5 Si en la distribucién normal desconocemos los dos parametros
(uy o°), calciilense los estimadores maximo verosimiles de py o?.

SOLUCION. La funcién de verosimilitud es

_g -’ G -w?
LX; p, 0%) = e L 2
2no? 2nc?
i(x,-—u)’
i=1
1 - 2
== 7% ¢’
(c*)2(2m)?
su logaritmo
C 2
n n Z(x,' - H)
In L(X; ,cz =—ZIn(@®)-—InQRn)- =L —
(X5, 0%) 5 (c7) ) (2m) Py

y las derivadas respecto a los parametros p y o?, igualadas a cero son

(x,' _“’)
alnL(X;u,cz)_i; —o
ou o?
(x, - )’
olmL(X;p,0) _ m  iTi o
2 =52t 4 =
0o 20 20

obteniéndose como solucién del sistema

n
Z(x,' _2)2
p=x & ==L -
n

Las estimaciones maximo-verosimiles de 1 y o son la media y la varianza muestrales.
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Se comprueba la condicién de méaximo calculando el Hessiano

8 In L(X; p, 0%) 8* In L(X; p, 0°)
ou? op do?

H =
& In LX; p, 6%) &% In L(X; p, 6%)
au 06> 6(0'2)2

y sustituyendo en él los estimadores obtenidos, se llega a

n
- = 0
2
H =
n
0 -
2s*

2
n
cuyo resultado es |H| = —

G cantidad mayor que cero lo que indica un extremo, y al ser
s

— — menor que cero la soluci6n del sistema de ecuaciones proporciona un maximo.
s

EJERCICIO 4.6 Calciilense los estimadores maximo-verosimiles de los k para-
metros p; de una distribucion multinomial, habiéndose extraido la muestra aleato-

ria simple de tamaiio n con las frecuencias absolutas siguientes: n, valores de x,,
n, iguales a x,, ...,y n, de x,.

SOLUCION. La funcién de verosimilitud es

n!
Ly, ..o M Pro-ees P = ———— P - P
rL]' oo nk‘

y su logaritmo
k k
In L(n,..., n; p,,..., p,) =Inn! - Z Inn!+ Zn,. Inp,.
i=1 i=1

Si hacemos
k-1
p=1- Zpi
i=1

el logaritmo de la funcién de verosimilitud queda
k k-1 k-1
InL(n,,..., n; Py, pp_y) =Innl =Y Innl+ > ninp +nn|1-3 p,

i=1 i=1 i=1
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y derivando respecto a los k —1 parametros e igualando a cero

OlnL(n,...,n; pseees Pp_))  n. n
ap, p; 5

i
p[ 1—217,' pk

y de aqui se deduce, facilmente, que

no _nk_n1+~-~+nk_n
P P Dttt D

por lo cual, los estimadores maximo-verosimiles tienen como expresién general

EJERCICIO 4.7 Sea la variable aleatoria con funcion de densidad

x-0
1,

f(x;6,7»)=xe ,

A>0 —o<BO<o x2>0.

Estimense los parametros 6 y A en muestras aleatorias simples de tamaiio n, por el
método de maxima verosimilitud.

SOLUCION. La funcién de verosimilitud es
| AZo
L(X; 6, L) = X'Te =
su logaritmo y derivadas respecto a 6 y A, igualadas a cero son

In L(X; 6, 1) = —nlnx—%Z(xi =)
i=1

EilnL(X;O,k)= n 1

e+ =S(x,-0)=0
o A 7321(' )
6lnL(X;9,}»)_£_O
00 A

La primera ecuacién del sistema conduce a

Y (x, - 0)

A=l
n
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estimador de A en funcién del estimador de 6. La segunda ecuacién indica que no es

posible, siguiendo este procedimiento, hallar 6, por lo cual habra que seguir un camino
similar al del ejemplo 4. EI valor del pardmetro 8 que hace maxima la funcién de vero-
similitud

IR
max L(X; 6, ) = max —e !
6e® 6e0 )\"

es el mismo para el que se verifican las igualdades

3 (5-0)

n
mixe " =min ) (x, - 6) = max 6 = min (x,,..., x,),
0c0 [ 0c0
es decir, 6 es el menor valor de la muestra (x,..., X,), y el estimador méximo-vero-

simil de A resulta

n . n

Z(x,,-e) Z[x,.—min(xl,...,x")]

L == = ¥ - min (x,,..., X,).
n n

>

EJERCICIO 4.8 La variable aleatoria £ tiene por funcion de densidad la
funcién gamma

qP
I'(p)

Obténganse los estimadores de p y g por el método de los momentos en muestras

e ¥, x>0 p>0, ¢>0.

[ pq)=
aleatorias simples de tamaiio 7.
SOLUCION. Al tener que estimar dos parametros debemos calcular los dos prime-
ros momentos de la distribucién gamma con respecto al origen
+1
o, = EE) = g; a, = EE?) = (Lq_iﬂ

y los correspondientes muestrales a, y a, .

El sistema de ecuaciones cuya solucién son los estimadores es

a,(p, 9) = a
‘az(p’ ‘Z) = a2
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y sustituyendo los momentos poblacionales por sus expresiones queda

n
2%
P _ =1
q n
>
c 2
2
(p+Dp _ iz
q’ n
sistema cuya solucién es
=2
R
s
x X
* —_
9" = — -2
2 N
2 %
i=1 _ fz
n

EJERCICIO 4.9 Calciilense los estimadores por los momentos de los parime-
tros p y q en la funcién de densidad beta

fGx;pog = 1 -x"" 0<x<1l p>0 ¢g>0.

1
B(p, @)

SOLUCION. Los dos primeros momentos poblacionales con respecto al origen son

o, = E@E) =L
p+q
+1
(p+qg+D(p+q)
y el sistema de ecuaciones correspondientes
P _ _%
p+q
> x
p(p+1) _i=l
P+q+D(p+q n
con la solucién
x(x -
p* = ( - @)
s
« . - -a)
" =———

N



CAPITULO b

Estimacion
por intervalos

 Introduccién

Mediante los procedimientos estudiados en el capitulo 4 es posible construir un
«buen» estimador de un parametro 6 que verifique, incluso, todas las propiedades
exigidas al respecto.

Cuando se particulariza el estimador 6* para una muestra X concreta, es decir,
cuando se obtiene la estimacion puntual para una muestra determinada, no se sabe
si la estimacion obtenida estd o no préxima al verdadero valor del pardmetro 0,
desconocimiento debido a la aleatoriedad del muestreo. Por ello, resulta extrema-
damente qtil arbitrar alguna medida que nos aproxime al posible error de esa esti-
macién determinada.

A este respecto, la decisién que se adopta es la de acompaiiar toda estimacién
puntual 6* de un intervalo, que denominamos [9(X); §(X)] , donde confiamos que
se encuentre incluido el verdadero valor del parametro 6.

Este intervalo, denominado intervalo de confianza por las razones que luego
se expondran, presenta dos limites, uno inferior, designado por 6(X), y otro supe-

rior 6(X), ambos funciones de la informacién muestral, y tales que
P[OX)<0<0(X)]=1-a [1]
donde 1- a recibe el nombre de nivel de confianza.

131
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El intervalo [8(X); 6(X)], antes de particularizar su valor para una muestra
concreta X, es un intervalo aleatorio, despendiente del vector muestral X,' fijado
una muestra concreta el nivel de confianza 1- o y, por tanto, la expresion [1] no
debe interpretarse como «la probabilidad de que el pardmetro 6 tome algin valor

entre 8(X) y 6(X) es igual a 1 — a », por las dos razones siguientes:

B El parametro 0 siempre sera desconocido, lo que impide verificar la afir-
macién anterior.

B En P[O(X)<0< é(X)] las variables aleatorias son 8(X) y é(X) y no el
parametro 0.

La interpretacion correcta de la expresién [1] es que 1-a es la probabilidad
que el intervalo aleatorio [9(X); é(X)] incluya el verdadero valor del paréinetro 0
antes de extraer la muestra, es decir,

P{0 c[8(X); 6(X)]}=1-a.

Seleccionada una muestra X, la probabilidad de que el parametro 6 esté inclui-
do en el intervalo [ 6(X); 0(X)] es100, dependiendo de que el parametro 6 esté o

no esté entre los dos nimeros en que se convierten 6(X) y 8(X), al particulari-
zarlos para la muestra X concreta.

En esta situacién no se puede hablar de probabilidad del intervalo al nivel 1-a
sino de confianza puesto que, una vez extraida la muestra X, la probabilidad sera 1
00, y no la inicial 1-a que se transforma en confianza.

Un ejemplo que aclara la distincion entre probabilidad inicial y confianza es el
siguiente’: Un estudiante se examina de un programa de 100 lecciones, de esas
lecciones hay solo una que no sabe, no recuerda exactamente el niimero de esa
leccion, tendrd que mirarlo en el programa. Se examina sacando una bola y desa-
rrollando la leccion que le ha correspondido, si la sabe aprueba y si no le suspen-
den. Este estudiante antes de sacar la bola tiene una probabilidad del 0,99 de
aprobar. Supongamos que comparece ante el tribunal y saca una bola, la probabi-
lidad que tienen ya en ese momento de aprobar no es de 0,99, es de uno si la lec-
cion salida es de las que se sabe y de cero si es la que no sabe, ahora bien, mien-
tras consulta el programa él tiene una confianza del 0,99 de que aprobara, ya que
antes de sacar la bola tenia una probabilidad de 0,99 de obtener una bola cuya
leccion correspondiente se sabia.

! Los extremos de cada intervalo variarin para cada muestra.

2 . . .
Véase ARNAIZ. No conocemos, en otro texto, un ejemplo tan esclarecedor como éste, por lo que lo repro-
ducimos literalmente.
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Para otros autores, el concepto de confianza puede interpretarse en el siguiente
sentido: si se repitiera el experimento muestral X un nimero suficiente de veces, en
100 (1 - a)de cada 100 casos se confiaria en que el pardmetro 0 pertenecera al

intervalo [8(X); 6(X)].

En algunos casos especificos puede interesar contruir intervalos de confianza
unilaterales. Para ello se hace 6(X) =0, con lo que el intervalo de confian-

za adopta la forma [0; 6(X)] , o bien 8X)=0 y el intervalo es [8(X) = 0] .

de intervalos de confianza

Exponemos a continuacién los dos métodos més usuales para la construccién de

intervalos de confianza, es decir, para la determinacién de los limites 0X) y é(X)
de dichos intervalos.

5.2.1. METODO DE LA CANTIDAD PIVOTAL

Sea X una muestra aleatoria simple extraida de una poblacién con distribucién
f(x;0) donde 6 € ®, siendo ® cualquier intervalo de la recta real.

Una funcién 7(X; 0), que dependa del parametro 6 pero que su distribucién de

probabilidad no dependa de dicho parametro 8 recibe el nombre de cantidad pivo-
tal o, simplemente pivote.

Este pivote T(X; 0) para cada valor fijo de 8 es un estadistico.

Por ejemplo, hemos visto en el capitulo 1 que, en una muestra aleatoria simple
extraida de una poblacién N(p; 6) con o conocida, la media muestral ¥ sigue la
siguiente distribucion

entonces, la funcién
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es una cantidad pivotal para el parametro p dado que depende de ese parametro,
pero su distribucién de probabilidad, N(0; 1), no depende de él. '

TEOREMA

Si la cantidad pivotal T(X; 0) es funcién monétona de 6, es posible determinar un
intervalo de confianza para el parametro 6.

En efecto, para un nivel de confianza 1- o se pueden elegir un par de valores
K(a) y K,(o), pertenecientes al campo de variacién de T(X; 0), tales que

P[K (o) < T(X; 0)<K,(a)]=1-0, para todo 0¢eO.
Si T(X; 0) es monétona en 6, se pueden resolver las ecuaciones

T(X;0) =K ()
T(X;0)=K,(a)

obteniéndose los limites 6(X) y 8(X) al despejar 8, con lo que el intervalo busca-
do es

P[OX) <0 <0X)=1-a.

I
EJEMPLO 1
En una poblacién con funcién de densidad
2
f(x;6)=39i3; 0<x<#0

el estimador méximo-verosimil del pardmetro 6 es el mayor valor de la muestra, u, , siendo

su funcién de distribucién en el muestreo®

3n
F(u"){%} , 0<u <0

y, por tanto, la de densidad

fu) = 637’1143"_1; 0<u <0

Determinese el intervalo de confianza del 80% para el pardmetro 0.

3 véase el capitulo 3.
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Podemos considerar como cantidad pivotal

3n
T(X;0) = [%”]

que al ser una transformacion integral‘ de u, tendri una distribucién uniforme en el inter-
valo [ 0; 1], por lo que sus funciones de distribucién y densidad son , respectivamente,
E@®=t 0<t<1
=1 0=<t<1
que no dependen del parametro 6.
Por tanto,
P[K () <T(X;0)<K,(a)]=1-0a =080

si se distribuye el conjunto de la probabilidad de las colas por igual entre las mismas’ ten-
dremos que

\,

=S

N
&
Il

1 1
J f I dt = 0,10
K,(a) K,(a)

K (o)
I dr =010
0

'—_.
o
g
S
~
N—
8
1}

y
1-K,(a) = 010
K (o) =010
es decir
K,(o) = 0,90
K () =010

Formando el sistema de ecuaciones

3n
u

T(X; 0) = {?} = K, (@) = 010

&

3n
T(X;0)= [ "] = K,(a) = 0,90

@|

4 Véase MARTIN PLIEGO y RUIZ-MAYA: Fundamentos... Capftulo 7.
> Aesta cuesti6n, longitud de los intervalos de confianza, dedicaremos el epigrafe 5.2.3.
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se obtiene como solucién

8(X) = 3"_;"70
B(X) = —n

*o,10

siendo, por consiguiente, el intervalo de confianza del 80% para el pardmetro 0

u u"
{’,"/0,90’ 3:/0,10}

5.2.2. METODO GENERAL

La aplicacién del método anterior implica la bisqueda y localizaciéon de una canti-
dad pivotal T(X; 0), cuya distribucién en el muestreo sea independiente del para-
metro, 0. Este procedimiento no siempre conduce a una sencilla determinacion de
los extremos del intervalo de confianza por lo cual, en ocasiones, interesa recurrir
al método alternativo expuesto a continuacion, si bien ambos procedimientos pro-
porcionan los mismos resultados cuando se cumplen las condiciones exigidas a cada
uno de ellos para su aplicacion.

En el método general de contruccién de intervalos de confianza no se exige la
propiedad del pivote en que se basa el método anterior, pudiendo tener la funcion
muestral que se utilice una distribucién de probabilidad que dependa del parame-
tro 0.

Sea una poblaci6n con funcién de probabilidad f(x; 8) en la que se quiere cons-

truir un intervalo de confianza para el parametro 6. Se toma un estimador de dicho
parametro, estimador que representamos por 6*, cuya funcién de probabilidad en
el muestreo es g(06*; 0).

Dado el nivel de confianza 1 — o, se determinan los extremos de un intervalo
K (a; 0) y K,(a; 0) tales que

PK (a3 6) < 6* < K, (0;; 6)] = 1 — c.

En una poblacién continua tenemos

K, (a; 0)
J . g(6%;0)do*=1-«

K,(a; 8)
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o bien

K, (a; 6)
[ s 0 dox =,

—0

[ g@x0)der=a,
K,(a; 0)

donde o, +a, = o, como indica la figura siguiente

8(6*; 6)

o

K (a,; 0) K,(a,; 9)

FIGURA 5.1

La asignacién de valores a o, y a,, es decir, el reparto de la probabilidad a

entre las dos colas de la distribucion, incide en la longitud del intervalo obtenido.
Este tema se analizara en el epigrafe siguiente.

Al resolver las integrales anteriores se obtienen los limites K (a;0) y
K,(a,; 0) tal que
P[K(;0)<6*<K,(o; 0)]=1-a
de donde se deducen las ecuaciones, denominadas ecuaciones integrales

K,(0,; 8) = 6%
K,(a,; 6) = 0*

de manera que, si K (a;; 6) y K,(a,; 6) son funciones mondtonas en 6, permi-

ten despejar el parametro 6 y hallar los limites 6(X) y 6(X) del intervalo buscado.
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Por otra parte, conviene recordar que si la poblacion tiene una distribucion de
probabilidad discreta, no siempre serd factible lograr un intervalo de un nivel
de confianza exactamente igual a 1 - o sino que, a veces, habra que aceptar un
intervalo tal que

P[OX)<0<0(X)]21-a.

—
EJEMPLO 2

Consideremos la misma poblacién del ejemplo anterior

2
f(x;9)=3ei3; 0<x<0.

El estimador maximo-verosimil es el mayor valor de la muestra, 6* = u,, con funcién de
densidad en el muestreo

Obténgase un intervalo de confianza del 80% para el pardmetro 6 por el método general.

Para determinar las ecuaciones integrales adoptamos el criterio

1- 0,
a1=a2—%= 280 = 0,10
por-lo que
P[K (a;0) <u, <K,(a; 0)] = 0,80
conduce a
K, (c; 8)
I 301y, = 0,10
0 e n n n
0
I 31 5 g =010
. e n n
K,(a;0) Yz,
es decir

3n
[_Kl(g_e)} - 010

. 3n
1—.[—K2(:’ 2 ] = 0,10
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las ecuaciones integrales se obtienen finalmente como
K (o;0)= %0100 =0%=u
Ky(0;0) = Y0,900 = 0% = u,
cuya representacion grafica es

K, K;, 0°
K (o, 6)

Kl ((!, 0)

0*=wu, 4. - - - - - -

‘x) () [

FIGURA 5.2

y los extremos del intervalo de confianza son

u
oX) = ——2—
/0,90

— u
000 =75 0”10

intervalo que coincide con el obtenido por el método del pivote para este pardmetro 6 de la
poblacién considerada, donde u, representa el mayor valor de una muestra aleatoria simple

de tamaiio n.

5.2.3. INTERVALOS DE CONFIANZA DE LONGITUD MiNIMA

Tal como se ha planteado la construccién de intervalos de confianza para un parametro
0 se pueden obtener, para cada muestra X, un ndmero infinito de intervalos pues los
valores de o, y o, que cumplen la condicién o, +a, = o son infinitos. Esta situa-

cién conduce a que con los mismos valores muestrales se obtengan diferentes intervalos
(extremos distintos), aunque todos ellos con el mismo nivel de confianza 1— o .
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De entre todos estos intervalos es deseable elegir uno sélo: el que presente me-
nor longitud, es decir, el intervalo cuya amplitud D = 6(X) — §(X) sea la menor

posible, siempre que cumpla la condicion que

b P[OX)<06<6(X)]=1-a.

Para determinar dicho intervalo, se utiliza el método de optimizacién condicio-
nada de los multiplicadores de Lagrange.® Es preciso poner de manifiesto que no
siempre es factible determinar un intervalo de nivel de confianza 1-o de longitud

. . o
minima, en cuyo caso se recurre al convenio de hacer a, = a, = > con lo que el

intervalo de confianza es tinico aunque no sea de longitud minima.

EJEMPLO 3

Siguiendo con la poblacién

2
f(x;e)=3ei3; 0<x<0,

donde la distribucién de estimador méximo verosimil 6* = u, viene dada por

fw,) = % W'y 0<u, <6

n

cuya representacion gréfica es

B CA)

K]/ PR |

0

FIGURA 5.3

6 Véase el epigrafe 5.3.1., para el caso de intervalo de la media poblacidnal en una distribucién normal.
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el intervalo de longitud minima estaria limitado superiormente por el limite de la variable
P[K(0)<u, <0l=1-a

que difiere del utilizado en los dos ejemplos anteriores que, para el nivel de confianza
1-a =080, se hacia o; = a, = 0,10, yno o, =0 y o, = 0,20 que proporciona el inter-
valo de longitud minima.

Una soluci6n alternativa a la minimizacién de la longitud del intervalo aleatorio
es la de minimizar la longitud esperada de esos intervalos, es decir, hacer lo menor
posible

E[B(X) - 6(X)]
esperanza sujeta a la misma restriccion anterior, nivel de confianza 1- a.

Desafortunadamente, este procedimiento tampoco resuelve todos los casos que
se presentan, pues no puede asegurarse que exista siempre un intervalo de longitud
esperada minima para todo valor del parametro 6.

Para solucionar el problema, el criterio més habitualmente empleado es repartir el
complementario del nivel de confianza 1 - o, entre las dos colas por igual, es decir,

(l"‘(l—a
1 2 2

situacién que, por otra parte, coincide en muchas ocasiones con el intervalo de
longitud minima, como luego se comprobara en las aplicaciones concretas.Una
ventaja de esta solucion es que conduce a un intervalo Gnico. ’

5.3 Intervalos de confianza
~_en poblaciones normales

En este epigrafe la informacion muestral siempre procedera de poblaciones con
distribucion normal, donde es relativamente sencillo encontrar cantidades pivotales
que faciliten la determinacién de cada uno de los intervalos de confianza que se
exponen.

Se analizan los casos en que se obtengan una o dos muestras aleatorias simples
y se estudian los posibles intervalos que sobre cada uno de los parametros de una
N(p; o) puede considerarse.
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5.3.1. INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA MEDIA p
DE UNA DISTRIBUCION NORMAL SIENDO ¢ CONOCIDA

Sea una poblacién con distribucién normal N(u; o) de donde se extrae una mues-
tra aleatoria simple de tamafio n.

Se puede formar el pivote
f —
T(X; p) =+,

=

cuya distribucién es N(0; 1) puesto que’

o)

El intervalo de confianza para el parametro p del nivel 1 —a vendra dado por
la expresion

PIK, <N(O;D)<K,]=1-a,

siendo K, y K, los valores tabulares de una N(0; 1) correspondientes al nivel de

confianza 1 — o, sobre los que mas adelante se estudiard como deben ser para que
el intervalo obtenido tenga longitud minima.

Siguiendo con el razonamiento general, determinados K; y K, se procede de

la forma siguiente

Plk,<ZTB<k |=1-a
S
Jn
(¢} — 0'—
P[K‘WSX_HSKZE =1-a
[¢) 0'-‘
Pl-5+K S < pu<-%+K, —|=1-«a
[ VA 2 Jn |
P[X—KI%ZHZX—KZ% -1-a
n n |

6 vease el capitulo 1.
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es decir,
(o} (o}
Plx-K, =<pu<x-K, ——=|=1-a
[ 2 J; 1 \/;}

y, por tanto, el intervalo obtenido, en principio, sera

c
X-K, —=;x-
s

g

cuya longitud es
c o c
D={x-K —=|-|¥*-K, =|=—F (K, -K))
LT AR B T
distancia que debera ser minima pero sujeta a la condicién

PIK, <N@O;D)<K,]=1-a.

Empleando el método de los multiplicadores de Lagrange se debera buscar el
‘minimo de

1
2

c K1
CD—ﬁ(Kz—Kl)ﬂ/UK e du—(l—a)},

cuyas primeras derivadas parciales son

_a_g_—.i+y__1__e_—K22—O

0K, n  2m

0 _ o 1 3N _,
oK, n " an

o0 (1 -1

-—= e? du-(1-o0)=0
5 =

De las dos primeras ecuaciones se obtiene

es decir,
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cuyas posibles soluciones son

® K =K, , incompatible con la existencia del intervalo puesto que hace su
longitud nula, D =0.

® K, =-K,, conduce a que el intervalo de longitud minima® sea el simétrico
en una distribucién N(0; 1), es decir, el formado por los opuestos (-K; K).

Por consiguiente, el intervalo de confianza de longitud minima para la media p
de una poblacién N(p; 6) con o conocida es

——
EJEMPLO 4

De una poblacién N(u; 3) se extrae una muestra aleatoria simple de tamaiio 25 siendo
25

> x, = 60.

i=1

Determinese el intervalo de confianza del 95% para la media de la poblacién.

Tenemos que

[\j:

o 809y
n 25

y, por otra parte, en una distribucién N(0; 1) si

P[-K < N(0;1) £ K] =095
entonces K = 1,96.

El intervalo de confianza del 95% para la media p resulta

[2,4 -1,96 i-; 2,4 +1,96 i] ,

V25 V25
es decir, la media p se encontrara incluida previsiblemente en el intervalo
[1,224; 3,576 ]

con una confianza del 95%.

La prueba de la condicién suficiente se deja al lector.




ESTIMACION POR INTERVALOS MW 145

5.3.2. INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA MEDIA
DE UNA DISTRIBUCION NORMAL SIENDO ¢ DESCONOCIDA

Dado el desconocimiento de ¢ en la distribucién poblacional N(y; o) la cantidad
pivotal a la que se recurre es’

n(Z-p _ x-p
2 ’
V-1 n-1

con distribucién de una variable aleatoria ¢ de Student con n -1 grados de libertad,

T(X; )=

siendo el estadistico s* la varianza muestral.

Por la simetria de esta distribucién respecto al origen de coordenadas, se llega,
al igual que en el caso anterior de la N(0; 1), a que el intervalo de longitud minima
es el formado por los valores opuestos [7; ¢] . Por tanto, siguiendo el método del

pivote, para un intervalo del nivel de confianza 1- o se determinara, en primer
lugar, el valor ¢ tal que

Pl-t<tin-1)<t]l=1-a

y, posteriormente,

donde, después de trasponer términos, queda

s 5?
Plx-t SpLx A+t =1-a
n-1 n-1

siendo, por consiguiente, el intervalo de confianza de longitud minima para la me-
dia p el definido por los limites

_ {sz _ }sz
X =14 ——; X+t .
{ n-1 n-1

7 Véase el capitulo 1.
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———
EJEMPLO 5

En una poblacién N(y; o), donde se desconoce el valor del pardmetro o, se obtiene una

muestra aleatoria simple de tamaiio 10, en la que
10 10
dDx, =41 y Y xl =229

i=1 i=1

Hillese el intervalo de confianza del 90% para la media de la poblacin.

Como

0
sP=a,-% = - (417 == -(4,1)’ = 6,09
X o@Dt =Tm- @D

y dado que en una distribucién #(n —1) = #(9) el intervalo del 90% se obtiene para un valor ¢
tal que

P[-t <£1(9) <1]=0,90
t = 1,8331.

El intervalo de confianza de longitud minima para p en este caso resulta

[4,1 -1,8331 "%; 4,1+1,8331 "—68—9 } = [2,592; 5,608].

5.3.3. INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA VARIANZA ¢
DE UNA POBLACION NORMAL

El pivote lo proporciona el lema de Fisher-Cochran® pues el estadistico

2
T(X; o) = o
G

sabemos sigue una distribucién x* con n -1 grados de libertad.

8 véase el capitulo 1.
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La distribucién x> de Pearson no es simétrica, por lo cual el intervalo de lon-

gitud minima se obtiene para unos limites extremos de calculo complejo. En este

caso, para llegar a un intervalo tnico, se opta por el criterio de repartir por el igual
la probabilidad complementaria a 1 - o , es decir, se hace

a =0, ==
1 2 2
aunque no sepamos, en muchas ocasiones, si el intervalo es de longitud minima.
Para calcular los valores tabulares X, y K, que verifican la expresién

PIK <x’(n-D<K,]=1-a

se tiene en cuenta que
P[xz(n—1)2K1]=1—a+%=l—%

POCi-D 2K =2

Determinados K, y K, , tendremos que

5 .
ns
PI:KISG—ZSKZ =l-a

donde, transponiendo términos, se llega a

2 2]
ns ns
P':—Scszs— =1-aq,

K, K,

siendo el intervalo de confianza para la varianza ¢* de una poblacién normal

[fi. ﬁ} .

KZ Kl

S

EJEMPLO 6

Con la misma informacién muestral del ejemplo anterior, determinese el intervalo de confian-

za del 80% para la varianza o® de una poblacién normal.

Los valores K, y K,, extremos del intervalo correspondiente a una distribucién xi(n-1),
%%(9), se obtienen sabiendo que

P[x’(9) 2 K] = 090
P[x*9) = K,] = 010
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resultando, pues
K, = 4168
K, = 14,684

El intervalo deseado es

{10-6,09, 106,09

; = [4,147; 14,611].
14,684 4,168

5.4 Intervalos de confianza
en poblaciones
no normales

B —

Cuando la poblacién de donde se extrae la informacién muestral no tiene un com-
portamiento probabilistico normal, para la construccién de intervalos de confianza de
sus respectivos parametros se seguiran los criterios que a continuacion se exponen.

5.4.1. CASO GENERAL

Si la poblacién tiene una distribucién f(x; 6) no normal para la obtencion del in-

tervalo de confianza del parametro © se puede utilizar cualquiera de los dos méto-
dos expuestos en el epigrafe 5.2 eligiendo aquel del que, en cada caso concreto,
resulte un desarrollo més sencillo.

Pero si no se conoce cudl es la distribucién de la poblacién es posible determi-
nar un intervalo de confianza acotado inferiormente, mediante la desigualdad de
Chebichev, para el parimetro media p de la poblacion siempre que se conozca el
valor de G.

En efecto, la desigualdad de Chebichev aplicada a cualquier variable aleatoria &
establece que

P[|E_‘—u|sK‘/V_(5]=1_}17.

En capitulos anteriores se ha expuesto que un «buen» estimador de la media pobla-
cional p es la correspondiente media muestral x

pk=x
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siendo
EX)=p
2
v =<
n

entonces, a través de la desigualdad de Chebichev, puede obtenerse la expresion

(¢}
Plx-p<K—=|21-qa
[I K \/;}

1

donde la cota inferior del nivel de confianza 1-o es tal que 1 -a =1- ek

derivandose como intervalo de confianza para el pardmetro p

[E—K%;fwtlfjc_;:'-

—
EJEMPLO 7

De una poblacién con o® =11, se extrae una muestra aleatoria simple de tamafio n = 36
siendo la suma de sus elementos

36
> x, =180.
i=1

Determinese el intervalo de confianza para la media poblacional p de, por lo menos, el 90%.

Como

1—a=0,90=1—7<!7,

tendremos que K = 3162, y como

25 e

=izl T _35

n 36

el intervalo de confianza para p de, por lo menos, el 90% es

[ Jir Vit

5-3162 i; 5+3,162 ——| = [3,255; 6,745].

V36 V36
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5.4.2. INTERVALOS DE CONFIANZA BASADOS
EN GRANDES MUESTRAS

Si el tamaiio muestral n es suficientemente grande, se puede hacer uso de las pro-
piedades asintéticas de los estimadores estudiados en capitulos anteriores, permi-
tiendo establecer la siguiente casuistica:

A. Intervalos de confianza para un parametro 0

Para determinar el intervalo de confianza de un pardmetro 6, siempre que la mues-

tra sea de gran tamaro, se puede partir del estimador méximo verosimil 6 ° pues,
como se sabe, tiene el comportamiento asintotico siguiente

é—”—>N(6; \/@)

es decir, O es asintoticamente normal, asintdticamente insesgado (si no es insesga-
do para cualquier tamafio muestral n) y asintoticamente eficiente (si no es eficiente
para cualquier n).

Su varianza asintética coincide con el inverso de la informacién de Fisher,
1

nE[aln fox; e)}2
56

V(®) = [1(0)]'=

Estos resultados permiten definir la cantidad pivotal

-0

V()

T(X; 0) = 45 N(0;1)

a partir de la cual se genera el intervalo de confianza para el parametro 6 siguiente
[6-k v ;:6+Kk V)]
N

Si no se conoce V(é) puede sustituirse por su estimacién V(é) , sin que ello
afecte apreciablemente la bondad de la aproximacién.

% Véase: propiedades de los estimadores maximo verosimiles en el capitulo 4.
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EE—
EJEMPLO 8

En una poblacién con distribucién exponencial dada por
1 -ox
f(X;9)=6e 8, x>0, 6>0.
Se extrae una muestra de tamafio n = 100 en la que
100 100
Dx; =214 y Y x2=1016.

i=1 i=1

Determinese el intervalo de confianza del 90% para el pardmetro 6.

Puede comprobarse, ficilmente, que el estimador méximo verosimil del pardmetro 0 en esta
poblacién es

06=x
y su varianza

0_2 2

V@) = V(@ = —-= 97

siendo la varianza poblacional desconocida, puesto que o? = 62.1°

Por la propiedad de invarianza de los estimadores méximo verosimiles, tendremos que

Para la muestra obtenida

b=x=12L 2" _-214
n 100

=2 2
Vo) = = = 24 _ 0045796,
n 100

Para un nivel de confianza del 90%, el valor tabular K se determina sabiendo que
P[-K < N(0; 1) £ K] = 090,

donde K = 1,64, y el intervalo de confianza para 6 resulta

P[2,14 - 1,64 \J0,045796 ; 2,14 + 1,64 J/0,045796 ] = [2,105; 2,491].

107 a demostracién se deja como ejercicio al lector.
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B. Intervalo de confianza para la proporcién p de una poblacion
dicotémica
En una poblacién binomial B(l; p) se toma una muestra aleatoria simple de tama-
fio n.
El estimador maximo verosimil del pardmetro p es
n
2%
i=1

p=x="=—,

donde cada variable x, toma el valor 1 si presenta la caracteristica estudiada y 0 en

caso contrario.
Sabemos que
2
A — 1 _
V(p)=vE ==29_ pd-p)
n n n

Por otra parte, por el teorema de Moivre-Laplace, el estadistico p tiene una
distribucién asintéticamente normal dada por

p—d N[p; p(l—p)]
n

lo que facilita la construccion del pivote

>

T(X; p) = _

pl-p
n

—“p—)—>N(0; 1),

expresion en la que se ha sustituido

V(p) =P_(1_—i)
n

por su estimacion.

Si se fija el nivel de confianza en 1 - ., se obtiene la constante tabular K como
se ha hecho habitualmente, tomando

P[-K < N(O;1)<K]=1-aq,
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siendo el intervalo de confianza para el parametro p resultante

n ’ n

EJEMPLO 9

De una urna con bolas blancas y negras se obtiene una muestra aleatoria simple de tamafio
n = 140, observandose 80 bolas blancas.

Hallese el intervalo de confianza de la proporcién p de bolas blancas de la urna al nivel
del 99,7%.

Al repetir el experimento B(l; p), extraccién de bolas con reposicion de la urna, un nimero

de 140 veces con un resultado de 80 bolas blancas, el estimador maximo verosimil de la
proporcion p es

n 140

El valor tabular K se determina teniendo en cuenta que
P[-K < N(0; 1) < K] = 0997,

donde K = 3.
Por tanto, el intervalo de confianza para p es

0573 |2TU=05D .57, 53 05T U=05D |'_ 4 445; 0,696].
140 140

5 5 De*lermmaclon del
tamano de la muestra

En este epigrafe consideraremos cémo se puede fijar el tamafio de la muestra en los

casos de estimacién de una media poblacional p o de una proporcién p, pardmetros
mas frecuentemente utilizados en una investigacion.
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A. Determinacién del tamaiio de la muestra para estimar la media p
de una poblacién con ¢ conocida

Para una poblacién normal N(p; o) se ha visto anteriormente que el intervalo de
confianza del pardmetro p al nivel 1- o viene dado por la expresion

(e} (e}
P x—-K—<u<x+K—|=1-a
[ N }

7

que puede definirse equivalentemente por

P[|X’-p|sK—f_’ﬂ=l—a

donde al ser p* = X, la expresion |)? - u| = | p* - p| representa el error «e» que
se comete en el proceso de estimacion.

Si situamos dicho error «e» en el limite aceptado, es decir, si hacemos

- (o)
e=|X-p|=K—,
-] K
es posible determinar el tamafio de la muestra n a través de la igualdad
K*c®

que permite calcular, fijado un nivel de confianza 1 - o del que depende el valor
tabular K y el error méximo «e» que se estd dispuesto a aceptar, el tamafio de la

muestra n que habria que tomar, bajo el supuesto de que o’ es conocida.

EJEMPLO 10

Determinese el tamafio de la muestra necesario para estimar la media p de una poblacién
con o =472, si se quiere tener una confianza del 95% de que el error de estimacion se

sitde, como mucho, entre +0,05.

Como 1-o = 095, en las tablas de la N(0; 1) se obtiene K = 196, por tanto,

o (196" - @42y

> = 27.106 elementos muestrales
(0,05)
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B. Determinacién del tamaiio de la muestra para estimar la media p
de una poblaciéon con ¢ desconocida

Partimos del intervalo de confianza de la media p al nivel 1 - o

2 2
P{f—t‘/s Spsf+t1,s }=1—a.
n-1 n-1

pudiendo expresarse este intervalo, también, como

P s? 1-a
X —ul < =1-
|x ul_t P

¥y, por el mismo razonamiento anterior, el tamafio muestral n se determina a partir
de la expresioén

C. Determinacion del tamaiio de la muestra para estimar
la proporcién p de una poblacién

Analogamente a lo contemplado hasta ahora, se considera el correspondiente inter-
valo de confianza para el parametro p al nivel 1 - o

P[p_K }MSPSI,”{ fMJ:l-a,
n n

donde la probabilidad de cometer un error e = |13 - p[ viene dada por
P['ﬁ—p|sK /i’(l—ﬁ)}=1_a
n

2501 A

concluyéndose que

Si no se dispone de una estimacion previa de p, por ejemplo, a través de una mues-
tra piloto de tamafio reducido, se puede utilizar la cota superior
K2
n=—
4¢?
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pues
PO |
méx p(1 - p) =7

EJEMPLO 11

Determinese el tamafio muestral necesario para estimar la proporcién p de una poblacién,

con una probabilidad del 99,7% de que el error cometido en la estimacién sea como mucho
del £2%.

Al nivel 1—a = 0997, le corresponde un valor tabular, enla N(0; 1), K = 3, por tanto,

32
n=—— — =5625
4-(0,02)




CAPITULO 6

Contrastacion
de hipotesis

Conceptos generales

La funcion de probabilidad de una variable aleatoria &, f(x; ), discreta o conti-

nua, depende de un parametro 6 que toma valores en el espacio paramétrico © ,
0 € ®, de tal forma que para cada valor de 0 en @, la funcién f(x; 6) es distinta!.

Una hipétesis estadistica sobre el parametro es una conjetura sobre los valores
concretos que pueda tomar.

El establecimiento de una hipdtesis sobre 6 supone dividir su espacio paramé-
trico en dos partes: una, que denominamos ®,, integrada por el conjunto de valo-
res de © que cumplen la hipétesis otra, ®,, por el conjunto de valores que no la
cumplen, es decir, el conjunto complementario del primero. Los dos conjuntos ©,
y ©, son disjuntos por definicién, ®, U ®, = @, siendo tal division una particién
del espacio paramétrico ©.

o puede ser un vector integrado por k pardmetros, y el espacio paramétrico © sera k-dimensional.

157
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A la hipétesis que se desea contrastar la denominamos hipdtesis nula
H, [0 € ©,] y, a la otra, hipétesis alternativa H, [0 € ©,]. La asignacién del
término nula® o alternativa a una u otra hipétesis es arbitraria si bien, tradicional-
mente, se denomina nula la hipdtesis que implica el valor existente del parametro,
o la que suponemos maés estable, siendo precisa una elevada evidencia para recha-
zarla.

EE——
EJEMPLO 1

En la distribucién B(l; p) el campo de variacion del parametro p es el intervalo (0; 1). Una
hipétesis nula puede ser la pertenencia de p al intervalo ®, = (0; 03] y la alternativa a
®, = (03;1), esdecir, Hy={0<p<03}, H ={03<p<1}.

Si los subconjuntos ®, y ©, se componen de un solo elemento (6, y 6,, res-

pectivamente) las hipétesis correspondientes se denominan simples y, en caso con-
trario, compuestas. En la hipétesis simple, la distribucién de probabilidad queda
perfectamente determinada (y es tnica), cosa que no sucede en las compuestas,
donde coexiste un cierto nimero de ellas, nimero que puede ser infinito.

El problema que se plantea en un contraste de hipdtesis es la determinacién de
cudl de las dos hipétesis puede ser aceptada. A continuacién se expone la metodo-
logia para dar solucién a este problema.

6.2 Contraste de hipétesis

Un contraste o test de hipétesis es una regla de decision mediante la cual optamos
por una u otra hipdtesis, a la luz de la informacion proporcionada por una muestra
extraida de la poblacién objeto de estudio.

El procedimiento para llevar a cabo un contraste es el siguiente: se procede a
una particion del espacio muestral & en dos subconjuntos disjuntos, C'y C*, de tal
forma que si el punto muestra X pertenece a uno de ellos, por ejemplo a C, llama-

2 El término hipdtesis nula fue introducido por.Fisher en su exposici6n sobre el caso de la dama y el té con
leche para representar la hipotesis defendida por este investigador: la nula posibilidad de que la dama pu-
diera distinguir el orden en que se vertieron el té y la leche.
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do region critica, se rechaza la hipdtesis nula y si, por el contrario, pertenece al
subconjunto complementario C*, regién de aceptacion, se acepta la hipétesis nula.
El rechazo de la hipétesis nula equivale a la aceptacion de la alternativa, y vicever-
sa. Debiendo entender la aceptacion o rechazo de una hipétesis en el sentido que la
muestra ha proporcionado evidencia suficiente, pero no absoluta, para que sea ra-
zonable la aceptacion o el rechazo de la hipétesis.

EJEMPLO 2

El peso de un producto oscila entre 1 y 4 kg y puede distribuirse con media 2 kg o 3 kg. Se
toma una muestra aleatoria de tamafio uno, si el peso es mayor que 2,6 kg se rechaza la
hipétesis que la media sea igual a 2 kg y se acepta, por consiguiente, que sea igual a 3 kg.

El espacio muestral X es el intervalo [1; 4], la regi6n critica el subintervalo C =[2,6; 4]
y la regién de aceptacién el subintervalo C* =[1; 2,6), de tal forma que

X=C*u C =[1;2,6) U[2,6; 4] =[1; 4].

La soluci6én dada al problema de la contrastacion de las dos hipétesis implica la
posibilidad de acertar o fracasar en la eleccién al no saber con certeza cual es la
verdadera. La situacién queda reflejada en el cuadro siguiente:

Decision
Aceptar H, Rechazar H,

Hipétesis Hy Correcta Errénea

certa H, Errénea Correcta

que expresado de otra manera dice que

Si la hipétesis nula es cierta y se acepta la decision es correcta.

Si la hipétesis nula es cierta y se rechaza la decision es errénea, y a este
error se le denomina error de Tipo I, o de primera especie.

Si la hipétesis alternativa es cierta y se acepta la decision es correcta.

Si la hipdtesis alternativa es cierta y se rechaza la decision es erronea, error
denominado error de Tipo II o de segunda especie.

Las situaciones de error, como las de acierto, son desconocidas e incontrolables
de manera cierta, sin embargo, procuraremos establecer controles sobre ellas me-
diante el conocimiento de las probabilidades de cometer los mencionados errores.
Para ello distinguiremos el caso de hipétesis simple del relativo a hipétesis com-
puestas.
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6.2.1. HIPOTESIS SIMPLES

La probabilidad de cometer el error de Tipo I (rechazar la hipdtesis nula siendo
cierta) se llama nivel de significacién del contraste, o tamaiio de la region critica
o del contraste, y se designa por a.

La probabilidad de cometer el error de Tipo II no tiene nombre particular y se
representa por [, utilizandose preferentemente su complementario a la unidad,
probabilidad llamada potencia del contraste que es la probabilidad de rechazar la
hipétesis nula siendo falsa®.

El célculo de las probabilidades anteriores se realiza de la siguiente forma. El
suceso que el punto muestra X pertenezca a la region critica, X € C, implica re-

chazar la hipétesis nula y si ésta es cierta designaremos el suceso por {X € C/H,},
y si la alternativa es cierta por {X € C/H,}.

Segin esto, el nivel de significacion del contraste es

o = P (error de Tipo I) = P (rechazar H, siendo cierta) = P(X € C/HO)

B = P (error de Tipo II) = P (aceptar H siendo falsa) = P(X € C*/Hl).

En la practica, en vez de utilizar P (error de Tipo II), B, se recurre, como diji-
mos, a su complementario, la potencia del contraste
1 - B = P(rechazar H siendo falsa) = 1 — P(aceptar H, siendo falsa) =
=1-P(XeC*H)=P(Xe C/H)).

En el ejemplo siguiente vemos que es posible conocer estas probabilidades.

EJEMPLO 3

En una poblacién N(p; 2) tenemos la hipétesis nula Hj [u = 1] y la alternativa H, [p = 4] .

Se toma una muestra aleatoria de tamafio uno y se considera como regién critica el intervalo
[2; ), es decir, si el valor muestral es igual o superior a 2 se rechaza H,, en caso contra-

rio se acepta.

La probabilidad del error de Tipo I, nivel de significacién, es la probabilidad de que el
valor muestral pertenezca a la regién critica, [2; ), cuando es cierta la hipétesis nula,

3 Este suceso es equivalente al de aceptar la hipétesis alternativa siendo cierta.
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H, [p = 1]. En estas condiciones no tenemos més que hallar en una distribucién N 2) la
probabilidad del suceso {x, > 2}

a = P(error de Tipo I) = P[x, > 2/N(1; 2)] =
= P(1+2€ 22)=P[N(@©; 1) > 0,5] = 03085
con lo cual comprobamos que, efectivamente, aunque no sepamos si la eleccién ha sido acertada
0 no, disponemos de un criterio razonable de informacién. Informacién completada con el cal-

culo de la probabilidad del error de Tipo II, probabilidad de aceptar la hipétesis nula siendo
falsa, es decir, si se acepta H,, ser4 porque el valor muestral no pertenece a la region critica y si

al intervalo complementario (—o; 2) , siendo cierta la hipétesis alternativa, N(4; 2),

B = P(error de Tipo II) = P[x, < 2/N(4; 2)] =
=P(4+2 <2)=P[N(@;1) <-1] = 01587.

Dado el desconocimiento que el experimentador tiene sobre qué hipétesis es la
correcta no sabra en cudl de las cuatro situaciones descritas se encuentra, dos co-
rrectas y dos incorrectas. Ante la posibilidad de cometer un error el experimentador
pretende protegerse* haciendo que la probabilidad de cometerlo sea minima, siendo la
situacion ideal fijar el nivel de significacién lo menor posible por ser la probabilidad
de cometer un error’ y, simultdneamente hacer la potencia lo mayor posible por ser
la probabilidad de un acierto.

Este planteamiento no puede llevarse a cabo simultdneamente pues el nivel de
significacion y la potencia del contraste no son independientes, es decir, no se
pueden fijar arbitrariamente por separado (véase el ejemplo 4).

No obstante, es preciso establecer alguna clase de control sobre las probabili-
dades de los dos errores a fin de minimizar alguna de ellas. La eleccién entre el
minimo nivel de significacién o la maxima potencia depende del coste que suponga
cometer el error de Tipo I o el error de Tipo II. Convencionalmente, se fija el nivel
de significacion en valores reducidos, por ejemplo, 0,10, 0,05, 0,01, etc.

Tal y como se ha definido el procedimiento para contrastar hip6tesis, una parti-
cién del espacio muestral & en dos subconjuntos disjuntos, el mimero de contrastes
para distinguir entre dos hipétesis concretas es elevado®, tantos como particiones
distintas se puedan hacer en el espacio muestral &, por lo cual parece razonable
plantearse la posibilidad de que unas particiones conduzcan a mejores resultados
que otras, en el sentido que la conclusion sea mas o menos segura.

4 Esta precaucion no es otra cosa que un intento de controlar la aparicién de errores.
5 De hecho estamos planteando la existencia de un suceso raro y, como tal, poco probable (Ley del azar).

% Incluso infinito.
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EJEMPLO 4

Consideremos la variable aleatoria con funcién de densidad 6 e, para 6 >0 y x > 0. Se
contrasta la hipétesis nula H, [0 =1] frente a la alternativa H, [0 = 5], mediante una
muestra aleatoria de tamafio uno, siendo la regién critica el intervalo {0 < x, < K}, lo que

implica que la de aceptacién es {x, > K} y
{0<x <K}u{x >K}={x >0}

Si el nivel de significacién es a., el valor de K, constante que delimita la regién critica’,
se calcula del siguiente modo

a = P(rechazar H siendo cierta) = P (x; < K /H0 [6=1]) =
K
= I eMdy =1-e¥ =a
o

y despejando de la ecuacién 1-— X = o la constante K, tenemos K = —In (1- ). La so-

lucién indica que la regién critica depende, como sabiamos, del nivel de significacién. Ha-
llamos, a continuacion, la potencia del contraste

Potencia = 1-B = P(X € C/H,[0 = 5]) = P(x; < -In (1-@)/H)) =

—In (1-a)
= J 5¢7%% dx, =1-e""0 =1-(1-a)’ =1-8,
0

es decir, B = (1 - a)’. Del resultado se deduce, claramente, que la relacién entre la potencia

del contraste y el nivel de significacién es directa (Fig. 6.1); cuando disminuye a, situacién
deseable, disminuye también 1- B, situacién no deseable.

0,0 v v v — —
0,0 0.2 0,4 0,6 0,8 1

FIGURA 6.1
Relacién entre el nivel de significacién y la potencia del contraste

7 Particién del espacio muestral en dos intervalos.
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Si para un mismo nivel de significacién® un contraste presenta mayor potencia
que la de cualquier otro, diremos que el primero es la mejor regién critica, siendo
preciso destacar que no siempre existe este tipo de contraste.

Si en un experimento estuviera involucrado un nimero de contrastes reducido,
todos del mismo tamafio o, la obtencién del mas potente no ofrece especial difi-
cultad. La situacion cambia completamente cuando precisamos el contraste mas
potente de entre todos los posibles contrastes del mismo tamafio. La solucién a este
problema, cuando existe el contraste uniformemente més potente, la proporciona el
lema de Neyman-Pearson.

6.2.2. LEMA DE NEYMAN-PEARSON

Sobre el pardmetro 6 de una funcién de cuantia o densidad f(x; ) se establecen dos
hipGtesis simples: nula H, [6 = 6,] y alternativa H, [0 = 6,]. Se toma una muestra
aleatoria simple de tamafio 7 cuya funcién de verosimilitud es L(X; 0) y se particulari-
za para cada una de las hipétesis, L(X; 6,) enlanulay L(X; 6,) en la alternativa.

Se divide el espacio muestral X en dos subconjuntos disjuntos C y C*,
X = C U C*, siendo C la region critica y C* la regién de aceptacién.

Si cuando la muestra X pertenece a C (X € C) se verifica

LX9) g
L(X; 6) ~

mientras que si X € C*

L(X; 9,)
L(X; 0,)

’

el contraste que se obtiene es dptimo, el que proporciona la mejor regién critica.

En estas condiciones, si el contraste se realiza con un nivel de significacién a.,
la regi6n critica C tiene mayor o igual potencia que la de cualquier otra regién de
ese mismo tamafio’.

8 Al fijar el nivel de significacién se eliminan todos los contrastes cuyo tamafio sea distinto.

% Esto no supone necesariamente que sea la dinica regién con potencia mayor o igual que el resto sino que es
una de las regiones que tiene potencia-mayor o igual, de tal manera que si hay varias regiones con la misma
potencia, es indiferente utilizar una u otra para el contraste. Tampoco implica que la potencia sea elevada
sino que es la mayor de todas ellas.



164 B FUNDAMENTOS DE INFERENCIA ESTADISTICA

Consideramos otra regién critica A, del mismo tamafio o, no siendo C'y A4 dis-
juntas, C N A # &, y establecemos las dos igualdades siguientes

C={CnAju{Cn A%
A={Cn A U{C*n 4}

como se indica en la figura 6.2

FIGURA 6.2

Teniendo en cuenta las particiones efectuadas en cada region, la probabilidad de
que un punto muestra X pertenezca a la region critica C es

PXeC) =PXe{CnA)+PXe{Cn A%)
y a la regién critica A
PXeA)=PXe{CnA)+PXe{C*n A4})
restandolas
P(XeC)-P(XeA)=P(Xe{CnA*})-P(X ec{C*n A}). [1]

Bajo la hipdtesis nula P(X € C / H) y P(XeA4 / H,) son los niveles de sig-

nificacion del contraste en cada region critica pero al ser, por hipétesis, las dos
regiones criticas del mismo tamafio o se verifica que

P(X e C/Ho) -PXe€ A/HO) =0
y de [1] tenemos

P(X € {Cn A% /H,) - P(X € {C* " A}/H,) = 0
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que, en el caso continuo'’, estas probabilidades se pueden expresar como
I LX;0) dX - |  L(X;0,) dX = 0. 2]
CNA* C*Nn A
Si la hipdtesis alternativa es cierta, las probabilidades P(X e C/H,) y

P(X € A/H,) son las potencias de cada una de las regiones criticas, debiéndose

demostrar que la potencia de C es, al menos, igual que la de A, es decir, que en las
condiciones del lema se verifica

P(XeC/H)2P(XecA/H)).
La diferencia de probabilidades bajo la hipétesis alternativa segiin [1] es
P(XeC/H)-P(XeA/H)=PXe{CnA}/H)-PXe{C*n A}/H)) =

= J' L(X; 0,) dX - L(X; 6,) dX. 3]
CNA*

C*n A

Segin las condiciones iniciales del lema, si el punto muestra pertenece a la re-
gion critica C'y, en particular, a C N A*, tiene lugar que

L(X; 6,) < K L(X; 6,)
y fuera de ella, en C* y, en particular, si pertenece a C* N A, se verifica que
L(X; 6,) > K L(X; 6,).

Integrando en estas dos desigualdades

j LX;0)dX <K | LX;6)dxX [4]
CNA*

CNA*

I LX;0,)dX >K| L(X;6)dX. 5]
CNA*

CNA*

Multiplicando en [3] por la constante K, sustituyendo las integrales por las co-
tas obtenidas en [4] y [5], respectivamente,

K[P(X € C/H,) - P(X € A/H,)] =

=K L(X; 0) dX - K L(X; 6,) dX 2

CnA* C*nA

zj L(X;GO)dX—.[ L(X; 0,) dX.
CnA* C*nA

101 a demostracién para una variable aleatoria discreta es similar.
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En la expresi6n [2] vimos que las dos tltimas integrales son iguales, por lo que,
K[P(XeC/H)-P(XecA/H)]20
eliminando la constante K '
PXeC/H)-PXecA/H)20
0, equivalentemente,
P(XeC/H)2P(XecA/H)

y el lema queda demostrado.

EJEMPLO 5
Sea la funcién de densidad
f(x;0)=0e™, para x>0, 6>0.

Determinese la mejor regién critica en muestras aleatorias de tamafio 1, para contrastar la
hipétesis nula H [6 = 1] frente a la alternativa H, [6 = 2].

La funcién de verosimilitud es
-8 ix,.
L(X;0)=0e™ ...0e®™ =g"¢ =
y el cociente de las funciones de verosimilitud bajo cada una de las hipétesis
-8, ix‘. n n
L(X;0,) 6pe 7 [eo ] RORPR

LX:0) o3 9
e i=1

K

1
1

tomando logaritmos

n Que, por ser cota de cociente de funciones de verosimilitud, no es negativa.
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n
Conocida la distribucién en el muestreo del estadistico le. , bajo H, y H,, podemos
i=1

determinar Ky, por consiguiente, la mejor regién critica.

Por la definicién de nivel de significacién

a = P(rechazar la H; cuando es cierta) =

3k

n n
necesitando hallar la distribucion en el muestreo de Y. x, . El estadistico > x, , suma de n
i=1 i=1

variables aleatorias independientes con la misma distribucién, ©e™® , es una variable
gamma G(n; 0) distribuida'? como

n
0 xn—l e—ex
I'(n)

Si disponemos del nivel de significacién tenemos que

f(x; 0) =

a= P{Zn:xi > K/HOJ = P[G(n; 8) > K /H,] =
i=1

= r % prt g0 g
x ['(n)
y de esta ecuacién despejamos K.

Como la muestra es de tamafio uno y el nivel de significacion igual a 0,05

0,05 = j 0, dx, = e K,
K

In 0,05

)

K=-

y siendo 6, =1

K =-In0,05 = 2,996.

12 Véase MARTIN PLIEGO y RUIZ-MAYA: Fundamentos ... Capitulo 7.
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El lema de Neyman-Pearson no solamente dice que cuando la muestra pertene-
ce a la regio6n critica, la region del espacio muestra & donde se verifica

L(X; 6,)

<K,
L(X; 6,)

sea la mejor regién critica entre todas las del mismo tamafio, sino que proporciona
un camino para determinar cuél es, y lo hace mediante un estadistico, pudiéndose
prescindir de la necesidad de comprobar la pertenencia del punto muestra a la re-
gién critica C, tal como se indica en la cadena de sucesos siguiente

L(X; 8,) _

. 12
{XeC}= {L(X; 0 < K} = {T(X; 6,,0,) <K},

por lo que la pertenencia de la muestra a la regiéon C equivale a que el valor del
estadistico 7(X; 6, 6,) sea menor que una constante K, , que habra que determinar

en cada caso.

Como los sucesos anteriores son equivalentes, sus probabilidades son iguales

L(X;0,)

PXeC)=P {L(X 6,

KJ =P[T(X; 6,,0,) <K|].

Si conocemos la distribucién en el muestreo del estadistico 7(X; 0y, 0,) , podemos
determinar el valor de K, , bien al haber establecido el nivel de significacion a o la
potencia del contraste 1 -3, obteniendo la mejor regién critica

L(X; 0,) _

a=P(XeC/H)) = P{L(X; o)

K/ } P[T(X;8,,6,) <K, /H,]
L(X; 6,) _

X 6) K/ J P[T(X; 6,,6,) < K, /H,].

1—B=P(XeC/H1)=P{

En la mayoria de las ocasiones, la determinacién de la distribucién en el
muestreo de T(X; 6, 6,) puede ser complicada, por lo cual, el camino es el de la

simplificacion hasta llegar a un estadistico T(X; 0y, 8,) con distribucién en el
muestreo conocida o facil de obtener. Actuar de esta manera implica que sélo nece-

12 g estadistico T(X; 6, 6,) es gl resultac_io de simplificar el cociente %%%), pudiendo cambiar el
e
sentido de la desigualdad inicial.
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sitamos efectuar el calculo de la constante K en el iltimo eslabén de la cadena.
Bien entendido que, sea cual sea el punto donde nos detengamos, el resultado del
contraste serd siempre el mismo, pues los sucesos que componen la cadena son
equivalentes.

Mediante el ejemplo siguiente aclaramos lo que supone la cadena de sucesos
equivalentes o de probabilidades iguales.

—
EJEMPLO §

Sea la variable aleatoria & con funcién de densidad
f;0)=@®+1)x° para 0<x<1ly 6>0.

Hallaremos la mejor regién critica para el contraste de la hip6tesis nula H [0 = 1] frente a
la alternativa H, [0 = 2], tomando una muestra aleatoria de tamafio uno, y suponiendo que
el cociente de funciones de verosimilitud sea menor que 0,8

Lix; 8) g,
L(x; 9,)

En términos del lema de Neyman-Pearson, esta relacién dice que si la muestra pertene-
ce a una region critica donde se verifica esta desigualdad esa region critica es la mejor, en el
sentido que su potencia serd la mayor, de entre todas las del mismo tamaiio,

Lgi0) 24 _ 2 <08.
L(x;6) 3x; 3x

Si nos detenemos aqui la mejor region critica es de la forma C = {3— < 0,8}, y si segui-
X
1

mos simplificando, llegamos a
2 cogl= L <12 :{inl}
3x x 12

. . e 1
siendo, entonces, la forma de la mejor regién critica C = {E < xl} ‘

9.

Comprobaremos que el nivel de significacién calculado en cada una de ellas es el mis-

mo, es decir,
PiSO,S_HO =P—1—Sx]/H0-
3x, 1,2
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Nivel de significacion en la region critica {31 < 0,8}
X

a = P(rechazar la H, siendo cierta) =

L(x ;0

_p| E09%) gy |-
L(x;9,)

_ p[i <03 /HO]
3x,

Como nos hemos detenido en la regién critica {31 < 0,8} necesitamos hallar su dis-
X

tribuci6n en el muestreo. Para ello consideramos la variable aleatoria n = % y calculamos

su funcién de distribucién

38

=1—P[§<i]=1-1{ :
3y 3y

G(: 8) = P(n Sy)=P[iSy]=P[

|
D
S R

y la funcién de densidad es
' 2 2
g(y;8) =G'(y; 0) = —f(—; 9]( j =
3y

3
0+1
=@+1) @) y 2,

El campo de variacién de n es el intervalo [% oo).
-3

Bajo la hipétesis nula, la funcién g(y; 6/H,) es igual a % y

Volviendo al célculo del nivel de significacién

a= PL‘i < 0,8/H0J = P(n < 08/H,) =

xl
0,8 .88 N
= Z‘.F,'(y;e/Ho)dy= , 3 dy =
3 3

= 0,3056.
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- p| Ei 89) -p| L / _
a_P[L(xl;Gl) SO,S/HO}-PL,Z <x [H,|=

1 1
= Lf(x,; 0/H,) dx = LZ% dx =
1,2 1,2

Nivel de significacién en la region critica {% < xl}

= 0,3056.

Como vemos se llega, necesariamente, al mismo nivel de significacién en ambas regio-
nes criticas.

Hipétesis compuestas

Una hipétesis es compuesta, como hemos indicado, cuando el subconjunto del es-
pacio paramétrico ® definido por ella contiene mas de un elemento pudiendo ser
compuesta la hipétesis nula, la alternativa o ambas. De las distintas situaciones que
pueden darse, estudiaremos el caso en el que la hipétesis nula es simple y la alter-
nativa compuesta'’.

De las posibles hipétesis alternativas compuestas, consideraremos dos tipos
®>6,) 6 (6<6,)) y 66,

Esta diferencia de hipdtesis compuestas conduce a contrastes o tests unilaterales
en el primer caso y bilaterales en el segundo'.

En los contrastes unilaterales la region critica se compone de un solo intervalo,
siendo del tipo 7(X) > K o T(X) < K, pues la hipotesis alternativa se verifica
para valores del parametro mayores o menores que 6, , segin sea el caso, sin que

tenga que haber necesaria correspondencia entre el sentido de la desigualdad inicial
y el final de la regién critica.

B Elcasoenel que la hipétesis nula es compuesta no lo tendremos en cuenta en este manual.

14 Se conocen, también, como contrastes de una cola y de dos colas.
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Por el contrario, en los tests bilaterales la hipétesis alternativa se verifica para
cualquier valor del parametro distinto de 6,, mayores o menores que 6, y la

region critica adopta la forma | T(X)| > K, es decir,

{IT(X) < -K1U[T(X) 2 K1} .

6.3.1. FUNCION DE POTENCIA

Sea una hipotesis alternativa compuesta H,[6 € ©,] que se opone a la nula
H, [0 = 6,] . La funci6n de potencia se define como'’

P(0) = P(rechazar la hipétesis nula H)) = P(X € C),

resultando que P(6) es funcion del parametro 6 y obteniéndose para cada valor de
0 compatible con la hipétesis alternativa, 6 € ®,, la potencia que tendria la alter-
nativa simple correspondiente a ese valor de 6.

Cuando la hipétesis nula es simple, 6 = 6,, la funcién de potencia particulari-
zada para ella es igual al nivel de significacién, P(6;) = o, puesto que

P®,)=P(XeC/H)=PXeC[0=0)=a.

E——
EJEMPLO 6

En la funcién de densidad
f(x;0)=06 e®, para x>0, 6>0,

se plantean las hipétesis H [0 = 2] y H, [0 > 2], tomando para el contraste una muestra
aleatoria de tamafio uno.

La mejor regién critica segin el lema de Neyman-Pearson es x, < K y si, por ejemplo,
el nivel de significacién es 0,07

K
o = P(x; < K/Hy) = '[ 2¢™ dx, =1-€ =007
0
y el valor de KX es igual a 0,036.

15 Este concepto sustituye al de potencia del contraste que se utiliza en los contrastes de hipétesis simples. Al
ser la hipétesis alternativa H, compuesta no se puede asignar un inico valor numérico a la probabilidad de

rechazar la hipétesis nula cuando es falsa’(aceptar H, cuando es cierta), por lo que la probabilidad de re-
chazar la hip6tesis nula quedard como funcién del pardmetro 6.
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Segun esto, la potencia del contraste es

1 - B = P(aceptar H, siendo cierta) =
=PXe C/H]) =P(x; < O,O36/H1) =

006
= J. 0 e dx, =1-e 0%
0

P(6)
1,0
09 +
08 +
074
06 1
051
04 1
03 1
02 1
01 4

FIGURA 6.3

El resultado indica que no es posible obtener un valor concreto para la potencia del
contraste, sino que se llega a una funci6n del pardmetro 6, es decir, para cada valor de 6
compatible con la hipétesis alternativa (en este caso, 6 > 2) se obtiene un valor que seré el
correspondiente a esa hipétesis simple. En la figura 6.3 apreciamos cémo a medida que
el pardmetro 6 toma valores mas alejados de 2, hipétesis nula, la potencia de los posibles
contrastes simples tiende a la unidad.

Si 0 =10, la potencia resulta 0,302, valor que corresponde a la potencia del contraste
en el que la hipdtesis alternativa fuera simple, H, [0 = 10] .
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B Contraste insesgado'®

Un contraste es insesgado cuando

méax P(rechazar Hy)) < min P(rechazar H,).
6e 6e©

En el caso de hipdtesis simple, el minimo de la funcién de potencia coincide con el
nivel de significacion; es decir, el contraste serd insesgado cuando la probabilidad
de rechazar la hipotesis nula siendo cierta siempre es menor que la de rechazarla
siendo falsa.

En el caso de hipotesis nula simple, se tendrd que el nivel de significacién
(probabilidad de rechazar la hipétesis nula siendo cierta) sera siempre menor que la
de rechazar H;, en cualquier otro caso, es decir,

a<PO) para 6¢€0,.

El interés de los contrastes insesgados no reside tanto en el hecho, con ser im-
portante, de que el nivel de significacion no sea superior a la potencia del contras-
te, como en que constituyen una clase de contrastes que permiten llegar a la obten-
cion de regiones criticas 6ptimas.

B Contraste consistente

Un contraste se denomina consistente si su funcién de potencia es tal que si 6 € ©,

lim P(©) =1.

n— «©

6.3.2. CONTRASTES UNIFORMEMENTE MAS POTENTES (CUMP)

Si existe un contraste optimo, denominado contraste uniformemente mas potente,
viene determinado por el lema de Neyman-Pearson que establece que la region
critica 6ptima C debe cumplir las siguientes condiciones'”:

Cuando la muestra X pertenece a la regién critica C se verifica

L(X; 6,) <K
L(X; 6)

16 Se e denomina, también, centrado.

17 La demostracién del lema de Neyman-Pearson en el caso de hipdtesis compuestas es andloga a la que se
ofrece para hipétesis simples.
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mientras que si X € C*

L(X; 8,) K
L(X; 6)

donde 6, €, y 6 € ©,.

El que una hipétesis sea compuesta tiene como consecuencia que al poder tomar
el parametro mas de un valor, la distribucion de probabilidad de la poblacién queda
indeterminada, no siendo posible calcular probabilidades de ciertos sucesos. Una de
las consecuencias de plantear hipétesis alternativas compuestas podemos apreciarla
en los ejemplos siguientes.

E——
EJEMPLO 7

En la funcién de densidad
f(x;0)=0e®, x>0 y 06>0,
y para contrastar la hipétesis nula H; [6 = 6] frente a las alternativas [ > 6,], [6<6,]

0 [6 # 6,], hallamos la mejor regién critica mediante el lema de Neyman-Pearson.

El cociente de funciones de verosimilitud es

L(X; 6) 0 -2
-(6g - 6) ixi n
e =l < [-ée—J K,
0

siendo

Hipétesis alternativa [0 < 6]

Como 6, > 6, 6, -6 > 0 y la mejor region critica es in > K.
i=1

Hipdtesis alternativa [0 > 6]

n
Como 6, <9, 8,0 <0, la mejor regién criticaes Y x, < K.
i=1
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Hipétesis alternativa [0 # 6]

Al no saber si 6, >0 o 8, <8 se desconoce el signo de 6, -6 y no se puede obtener la

mejor region critica mediante el lema de Neyman-Pearson, debiendo recurrir a otros proce-
dimientos, como se expondra en el capitulo siguiente.

EJEMPLO 8
En una distribucién N(u; o) con varianza conocida, hallamos la mejor regién critica para el

contraste de la hipétesis nula H; [u = py] y de la alternativa H, [u # ;] . Para ello apli-
camos el lema de Neyman-Pearson.

El cociente de funciones de verosimilitud particularizadas para las dos hipdtesis es

1

L(X;p,) 27 ‘:’m ~h)? - ;("" w?
L(X; p)

Ol B N
2

=e ° <K,

tomando logaritmos

npd - pd)  n@y -
- %cz + 252 ¥ <Ink,

2 22
(p.o—u)fSK=G7[anl+-n&l—gcz—u)}-

La region critica adopta la forma (u, — p)x < X .

Para despejar la media muestral necesitamos conocer el signo de la diferencia g — p,
pues de €l depende el sentido de la desigualdad: si py—p >0 la regién critica seria
X< K ysip,—p<0 sellegarfaa ¥ > K, y dado el desconocimiento del signo no po-
demos obtener la mejor regién critica aplicando el lema de Neyman-Pearson.
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Ejercicios resueltos

EJERCICIO 6.1 Tenemos una poblacién N(u; 1). Sobre el parimetro p se esta-
blecen dos hipétesis: hipétesis nula que p = 1, hipétesis alternativa p = 2. La re-
gion critica es el intervalo [2,282; ). El contraste se efectiia mediante una muestra
aleatoria de tamaiio uno.

Determinese el nivel de significacién y la potencia del contraste.

SOLUCION.
Nivel de significacion
Segiin la definicién de nivel de significacién es igual a
o = P(rechazar la hip6tesis nula siendo cierta) = P(X e C/HO) =
= P[x, 22,282 /N(;; )] = P(§ +1 2 2,282) = P(£ > 1,282) = 0,10

la variable aleatoria £ es N(0; 1)

H, N(; H, N2 1)

FIGURA 6.4
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Potencia del contraste
La potencia del contraste, 1 —f, es igual a
P (rechazar la hip6tesis nula siendo falsa) = P(aceptar H, siendo cierta) =

= P(X € C/H,) = P(x, 2 2282/N(2; 1)) =
= P(E+222282) = P(§ 2 0,282) = 0,3889.

H, N(;

FIGURA 6.5

EJERCICIO 6.2 En el ¢jercicio 6.1 tenemos una poblacién N(u; 1), sobre cuya
media p se establece la hipétesis nula que p =1, y la alternativa p = 2, contras-
tandolas mediante la region critica [2,282; ), que denominaremos C,. Conside-
ramos otra region critica C, =[0,5; 1,296) U [2,96; ).

Con una muestra aleatoria de tamafio uno, calciilese en esta ultima regién critica

su nivel de significacion y potencia, comparando los resultados con los obtenidos en
el ejercicio anterior.

SOLUCION.  Los resultados de la regién critica C, = [2,282; ) son: nivel de sig-
nificacién a = 0,10, potencia del contraste 1 — = 0,3889.
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Para la regidn critica C2 [0,5; 1,296) U [2,96; )

Nivel de significacion

a = P(rechazar la hip6tesis nula siendo cierta) = P(X € C, /Ho) =
= P(x, € {[0,5; 1,296) U [2,96; )}/H ) =
= P(x, €[0,5; 1,296)/H,) + P(x, € [2,96; «)/H ) =
= P[0,5 < x, <1296/N(1; )] + P[x, > 2,96/N(1;1)] =
= 0,3079 + 0,025 = 0,3329.

H, N(L|D) H, N(2; 1)

0,50 1,296 2,96
FIGURA 6.6

Potencia del contraste
1 - B = P(aceptar H, siendo cierta) =
=P(X eC,/H) =
= P[0,5 < x;, <1296/N(2; )] + P[x;, 2 2,96/N(2; 1)] =
= 0,1740 + 0,1685 = 0,3425.

m 179

Desde el punto de vista del nivel de significacion es preferible el primer contraste, pues
a, =010 < o, = 0,3329; la potencia del primer contraste es ligeramente mayor que la

del segundo 1 - B, =0,3889 >1 - B, =0,3425. Por todo ello, elegiremos el primer

contraste al segundo.
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H, N(; H, N(Z; 1)

B owéf HE

0,50 1,296 2,96

FIGURA 6.7

EJERCICIO 6.3 Hallese la mejor region critica para contrastar en una pobla-
cién con distribuciéon B(l; p) las hipétesis nula H, [p = p] y la alternativa

H, [p = p,], en muestras aleatorias simples de tamaiio n.

SOLUCION. La funcién de verosimilitud es

1-x

px"(l_p)l'xn =

n

L(X; p)=p"(1-p)

=p~ (1-p)

X;

i=1

El cociente de las funciones de verosimilitud particularizadas para p, y p; es igual a

n n

‘Z"i H—ZX.- . ne 3x
L(X; py) _ Py A-p)) " [Py .Z, 1-p, ,;‘ _
L(Xv Pl) ix‘. n—ixi P1 l_pl

pr] (I_Pl) =

= pO(I—Pl) iz’:‘Xi 1—P0]n<K
p,(1-py) 1-p, ) = 7

(po(l—pl) o e ()
(pa=py R T,
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y la mejor region critica resulta ser

n
Yx <K si p,>p
is1
n
>x2K si py<p.
i=1

EJERCICIO 6.4 En la distribucién de Poisson contrastese H, [\ = A,] frente a
H; [ =], A; <A, en muestras aleatorias simples de tamaiio 7.

SOLUCION. La funcién de verosimilitud resulta

n

X

e_)‘lx‘ e_xkx" e—nk Ai=t

L(X; A) =

| ! ... !
X X, X X,

El cociente de funciones de verosimilitud para cada una de las hipétesis es

)\' ixi
= e M Lo | g
)\'1

Tx
LX;h,) €™ (a)'

L(X; A,) :
1) —nA i§|XI
e™ ()

despejando la suma de los valores muestrales, queda

ix. S K < an1 +n(}»0—k]) .
[=ll 11'17\.0—1117\,1

El sentido de la desigualdad cambia porque, al ser A, < A, la diferencia InA, —In A, es

negativa.

EJERCICIO 6.5 La funcién de densidad de una variable aleatoria es
f(x;0)=(1+0)x°, para 0<x<Il 6>0.
Sobre el parametro 6 se hacen las hipétesis H, [6 =6,] y H, [0 =6,], 6, > 6,.

Hallese la mejor regioén critica en muestras aleatorias simples de tamaiio n. Si se
conoce el nivel de significacién y el tamafio muestral es igual a 1, hallese la mejor
region critica y la potencia del contraste.
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SOLUCION. La funci6n de verosimilitud resulta
L(X; 0) =1 +0)" (x, - x,)°,

y el cociente de funciones de verosimilitud para una y otra hipétesis

L(X;8,) (1+8,
L(X;8,) |1+86,

n
8,-0
J (x, -~ x,)° " <K|.
Tomando logaritmos llegamos a la mejor regién critica
n
dhhx<K.
i=1

Si la muestra es de tamario uno, la mejor regién critica es In x; < K. Hallamos la
distribucién en el muestreo de la variable n = In§ , calculando su funcién de distribu-
cién

G(y) =P(<y)=PnE<y)=PE<e)=F)
g =& f(@)=e1+0)e” =1+0)e"*.

El campo de variacion de la variable & es el intervalo [0; 1] y el de n =1In¢ el in-
tervalo (—oo; 0].

Si conocemos el nivel de significacién

a=P(n & < K/H)) = P(n < K/H)) =

K
= I (1+6,) % gy = 1*%K
0
-

y la potencia

I
1-B=P[1ngs 1230/H1}=

Ina

1+8, (1+el)e(l+el)y dx =

=0

1+6
;Llna.
- el + 8,




CapiTuLo 7

Contrastes
de significacion

En el capitulo anterior se ha estudiado la teoria de Neyman-Pearson relativa a la
construccién de contrastes de hipétesis 6ptimos, donde la region critica utilizada
proporcionaba la mayor probabilidad de rechazar la hipétesis nula H, cuando ésta

era falsa, para un nivel de significacién fijado .

Esta teoria para la determinacién de regiones criticas éptimas no siempre con-
duce a un resultado operativo. Por ejemplo, en una poblacién normal N(u; ©) con

o conocida si se desea verificar la hipétesis nula H, [1 = ] frente a la hipotesis
alternativa H, [u # p,] no puede obtenerse una region critica uniformemente mas
potente que permita realizar dicho contraste mediante los criterios de optimalidad
de Neyman-Pearson.'

Para dar respuesta a situaciones donde no se consigue la formacién de una re-
gion critica 6ptima, puede recurrirse al criterio propuesto por Fisher que conduce a
los llamados contrastes de significacion.

El esquema bésico de este tipo de contrastes de significacion es el siguiente:

! Véase el Capitulo 6.

183
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B Se plantea por el investigador la hipdtesis que considera plausible sobre el
valor de un parametro 6, que determina la distribucion de probabilidad de la pobla-
cién f(x; 6).

Esta hip6tesis, llamada hip6tesis nula H, se expresa por H [6 = 6].

Como consecuencia de la hipdtesis nula aparece la hipdtesis alternativa que en
lo que estudiaremos en este capitulo sera de tipo compuesto, incluso no especifica-
da, presentada por H,[0 # 0,].

B Mediante una muestra aleatoria simple de tamafio n, X (x,..., X,) , se re-
coge informacién de la poblacion.
B Se construye una medida de discrepancia o estadistico del contraste que

mide la discrepancia entre el valor del pardmetro establecido en la hipétesis nula,
0, , y el que le podriamos asignar fundamentindonos en la evidencia muestral X,

valor de la estimacion del parametro 6. Si denotamos esta medida de discrepancia
por D, entonces

D = D(@®,, 6%).

La especificacion de la forma funcional de D como sefiala Fisher es, en parte,
producto de la imaginacién del investigador estadistico que, razonablemente, actua-
ra en el estudio que realiza de manera acorde al interés de lograr una decision ade-
cuada, lo menos errénea posible. Junto a esto, es necesario que la medida D tenga
una distribucién de probabilidad determinable bajo el supuesto que H, sea cierta.

Como ejemplos de la forma funcional que podria tener esta medida de discre-
pancia resefiamos los siguientes:

e Desviaciones entre el valor asignado a 0, en funcién de la evidencia mues-
tral X, 6*, y el valor que recoge la hipétesis nula, 6,

D =6*-0,.
o Desviaciones absolutas
D =|6*-9.
o Desviaciones cuadraticas
D = (6*-0,).

e Valor tipificado de la discrepancia como medida adimensional
6* -0

JVEH
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¢ En el supuesto que la estimacion que se utilice se base en un estimador ma-
ximo-verosimil, si el tamaiio de la muestra n — o sabemos que

é—"—nv(e; M)

por lo que puede utilizarse como medida de discrepancia la expresién

6 -0)*
70)

que tiene una distribucién asintética x> de Pearson con 1 grado de libertad.

e También pueden recurrirse a otras medidas como las que estudiaremos en
los contrastes razén de verosimilitud en los epigrafes siguientes.

B Region critica. Si se fija un nivel de significacién o , la regién critica que
se utiliza serd D > d,, siendo d, el valor critico del estadistico de contraste D

bajo el supuesto de que la hipétesis nula es cierta. Este valor critico se determina
de manera que

PI[D>d [H)]=q.

B La justificaci6n intuitiva de la manera de proceder en los contrastes de sig-
nificacién es la siguiente.
Dado que el nivel de significacién o, probabilidad del error de Tipo I, se elige

cercano a 0, se rechaza la hipétesis nula H, cuando la probabilidad de que se pre-

sente una discrepancia igual o mayor que D sea menor que el nivel de significacién
fijado o, dando a aquélla la denominacién de p-valor.

Este razonamiento se representa esquematicamente en la figura 7.1 siguiente.

da

D
11___ Regién critica

FIGURA 7.1
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Si la probabilidad de obtener una discrepancia igual o mayor que D es muy pe-
queiia, D seria un suceso raro, y dado que en la inferencia estadistica no se admite,
como norma general, el que un suceso raro pueda presentarse’ se tiene que concluir
que la hipétesis considerada como cierta, H; no debe serlo y, por consiguiente, ha

de rechazarse. No parece que, en este caso, la evidencia empirica suministrada por
la muestra X sea compatible con la hipétesis nula H; y, por ello, no se puede

seguir manteniendo esta hipétesis, pues, una probabilidad tan pequefia impide
aceptar que H, sea cierta. En este caso se dice que la discrepancia es estadistica-

mente significativa.

Si no se procediera de tal manera, se estaria admitiendo la posibilidad de in-
coherencias entre la hip6tesis y los datos observados que reflejarian tales «sucesos
raros».

Por el contrario, si D < d_, la discrepancia medida por D se dice que no es

estadisticamente significativa, entendiéndose esta expresién en el sentido no de la
importancia numérica de la misma discrepancia sino en el de la plausibilidad de
la hip6tesis nula H,, , como veremos en los casos particulares que se desarrollan a

continuacion.

Los contrastes de significacion no son, generalmente, uniformemente mas po-
tentes aunque, en algunos casos, puedan coincidir con los tests 6ptimos que deter-
mina el teorema de Neyman-Pearson.

A titulo de ejemplo, se consideran dos casos donde puede obtenerse un adecua-
do contraste de significacion.

7.1.1. CONTRASTE DE LA MEDIA DE UNA POBLACION NORMAL
CON c CONOCIDA

En una poblacién normal N(p; o) con desviacién tipica conocida ¢ se contrasta
la hipétesis nula H [n = p,] frente a la alternativa H, [p > p].

El disefio de un contraste de significacién partiendo de una muestra aleatoria
simple X de tamaiio n es el siguiente.

Se adopta como medida de discrepancia el estadistico
D =p*-py =X~y

pues un buen estimador de la media poblacional es la media muestral X .

2 Ley del azar. MARTIN PLIEGO y RUIZ-MAYA: Fundamentos... Capitulo 1.
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Si la probabilidad de obtener una discrepancia igual o mayor que D es muy pe-
queiia, D seria un suceso raro, y dado que en la inferencia estadistica no se admite,
como norma general, el que un suceso raro pueda presentarse’ se tiene que concluir
que la hipétesis considerada como cierta, H; no debe serlo y, por consiguiente, ha

de rechazarse. No parece que, en este caso, la evidencia empirica suministrada por
la muestra X sea compatible con la hipétesis nula H; y, por ello, no se puede

seguir manteniendo esta hipGtesis, pues, una probabilidad tan pequefia impide
aceptar que H, sea cierta. En este caso se dice que la discrepancia es estadistica-

mente significativa.

Si no se procediera de tal manera, se estaria admitiendo la posibilidad de in-
coherencias entre la hipétesis y los datos observados que reflejarian tales «sucesos
raros».

Por el contrario, si D < d_, la discrepancia medida por D se dice que no es

estadisticamente significativa, entendiéndose esta expresién en el sentido no de la
importancia numérica de la misma discrepancia sino en el de la plausibilidad de
la hip6tesis nula H, , como veremos en los casos particulares que se desarrollan a

continuacion.

Los contrastes de significacion no son, generalmente, uniformemente mas po-
tentes aunque, en algunos casos, puedan coincidir con los tests 6ptimos que deter-
mina el teorema de Neyman-Pearson.

A titulo de ejemplo, se consideran dos casos donde puede obtenerse un adecua-
do contraste de significacion.

7.1.1. CONTRASTE DE LA MEDIA DE UNA POBLACION NORMAL
CON ¢ CONOCIDA

En una poblacién normal N(u; o) con desviacién tipica conocida ¢ se contrasta
la hipétesis nula Hy [u = ] frente a la alternativa H, [p > p,].

El disefio de un contraste de significacién partiendo de una muestra aleatoria
simple X de tamariio n es el siguiente.

Se adopta como medida de discrepancia el estadistico
D=p*—py =X-H

pues un buen estimador de la media poblacional es la media muestral X .

2 Ley del azar. MARTIN PLIEGO y RUIZ-MAYA: Fundamentos... Capitulo 1.
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Para una muestra procedente de una poblacién normal, la distribucién de la
media muestral X es

x - N(u; %)

Por consiguiente, suponiendo que hipétesis nula sea cierta

% - po/H, - N(O;%}

determinandose el valor critico d_ para el contraste teniendo en cuenta que

P(D2d, [H)=PX-p,2d [H)=a
I

EJEMPLO 1

En una poblacién normal N (u; 2) se quiere contrastar H[u = 18] frente a la alternativa

30
H, [1 > 18], a partir de una muestra aleatoria simple de tamafio n = 30, donde in =56,
i=1
con un nivel de significacién o = 0,05 .

En este caso,

X -p,/Hy > N[O;%} = N(0; 0,36) .

El valor critico d_ es tal que

P(D 2 dy o [Hy) = PR — 1y 2 dy o [Hy) =

= P(036¢ 2 dy o) =

d
=PlE>—2%1-005
0,36

siendo £ — N(0; 1), donde

e 164
es decir,
d, s = 0,5904
Como
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entonces

D=X-p,=187-18 = 007
y al ser D = 0,07 < d,,; = 0,5904 no se rechaza la hipétesis nula H, , pues la discrepan-

cia registrada para la muestra que se obtuvo no es estadisticamente significativa para supo-
ner que H [ = 1,8] no sea cierta al nivel de significacién o = 0,05 .

7.1.2. CONTRASTE DE LA MEDIA DE UNA POBLACION NORMAL
CON c DESCONOCIDA

En esta poblacion, el estadistico media muestral tiene como distribucién

o

pero al desconocerse ¢, ha de considerarse una estimacién de dicho parametro.
Si la estimacién se basa en la estimacion insesgada de la varianza poblacional

n

=2
2 2 'ZI(X[—x) ns*

(e} *:s =l= = s

(c*) ! n-1 n-1

donde s? y s* son, respectivamente, la cuasivarianza y varianza muestrales, entonces

T-p _Jn@-m

S ns’

‘/;’_ n-1

es un estadistico que, como estudiamos en el capitulo 1, tiene una distribucion z de
Student con n — 1 grados de libertad.

Por tanto, en este caso, para contrastar, por ejemplo, H [ = p,] frente a la
alternativa H, [u # p, ], se puede tomar como medida de la discrepancia la desvia-
cién tipificada

D= \/;(f B ”0)

ns2

n-1
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pues presenta una distribucién en el muestreo conocida, 7(n-1), independiente del
parametro ¢ que se desconoce.

El contraste se realiza siguiendo la pauta general expuesta, tomandose |D| ,

pues tanto las discrepancias negativas como las positivas, si son significativamente
grandes, llevan a rechazar H,

P(|D|z2d, [H))=P(t(n-1)|2d, [H)) =a.

EJEMPLO 2

En una poblacién normal N (u; o) se quiere verificar la hipStesis nula H [p = 3,5] frente a la

alternativa H, [ # 3,5] . A tal fin se toma una muestra aleatoria simple de tamafio n = 25, donde

25 25
>x, =100 y > x}=600.
= sl

i=

Constriyase el contraste de significacién con o = 5%.

Como se desconoce o se utiliza como medida de discrepancia o estadistico del contraste

_AnE-uy)

nS2

n-1

D

que, en este caso, sigue una distribucién ¢ de Student con 24 grados de libertad.

El valor critico se determina teniendo en cuenta que
P(|D|z do,os/Ho) =P(|t(24)]| 2 do,os/Ho) = 0,05
donde, en las tablas correspondientes, se obtiene

dyos = 2.0639 .

En este caso, la regién critica se toma ID [ > d, . pues discrepancias cuantitativamente

0,05
grandes, tanto positivas como negativas, inducen a pensar que la hip6tesis nula sea falsa. Por
consiguiente, la region critica es bilateral, o de dos colas, representdndose, graficamente, como

—-2,0639 2,0639

FIGURA 7.2
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Como

x:————=—=4
n 25
n
25 600
st 3t ——-4=8
n 25

tenemos que

_nE-py) _25@4-35) _

D= 0,86

ns? [25-8 ’
n-1 24
y dado que |D|= 086 < d,, = 2,0639, no se rechaza la hipétesis nula H,, pues la

evidencia muestral no parece contradecir que la media de la poblacién sea p = 3,5, al nivel
de significaci6én del 5%.

Una clase de contrastes de significacién de especial interés son los llamados contras-
tes de la razén de veromilitud, donde la medida de la discrepancia no esta definida en
términos de la diferencia entre el valor asignado al parametro en la hip6tesis nula H,

y el que se obtiene a partir de un estimador del mismo, sino que tal discrepancia se
basa en la comparacién por cociente® de la funcién de verosimilitud evaluada en la
hipétesis nula H, [0 = 6] y la funcion de verosimilitud en un punto maximo.

El estadistico del contraste, llamado razén de verosimilitud, es

L(X; 6y)

AX) = —
mgx L(X; 0)

3 Una transformacién logaritmica de tal cociente lo convierte en una medida de discrepancia por diferencia.
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donde mGa;lx L(X; 0) representa el valor maximo que puede alcanzar L(X; 6)

dentro del campo de variacién del pardmetro 6. La hipétesis nula es simple
H,[6=6,], siendo la hipétesis alternativa compuesta H, [0 € ®;] tal que

® = {90U®1}.

Si la hipétesis nula también es compuesta, H,[6 € ®,], la razén de verosimi-
litud debe definirse como’
max L(X; 0)

AX) = 2
mGa)le(X; 0)

Cifiéndonos al caso més sencillo, H [0 = 6], es facil comprobar que este es-
tadistico cumple las siguientes propiedades:

B A(X)2>0,dadoque L(X;6,) 20y m(f)ix L(X;0)>0.
B A(X) <1, pues L(X;GO)Smng(X;G).
Por tanto, la razén de verosimilitud esta acotada
0<AX)<1.
B Si existe estimador maximo-verosimil del pardmetro 6, entonces

mgx L(X; 0) = L(X; 6)

siendo 6 dicho estimador y

A(X) = Leo)
L(X; 0)

Puesto que A(X) mide la discrepancia relativa entre L(X; 6;) y L(X; 0),
siendo a el nivel de significacion, se toma como regioén critica A(X) < K tal que

PIMX)<K/Hy)) =a.

3 Existe expresiones alternativas a A (X) , entre ellas,

mix L(X; 0)

AF(X) =
r%ax L(X; 0)
1
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La justificacion intuitiva de la eleccién de esta regién critica es la siguiente:

Como 0 < A(X) <1, la region critica es el intervalo 0 < A(X) < K, que su-
pone valores del estadistico del contraste A(X) pequefios (0 préximos a cero)
puesto que, si la hipétesis nula es falsa, L(X; 6,) no sera muy parecido al valor
mas verosimil de L(X; é), es decir, mostrara una discrepancia importante res-
pecto a L(X; 6), con lo que el cociente A (X) tomara un valor pequefio. Por tan-
to, valores pequefios de A (X) indicaran que la hipétesis nula H, no es cierta.

Por el contrario, si H; es cierta entonces L(X; 0,) estara bastante cercano al
valor més verosimil L(X; 6) y el cociente A(X) se situara préximo a la unidad,
con lo que valores de A(X) altos no mostraran una clara evidencia para rechazar la
hipGtesis nula H, .

No obstante, la mayor o menor discrepancia entre L(X; 6,) y L(X; f) tam-

bién dependera de la curvatura que muestre la funcién de verosimilitud. En la figu-
ra siguiente, se refleja este hecho para dos funciones de verosimilitud con distinta
curvatura

|

>

'

L,(X; oo): L,x; é)
!

Ly(X; 0g) » Ly(X; )

D m = e == -

l 0, ] 6o

(@) (b)
FIGURA 7.3

donde la capacidad de discriminar entre 6, y 6 a través de sus verosimilitudes
(a pesar que la distancia entre esos valores sea la misma) depende de la curvatura
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de L(X; 0), pues se comprueba, en el caso recogido en el grafico, que

L (X; 8) _ Ly(X; 6y)
Li(X; 0 ~ LyX; 6’

por lo que la capacidad de discriminacién de A(X) es menor cuanto menor sea la
curvatura de L(X; 6), siendo més improbable que el test razon de verosimilitud
rechace la hipétesis nula en el caso (b) que en el (a).

A pesar de esta limitacion, el test razén de verosimilitud es preferible a otros con-
trastes de significacién, tales como los vistos en el epigrafe anterior, pues la medida
de discrepancia en que se basa, A(X), es menos arbitraria que aquellas al fundamen-

tarse en la informacién proporcionada por la funcién de verosimilitud de la muestra.

A continuacién presentamos algunos teoremas referentes al contraste razén de
verosimilitud.

TEOREMA.  Si para un contraste de hipdtesis simple existe un contraste razén
de verosimilitud, es equivalente al contraste 6ptimo de Neyman-Pearson.

En efecto, si ambas hip6tesis son simples, H, [0 = 6] frente a H,[6 =6,], el
espacio paramétrico es ® = {6, 6, } , pudiendo ocurrir que

| mGa)ix L(X;0) = L(X; 6,) y

Nxy = LKi8)  LXi0y)
mng(X;B) L(X;96,)

y no hay contraste razén de verosimilitud.
n mé’le(X; 0) = L(X;6,)) y

LX;8) _ L(X; 6
méx L(X; 6)  L(X; 0,)’

AX) =

siendo, en este caso, la region critica

ax) = LX58) _ g
L(X; 6,)

que coincide con la mejor region critica que proporciona Neyman-Pearson.

TEOREMA.  Si existe un estadistico suficiente para el parametro 0, el contraste
raz6n de verosimilitud es funcion del estadistico suficiente.

Por el criterio de factorizacion de Fisher-Neyman para estadisticos suficientes,
siT =T(X) loes

L(X; 6) = g(T; 6)- H(X)
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por tanto,

L(X;0,) _g(T;0,) HX) gT:6)) _
L(X;0) gT:;0)-HX) g(T;0)

A(X) = MT),

con lo que A(X) es funcién del estadistico suficiente T = T(X) y AMX) = NMT)

pues 0, y 6 no son variables.

TEOREMA. Si el contraste de hip6tesis se refiere a un solo parametro 0, se verifi-
ca, bajo condiciones de regularidad, la propiedad asint6tica

—2InAX) —2 2 ),

es decir, la transformacién -2 In A(X) converge en distribucién a una x2 de Pear-
son con 1 grado de libertad.

Si el contraste de hipdtesis se construye sobre el vector paramétrico 6 donde exis-
ten r parametros independientes incluidos en H,, entonces la convergencia se obtiene

hacia una > (r).

EJEMPLO 3

En una poblacién N (u; o) con o conocida se desea contrastar la hipétesis H, [u = Bl
frente a la alternativa H, [p # py], a partir de la evidencia empirica que proporciona una

muestra aleatoria simple de tamafio n. Constriyase el test razén de verosimilitud.

El estimador de mixima verosimilitud del parimetro p es X, {I = X, y la razén de vero-
similitud

L(Xip)  L(XKipy)  LOGR)

mix L(X;p)  L(X;{) L(X;X)
n
1 < 5
_n I W L C Ol ¥ 1 < -2 -
(02) 2(21'!) ze 20'.‘-21 ° -Z’z—zlug-r-ﬂuo-x)m
= =e = =
1 < =2
_n - ;= X)
(02) 2(21[) 2, 257 ’Z.I(X X
1 2 _. -
TgT| MR T T M S| - - 20, - D))
=e - =g “C =
1 _. - . - =
_ e-g(nug - nx® - 2np ¥ + 2nx?) _ e—2—:?(uf, - 2u,% + %) _

L
e Py (X - 1)
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Como la regién critica viene dada por A (X) < K, entonces,

-L(f - Ho)z

e <K,

n _
_;‘T(x_uo)z SKZ
(f_uo)z ZK]
lf_”'olZK

y la regién critica, bilateral (de dos colas), es

-K 0 X X — o

FIGURA 7.3

siendo el estadistico del contraste X — p, cuya distribucién en el muestreo es

T-po/Hy > N[O;%]

pues

s > s )

EJEMPLO 4

En una poblacién con distribucion de probabilidad exponencial
1 -5
f(X;9)=€e ®, x20y 6>0

se desea contrastar la hipétesis nula H[6 = 6] frente a la alternativa H [6 > 6], consi-

derando una muestra aleatoria simple de tamaiio 7.

En esta distribucién, el pardmetro 6 es el valor medio o esperanza y su estimacién maximo-
verosimil

D>
Il
=
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Como la funcién de verosimilitud es

Lxie) 0re® (z) (-2
A(X) = =L — = e 0
Lo, % (e

Como A(X) es funcién decreciente respecto a X, cuando X > 6, , la regién critica del
contraste

LX) <K,
ser4 equivalente a
X 2K,
o bien
nx 2 K,

El estadistico

al ser la muestra aleatoria simple, donde los elementos x; siguen una distribucion exponen-

cial y son independientes, tiene® una distribucién gamma G(n; %) .

También se demuestra que

2—g£ - x*(2n).

Por tanto, la regién critica puede tomarse, alternativamente, como

X sk

5

determinando los valores criticos K, o K, segin sea el estadistico del contraste que se

utilice, haciendo

P(nx 2K /H)=a

6 Véase MARTIN PLIEGO y RUIZ-MAYA, Fundamentos... Capitulo 7.
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o bien
P[Zg’—xw(/ } P> K/H,]= o,
0

donde o es el nivel de significacién.

Las constantes K'y K| serdn distintas aunque la decisién sobre la hipGtesis a aceptar sera
la misma.

Contrastes asintéticos
b sados en la funcién
de verosimilitud

En este epigrafe se estudian dos contrastes alternativos al de razén de verosimilitud
que, en ocasiones, son de mas cémoda instrumentacion y con el que guardan cier-
tas analogias.

7.3.1. TEST DE WALD

Se desea efectuar un contraste de hipétesis compuesta acerca de un parametro 6,
para el que existe un estimador de maxima verosimilitud 0 .

Por las propiedades asintéticas de los estimadores maximo verosimiles puede

establecerse que
6—2>Nlo ( iy 140) )

siendo la varianza asintotica de este estimador § el inverso de la cantidad de in-
formacién de Fisher 1(0)

V@) =[]

por otra parte, dado que & como estimador maximo-verosimil es consistente, (é)
funcién de dicho estimador también sera un estimador consistente de 7 (0) .
Pudiéndose aceptar, por otra parte, que
6-0 d
A1-1
VI ®)]

>N(0;1).
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El estadistico del contraste del test de Wald se define como
W=©0-0,216)

que sigue una distribucién asintética x* de Pearson con 1 grado de libertad, al ser

el cuadrado de la variable normal anterior, en este caso, bajo el supuesto que la
hipétesis nula sea cierta y, por tanto, 6 = 6.

De manera intuitiva, el test de Wald se basa en la discrepancia entre la hipétesis
nula 6, y el valor mas verosimil que se le puede asignar a dicho parametro dada la

informacién suministrada por una muestra X ; este ultimo valor no es otro que el
que se determina a través del estimador 0. La distancia, tomada en términos cua-
dréticos para obviar su signo, estd ponderada por la cantidad / ©), estimacién
consistente, de la cantidad de informacion de Fisher 7(6) .

Hemos sefialado en el epigrafe anterior que el contraste razén de verosimilitud
venia afectado tanto por la distancia entre 6, y 6 como por la curvatura que tuvie-

ra la funcién de verosimilitud. En este sentido, recordemos que la cantidad de in-
formacién de Fisher’ 1(0) es una medida de la curvatura de la funcién In L(X; 0)

en cada punto, en términos de la varianza de estos valores, pues®

1@=Vwam=vFE%%ﬁq

por tanto, si la funcién In L(X;0) presenta poca curvatura, sus diferentes deriva-

das en cada uno de sus puntos no serdn muy dispares y su varianza sera reducida,
tomando un valor relativamente pequefio 7(0). En el caso de que esta funcion

tuviera una mayor curvatura, llegariamos a que /() tomaria un valor mayor,
existiendo puntos de In L(X;0) con derivadas de valores altos.

El test de Wald recoge la discrepancia entre 6, y 0 corrigiéndola del efecto de
curvatura de la funcién de verosimilitud L (X;0) mediante el coeficiente corrector

1©).

Para la especificacién completa del test de Wald sefialemos que su regi6n criti-
ca es del tipo

W > K

7 Véase el capitulo 2.
8 Ibidem.
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pues valores pequeiios de W, préximos a cero, evidenciardn que tanto la distancia
entre 6, y ® como la curvatura de L(X;0), medida a través de la derivada de
In L(X;6), son cercanas a cero, y puede mantenerse 8, como cierto.

Fijado el nivel de significacién a., el valor critico K se determina teniendo en
cuenta que

P’ 2K/H]l=0.

Si se efectian hipétesis sobre un vector paramétrico 0, el estadistico del con-
traste del test de Wald viene dado por la expresion

W=16-0,11/)]®-6,)

que sigue una distribucién asintética 3> de Pearson con r grados de libertad, sien-

do r el nimero de pardmetros independientes que figuren en el vector paramétrico
6 (total de parametros menos restricciones).

E—
EJEMPLO 5§

En una poblacién N (u;0) con o conocida, se desea contrastar Hy [u = p,] frente a la
hip6tesis alternativa H; [p # p,] . Determinese el correspondiente test de Wald.

Sabemos que la cantidad de informacién de Fisher sobre el pardmetro u, correspondiente a
la muestra X, es tal que

I1(®)=ni(®),

donde i(0) es la cantidad de informacién de Fisher de la variable aleatoria poblacional, que
se determina como

R S R I € St
fpmo?)=(? 2Q2n) 2e 2
1 1 1 (x-p)?
In f(x; b, 6?) = —— Ino? - — In(271) - — ———
fp07) = - Ino” - = IQm) - — =
oln f(x;p, %) _ x—p
o o?
. olnf(xp o] x-p]* 1 » o 1
i) = B| =2 B2 S B - Bl n) - -y
ou c c c c

por tanto,

1
I(W=n—-
o
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El estimador méximo-verosimil de la media u en una poblacién N (u; o) es igual a

p=x,

con lo que el estadistico del contraste del test de Wald resulta
. - n
W=m—%fum=u—%f?u
siendo la regién critica
n
F-n1)’52K,,

0o/ 52 2

es decir,

- 2
(X - p'o) 2 Kl
lf - uol 2K

regién critica coincidente con la determinada a través de un contraste razén de verosimili-

tud, seglin vimos en el epigrafe anterior, siendo la distribucién asintética, tanto del test
razén de verosimilitud como del test de Wald, una x> de Pearson con 1 grado de libertad.

7.3.2. TEST DE LOS MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

El test de los multiplicadores de Lagrange parte del multiplicador que se obtiene en
el proceso de optimizacién de verosimilitud restringida® al supuesto que la hipétesis
nula es cierta.

Se pretende, pues, hallar el valor del parametro 6 que haga maxima la funcién
In L(X;0) sujeto a la condicion que la hipétesis nula H, [0 =0,] es cierta. Para

ello se forma el lagrangiano
M=InL(X;0)-v(6-8,)
donde el vector gradiente, igualado a cero, viene dado por

6_M_ _ 0InL(X;6) B

£ 2 v=0
%g=e-% ~0

% Condicionada.
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y el multiplicador y que satisface ambas ecuaciones es

[alnL(X;O)
0

] = 5C(6,)
0=6

es decir, la variable score particularizada en la hipétesis nula.

Si la muestra X es aleatoria simple, el score es

SC(0) =

6lnL(X 0) z":alnf(x

siendo x; cada uno de los elementos muestrales.

Sabemos que '°
E[SC(0)] =0
VISC(6)]=1(6)

y por el Teorema Central del Limite el score, suma de variables aleatorias inde-
pendientes igualmente distribuidas, tiene la distribuci6n limite:

s¢©—<— N(0;y7(®) )
0, equivalentemente

SC(6)
VI1(0)

Tomando esta distribucién como referencia, el estadistico del contraste del test de
los multiplicadores de Lagrange (M.L.) es

——>N(0;1).

ML = [SC®)]* [1(8y)]™"
siguiendo una distribucion asintdtica x> de Pearson con un grado de libertad.

Obsérvese que el score es la derivada de la funcién In L(X;6) que, geométri-
camente, puede medirse a través de la pendiente de la tangente a dicha funcién en

10 yease el Capitulo 2



202 B FUNDAMENTOS DE INFERENCIA ESTADISTICA

el punto que corresponda, es decir,

In L(X; 6)

FIGURA 7.5

dicha pendiente para 0 sera cero puesto que al obtenerse en ese punto el maximo
no restingido de la funcion, la correspondiente tangente seré paralela al eje de abs-
cisas y su pendiente, por tanto, es nula.

Por todo ello, 6, sera cierto en la medida que se acerque lo mas posible al es-

timador de méxima verosimilitud 0 , valor mas verosimil que puede determinarse a

partir de la evidencia empirica suministrada por la muestra. Si esto es asi, entonces

SC(6,) , para que no sea rechazada la H,, debera encontrarse también préximo a
0 0

cero. Esta consideracion lleva a que la region critica del test de los multiplicadores
de Lagrange sera

ML > K

pues valores proximos a cero de ML invitaran a no rechazar la hip6tesis nula por lo
antes dicho.

Fijado el nivel de significacién a, la constante K quedara determinada como
solucién de

PX*()2K/Hj)=a.

El test de los multiplicadores de Lagrange también recoge el efecto curvatura
de la funcién In L(X;6) en 6, al incluir el término cantidad de informacién de

Fisher 7(0) particularizado en dicho valor 6, .
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Si se efectia el contraste de hipétesis sobre el vector paramétrico 6, la expre-
sion del estadistico del contraste del test de los multiplicadores de Lagrange resulta

ML =[SC(8,)T[1(8,)] ' [SC(8,)]

que sigue, asintéticamente, una distribucién x> de Pearson con r grados de liber-

tad, siendo r el nimero de parametros independientes, al igual que en los tests
razén de verosimilitud y de Wald.

——
EJEMPLO 6

Contriiyase el estadistico del contraste del test de los multiplicadores de Lagrange para el
mismo caso que el propuesto en el test de Wald.

Como en una poblacién con distribucién N (u; o)

i(xi - “)2

1 5
In L(X; p,0%) = ~—Ino® - 2ln@2m) - — 2
nLX; p,0%) =-—Inc” -~ —In(2m) > o
entonces
(x,'—p‘) —
SC()_alnL(x;u,cz)_gl _nx-m_ (X-w)
W)= d - 2 - 2 - 2
v c c [¢]

tomando 7 (p) el valor, segiin se calcul en el ejemplo anterior,

n
10 ="5

ML = [SC(n)I* [ ()] "=

2

_ME-m) o

c* n

_nGE-w)’
0'2

y la regié6n critica del test de los multiplicadores de Lagrange viene determinada a partir de
n(x - )’
02

= 2
(X‘P-O) 2K1

> K,

lf_”()lZK

regién critica que coincide con las correspondientes a este contraste que proporcionan los
tests razén de verosimilitud y de Wald.
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7.3.3. COMPARACION DE LOS TESTS RAZON DE VEROSIMILITUD,

WALD Y MULTIPLICADORES DE LAGRANGE
El test asintdtico de razén de verosimilitud (RV) definido por
~2InA(X) = -2[In L (X;0,) - In L(X;6)]

se basa en la distancia entre verosimilitudes, necesitando la determinacién
previa del estimador de maxima verosimilitud © .

El test de Wald presenta una medida de discrepancia definida en términos de
la diferencia 6 — 6, , siendo necesario, para obtener la cantidad de infor-

macién de Fisher / (é) , determinar también el estimador 0, ademas de las
dos primeras derivadas de la funcién In L(X; 0)''.

El test de los multiplicadores de Lagrange (ML) no necesita la obtencion del

estimador 0, aunque si se deben calcular las dos primeras derivadas de la
funcién In L(X; 6) para determinar /().

Por otra parte, si el test razoén de verosimilitud se define bajo su forma mas
general, en el caso de una hipétesis nula compuesta

max L(X;0)

RV=2A(X)=—2
mng(X;G)

observamos que necesita tanto la estimacioén de 6 restingida al subespacio
paramétrico ®,, que define la hipdtesis nula, como la estimacién no res-
tringida respecto a © . El test de Wald dnicamente hace uso de la estima-
ci6n sin restricciones & que determina el procedimiento de maxima vero-
similitud. Y para el test de los multiplicadores de Lagrange, por el contra-
rio, hay que obtener s6lo la estimaci6n restringida en ®,, condicién que

se impone en el proceso de optimizacién.
La utilizacién de uno u otro test depende de la mayor o menor dificultad

en la determinacion del estimador méaximo-verosimil y/o en las derivadas
necesarias de la funcién In L(X;0).

" Recuérdese que:

alnL(X;_G)T _ _E{az lnL(X;G)}

16®)= E[ 26 26?
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B Puede demostrarse que, asint6ticamente, bajo condiciones generales, los tres
tipos de contrastes son equivalentes, aunque su utilizacién en aproximaciones para
tamarios muestrales no muy elevados puede llevar a diferentes decisiones en el
contraste.

B Los tres tests son consistentes, pues su funcién de potencia verifica

P(G)T)l, para 0e @1 .

7.4 Relacién entre los |
~ contrastes de hipétesis y
___los intervalos de confianza

Siendo C'y C* las regiones critica y de aceptacion de un contraste de hipotesis con
nivel de significacién o , se verifica que

a=P(XeC/Hy)

l-a=P(XeC*H)

Cuando existe una region de aceptacién C* tal que
P(XeC*0)=1-a

siendo Q(X) un intervalo se puede establecer una correspondencia biunivoca entre
los sucesos

(X e C*/8) = [2(X) > 0]
es decir, que el intervalo Q(X) incluya el parametro 6, estableciéndose que
P(XeC*/6)=P[Q0X)D0]=1-a.

Si para cada muestra X el conjunto Q(X) es cerrado y no vacio, Q(X) puede
definirse por el intervalo [8(X); 8(X)], de manera que para un contraste de hi-
potesis bilateral

PXeC*0)=P[O(X)<0<8(X)]=1-a

siendo [0(X); 8(X)] un in‘tervalo-para 0 al nivel de confianza 1 — o .
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Esta relacién permite efectuar un contraste al nivel de significacién o sin mas
que comprobar que el valor 6, establecido en la hipotesis nula H, pertenece al

intervalo de confianza 1 — o

EJEMPLO 7

De una poblacién N (u; 2) se extrae una muestra aleatoria simple de tamafio n = 40 sien-

40
do D x, =84.

i=1

(a) Determinese el intervalo de confianza del 95% para el parimetro p.

(b) Contréstese la hipétesis H, [u =3] frente H [p # 3] al nivel de significacién
oa=5%.

(c) Comparese los resultados anteriores.

(a) Segin vimos en el capitulo 5, el intervalo de coonfianza para el pardmetro p de una
poblacién N (u; o) con ¢ conocida es

donde
P-K<N@O;)<K)=1-a =095

siendo el valor tabular K = 1,96, con lo que el intervalo de confianza para p es

[2,1 -1,96 i; 2,1+196 -2—] =[1,48; 2,72]

V4o V4o

pues

=12l -2 -2,

(b) Para verificar la hipétesis nula Hj[p = 3] frente a H [p # 3] se puede usar un con-

traste razén de verosimilitud, tal como el que se obtuvo en el epigrafe 7.2, cuya regién
critica venia dada por

'f_uol?-K
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siendo el nivel de significacién o = 0,05, y se determina K haciendo
a=P(X-p,|2K/H, =

=1-P(|%-p,|<K/H,) =

=1—P(—K5%55K]=

=1—P(— K‘/;sgs K‘ﬂ:o,os

(¢ (o)

dado que

X -y /H, - N[O;%}

donde £ - N(0;1).

En las tablas de la distribucién N (0; 1) se obtiene

Kn

=196,
c
por tanto,
o 2
K =196 — =196 — = 0,62
Vn 40
La regién critica para el contraste resulta
W ‘\\\
-0,62 0,62 2 - u
FIGURA 7.6

ycomo X — py =21 -3 =-09 esun valor de la regién critica se rechaza H, lo que
es equivalente a verificar si p, pertenece al intervalo
[x-062; X +062] =[148; 2,72].

En este caso py = 3 y se rechaza H,[p = 3] al nivel de significacién o = 0,05 .

() Como ha podido comprobarse, existe una relacién biunivoca entre que el pardmetro p
pertenezca al intervalo de confianza [148; 2,72] y que el estadistico del contraste
X — W, pertenezca a la regién de aceptacién [ 0,62; 0,62].




CAPiTULD 8

Contrastes
parametricos

8.1 Contrastacion de hipétesis
| sobre lu medla de una

Para efectuar la contrastacion de la hipdtesis sobre la media poblacional de una distri-
buci6én normal distinguimos, en primer lugar, dos casos: poblacién con varianza cono-
cida y con varianza desconocida. La hipétesis nula sera simple, Hy[p = p,], mientras

que la alternativa sera simple H,[u = H,] ocompuesta, H, [u>pg ], H [p<p,]y
H, [p # p,]. Los contrastes se efectiian tomando muestras aleatorias simples X
(x5 ..., x,) de tamafio n, de una poblacién N(u; o).

8.1.1. VARIANZA POBLACIONAL CONOCIDA
8.1.1.1. Hipétesis simples: H, [u=p ], H, [n= 1l

Al ser las dos hipétesis simples hallaremos la mejor region critica mediante el lema
de Neyman-Pearson'. Partimos de una poblacién con distribucién de probabilidad

! Véase el capitulo 6.

209
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2

N(u; ), con varianza ¢“ conocida. La funcién de verosimilitud es

1 _y -’ 1 G-’
L(x,,...,x,;p) = L(X;p) = e 2 ———e 2 =
c2n c’2n
L . [1]
1 e-;;g‘(x,.-u)

n n
(c?)2 (2m)?
El cociente de funciones de verosimilitud cuando sustituimos el parametro p
por sus valores establecidos en las hipétesis resulta

1 e‘#j;l(xi - uo)z
ﬂ ﬂ -_1_ n _ 2_ n B 2
L(X; 1) _ (%) (2m)? Y w{,@.“f b= Lemw)t |
L&) | LS
—— i=1
n n
(c*)2 (2m)?
1 n
_ E—F n(ug-uf“z(pl_p‘))l;)ci] _ e'iT[(ug'l—lleZ(ul-uo)f] < :
Tomando logaritmos,
L(X;p,) no_ 2 2 _
n = - (s —p)+21 —p)]x<InkK
L(X;Ml) 20_2 (P'O “1 “’1 “’0 ] 3
- 26*InK
(g = B + 20 — ) F > ——— = K, [2]
__ K -@-p)
(1~ )T 2 —2—0—1= = K,

Para despejar X en [2] y obtener la region critica es necesario conocer el signo
de la diferencia p; — p, , pues segin sea positivo (4, < ;) 0 negativo (pg > py)
cambia el sentido de la desigualdad y, por consiguiente, la forma del contraste.
Estudiaremos en detalle el caso de p, < ;.

Ay <py
Si el valor de la media establecido en la hipétesis nula es menor que el de la
alternativa, p, < ,, la diferencia p, — p, es positiva y la mejor regién critica

expresada de acuerdo con [2] queda de la forma
Kl
K — Ho

X2 =K
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es decir,
Xx>2K.
Ante este resultado la forma de actuar es la siguiente: obtenida la muestra, se
calcula su media, X, y si su valor es mayor que el de la constante K se rechaza la

hipétesis nula, por no proporcionar la muestra suficiente evidencia para sostener
la hipétesis nula aceptandose, por consiguiente, la alternativa.

En la figura 8.1 representamos las dos hipotesis sobre la media poblacional,
cuando p, < p,, destacando la regién critica. A fin de evitar equivocos recalca-

mos que, si bien en la contrastacién de las hipGtesis estan involucradas distribucio-

. e C e c
nes N (u; o), en las regiones criticas aparecen distribuciones N (u; T] corres-
n

pondientes a la media muestral, estadistico definitorio de la regi6n critica.

K
Nivel de significacién

FIGURA 8.1
Funciones de densidad de la media muestral bajo cada una de las dos hipétesis:

Holp=pl, Hilp=pml py<p.

Establecida la forma del contraste, y conocida la distribucién en el muestreo del
estadistico necesaria para la determinaci6n del valor de la constante X, en su cal-
culo pueden intervenir dos de los tres elementos siguientes: nivel de significacién
a, potencia (1 — B) o tamafio muestral (n) .

En general, en un contraste de hipotesis se fija el nivel de significacién, o, y el
tamafio n de la muestra, viniendo impuesta la potencia, 1-p : (a;n) = 1-B.
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Sin embargo, se puede actuar de otras dos maneras: fijando la potencia y el tamafio
muestral y determinando el nivel de significacién: (1-B;n) = o, 0 fijando el

nivel de significacién y la potencia hallando el tamafio necesario de la muestra:
(o; 1= PB) = n. En todas las situaciones se calcula el valor de la constante, K,

que determina la region critica. A continuacién estudiamos en detalle el primer
caso.

B Nivel de significacién, o, y tamafio muestral, n, conocidos
Cdlculo de la constante K
Partimos de la definicién de nivel de significacién

a = P (rechazar H siendo cierta)= P(X € C/Ho) =P(x > K/HO) .
Si la hipétesis nula es cierta, la poblacion es N (iy; o), la media muestral X se

distribuye N (”o; g J pudiéndose expresar X como

T

X = E+p
Jn 0
siendo & N(0;1), y

F,+p02KJ=P[§zg(K—po)}=P(§22a)=a

T

Hallando el valor tabular z, de la distribucién N (0; 1) que deja a su derecha
un 4rea igual a o, el calculo de la constante critica K es inmediato

P(x2K/H,) = P[

K_
=«/ﬁ( By, Kopy+ -z,

o c n

y la region critica resulta

Potencia del contraste

1 — B = P(rechazar H, siendo cierta) = P(X € C/H)) =

= P(X 2 K/H)) = P[f 2y, + —%Z“/Hlj :
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Si la hipétesis alternativa es cierta la media muestral X se distribuye

c . . .
N (u] ,TJ conduciendo, de manera analoga a la anterior, a
n

P(fz ™ +%Za/H1)=P(T/Gn=§+“‘ > p, +j}—zaj=

=P{ézza+g(uo—ul)}=l-ﬁ

En la figura 8.2 representamos la potencia del contraste

a

Y

»

6 8

Potencia del contraste

FIGURA 8.2
Funciones de densidad de la media muestral bajo cada una de las dos hipétesis:
H() [P=u0], H1 [H=l»11], Ko < Hy.

EJEMPLO 1

En una poblacién N (u; 2) se desconoce el valor de la media estableciéndose dos hipétesis
sobre €l: hip6tesis nula [u, = 4] e hipbtesis alternativa [, = 6] . Calcularemos la mejor

region critica con un nivel de significacién o = 0,05 , mediante una muestra aleatoria sim-
ple de tamaiio 4, cuyos elementos son

8 66 24 35

determinindose si se acepta o rechaza la hipétesis nula.
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Como p, <y, , la mejor region critica es de la forma x > K y para hallar el valor de

la constante K debemos conocer la distribucién en el muestreo del estadistico X que, por
ser la media de una muestra aleatoria simple de tamaiio 4 procedente de una poblacién
N(u;2),es

2
Nip,—|[=N(u;1).
(“ JZJ "

El calculo de K se lleva a cabo a partir de la definicién del nivel de significacion
o = P (rechazar H siendo cierta) = P(X > K/H [p = 4])
y si la hip6tesis nula es cierta X se distribuye en el muestreo N (4; 1) por lo cual,
0,05=P[X2K/H [n=4]1=P[N(4;1)2K]=P(E+42K)=P(E>2K-4).

En la distribucién N(0; 1) el valor tabular Zo0s €S 1,645 y el de la constante K, como

Zgos = K —4 =1,645, es K = 5,645 y la mejor region critica es de la forma X > 5645.

El lema de Neyman-Pearson indica que la mejor regién critica estd determinada por el
conjunto de valores muestrales que verifican x > 5,645 . En la muestra obtenida la media es

igual a 3,58 valor que no cumple la condicién anterior (3,58 < 5,645), es decir, la media
no pertenece a la region critica por lo cual aceptamos la hipétesis nula, p = 4, y rechaza-
mos que la media poblacional sea igual a 6.

Hallamos la potencia del contraste, 1 -3,
1 - B = P(rechazar H  siendo falsa) =

= P(X e C/H,[pn = 6]) = P(X > 5,645/H, [ = 6]) =
= P(N(0; 1) > -0,355) = 0,6387 .

B. wo>n
Cuando p, es mayor que y,, la diferencia p, — p, es negativa y la mejor regién
critica es de la forma ¥ < K .

La obtencion del valor de la constante K y el de la potencia del contraste se
efectia de manera similar a lo expuesto en el caso anterior, p, < j;, sin mas que

tener en cuenta que ahora py > .

La mejor regidn critica es
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y la potencia del contraste

1_B=P N(O;l)szl_a‘l'@(uo—ul) .

8.1.1.2. Hipétesis compuestas: H, [ =p ], H [u>p,]l o H [p<p,l
En este tipo de contrastacion contemplamos hipétesis alternativas compuestas de la

forma p > p, o p < p, . Para hallar la mejor regién critica recurrimos al lema de

Neyman-Pearson. En la expresién [1], del cociente de verosimilitudes, hacemos
K, = K, llegandose a [2] como

(B - H)X > K,

y aunque no conozcamos en la hipétesis alternativa el valor concreto de p si sabe-
mos que 1 > H,, lo que supone que la diferencia p — i, es mayor que cero, por
lo cual al dividir por p — p, no cambia el sentido de la desigualdad, y la mejor
regién criticaes X > K .

De manera analoga, cuando la hipdtesis alternativa es H, [ < p,], en el pri-

mer miembro de la expresién [2] como p < p, la diferencia p — p, es negativa

cambiando el sentido de la desigualdad al despejar X, y la mejor regién critica
resulta ¥ < K .

EJEMPLO 2
En la distribucién N (u; 10) hallamos la mejor region critica para la hipétesis H, [p = 2]
y H, [ > 2], con un nivel de significacién igual a 0,10, en muestras aleatorias simples de

tamaiio 16. Si los valores muestrales son

-15,21 0,89 -3,25 -5,05
-1,70 -4,21 -14,61 7,85
-12,34 20,10 -2,95 18,52
4,52 -7,07 10,47 5,61

determinar la hipétesis a elegir.

La mejor region critica es de la forma X > K . Para hallar el valor de la constante K parti-
mos del nivel de significacién. Bajo la hipétesis nula la media muestral se distribuye
N2;25)

a =010 = P(T > K/H,) = P[X > K/N(2; 2,5)] = 5,205 .
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Segiin la muestra extraida la media es igual a -0,603 y por ser menor que el valor criti-
co 5,205 conduce a no rechazar la hipétesis nula, es decir, a aceptar que la media poblacio-
nal es igual a 2.

Al ser la hipétesis alternativa compuesta, p > 2, no podemos calcular la potencia del
contraste, sino su funcién de potencia, como vemos a continuacién,
P(u) = P(rechazar H)) = P[X > 5,205/N (1; 2,5)]

tomando la funcién de potencia, P (u), un valor distinto para cada uno de los posibles valo-
res de la hipétesis alternativa, p > 2.

8.1.1.3. Hipétesis compuesta: H, [u=p,], H; [ # p,l

Cuando la hipdtesis alternativa es p < p, 0 p > p, el conocimiento del signo de
la diferencia p — p, permite en [2] obtener la mejor regién critica mediante la
aplicacion del lema de Neyman-Pearson, sin embargo, cuando la hipétesis alterna-
tiva es de la forma p # p, desconocemos el signo de p — p, y, por tanto, el sen-
tido de la desigualdad final cuando pretendemos dividir por la diferencia, no siendo
posible determinar la mejor region critica a través del lema de Neyman-Pearson.

Para obtener un contraste tenemos que recurrir a otro procedimiento, el contraste
razén de verosimilitud®.

En la distribucién normal, la funcién de verosimilitud de una muestra aleatoria
simple de tamafio n es

1 ‘ri{i(x,- -p)?
LX;p) = ————e 7 .

(c)2 (2m)?
El méaximo de la funcién L(X; p) bajo la hipdtesis nula, H,[u = p ], se alcanza

en el punto p, , puesto que el espacio paramétrico de la media p se reduce al punto p,

1 Z 2
-—E(r— )
1 e 202,=1 i~ Ho

L(X; py) = ———
(c%)% (2m)?

Para el caso de la hipétesis alternativa H, [n # p,], calculamos el logaritmo de
la funcién de verosimilitud

In L(X; ) = - 2 In(@) - 2 @0 — 2 3. (5 - )’ 3]

i=1

2 Véase el Capitulo 7.
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hallamos la derivada de In L(X; p) respecto a p para obtener el valor del parametro
que hace maxima la funcién L(X; ) en el espacio paramétrico (-0 < L < o0)

Oln L(X; ) 1
etk it 2 oI —w =0
» = P EAIN)

i=1

La soluci6én de esta ecuacién es el estimador méximo-verosimil de p, la media
muestral X , y particularizada para ésta la funcién de verosimilitud es igual a

1 '#i(xi'f)z
LX;X)=—————¢ “° i1

n n

(6%)2 (2m)?
La razén de estas funciones de verosimilitud conduce al estadistico A (X)

BN P
LKy o TS
b 0 _

A(X) = = :
L(X; X) _%Z(x‘_;)z
e 20 i=1
y haciendo operaciones tenemos
__"_(f- )2
AX)=e 200

La region critica es A(X) < K, , y para conocer el valor de la constante recu-
rrimos a la definicién del nivel de significacion,

K2
a=P(0<AX)<K,/H,) = _[0 g(X/H,) dX

siendo g(X/HO) la funcion de densidad en el muestreo de A(X) bajo la hipotesis
nula. Sustituyendo A(X) por la expresién anterior tenemos

- (T - 1)’ _
OL=P(OS?»(X)SK2)=P|:0S€2°2 ro SKJ_

_p 2 (x-p,) <hk,|=
= -‘°°<“a?(x_“o) <hk, =
s 2
-,
c

Jn

> 2K,
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ahora bien, la variable aleatoria X , media muestral, bajo la hipétesis nula se distri-
c ) X-u

buye N|p,; —= |, por lo cual la variable 0

e M) 7 °

es N©O; 1).
n

Como la hipétesis alternativa es p # p, en la decisién que hayamos de tomar

deberan ser validos valores de . tanto mayores que p, como menores, por lo cual
el contraste debe ser bilateral o de dos colas.

Operativamente se rechaza H si

X —
K, al
o
Jn
y este suceso tiene lugar cuando se da la unién de los sucesos
X - X -
Po ¢k, k<l t
S S
Jn Jn
donde X =

K, o, equivalentemente,

X —-p,
c

7n

Para hallar la constante K procedemos de la siguiente manera

>K.

X - Ky _ . oy ) _a
P _——L— ZK/H0 =P[IN@O; 1|2 K] =a; P[N(O,l)?.za/z]—-?
Jn

y la region critica es la union de los intervalos

— [0 — c
xSHO——ﬁZQ/Z; x2u0+ﬁza/2.

EJEMPLO 6

En una poblacién N (u; 7) se contrasta la hipétesis nula H, [u = 20] frente a la alternativa

H, [u # 20], con un nivel de significacién igual a 0,01 y mediante la muestra de tamaiio 10

[4 17 15 16 19 27 16 12 17 24|
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La regidn critica es

La media muestral es igual a 17,7, el valor tabular de la distribucién N (0; 1) tal que
PIN(0; 1) 2 z55] €52,575.

La regién critica resulta

20 + —L—2.575 = 25.700

- c
leJ’O"’fzm/Z: ‘/ﬁ

X< 20 - —7—2,575 = 14,300

o
SHy——=2,,5 =
Ko o Carz 0
y la de aceptacién
14,300 < x < 25,700

comprobamos que la media de la muestra obtenida (17,7) esti contenida en la regién de
aceptacion por lo cual no se rechaza la hipétesis nula, p = 20, con un nivel de significa-

cién igual a 0,01.

8.1.2. VARIANZA POBLACIONAL DESCONOCIDA

8.1.2.1. Hipdtesis simples: H, [u=p,], H [p=p,]

Para resolver este problema recurrimos al contraste razén de verosimilitud. Los
valores de p que hacen maxima la funcién de verosimilitud en cada hipdtesis son
Ho ¥ M, - Al ser desconocida la varianza poblacional, ¢, la estimamos bajo cada
una de las hipétesis.

Derivando el logaritmo de la funcién de verosimilitud [3] respecto a la varianza
o?, e igualando la derivada a cero tenemos la ecuacién

Oln L(X; p) n I 3 2
—_— = - — x, —w=20
dc* 26*  2¢* ,.;( W
que conduce a
: 2
Z(xi )
S2 — i=1

n



220 @ FUNDAMENTOS DE INFERENCIA ESTADISTICA

y particularizando p para p, y p, llegamos a los dos estimadores de la varianza

o?, bajo una y otra hipétesis

.Z(xi_”o)z > (x -’

S=l 1 : S12=i=1 [4]
n n

con lo que el estadistico razon de verosimilitud A (X) es igual a

1 " Zf‘ “ho)
n n €
ax) = LK Ho. s9) _ (59)2(2m)?
L(X; p,, 57) ) S PICRINY

n n
(s7)2 (2m)?
Sustituyendo sZ y s por sus expresiones dadas en [4]

n n
no | ZE e R wy n
1{i51 2

N 2 |2 315
20—y 213 - mg)? Z(x, w)? Z(x - ny)’
AX) = | ——— | e U ===

Z(xi ~ 1)’ 2 — )
i=1 i1

(3]

Distinguimos las dos situaciones que pueden darse p, < [y ¥y Ko > My -

A <y

Haciendo operaciones® en [5] llegamos a la variable aleatoria

Vn (X - )

distribuida segtin #(n - 1) .

3 RuIZ-MAYA y MARTIN PLIEGO. Estadistica II: Inferencia. Capitulo 10, especialmente por la referencia al
teorema de Basu.
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Cuando ¢ > t(n — 1; o) se rechaza la hipitesis nula al nivel de significacion o.

La potencia del contraste es

1-B=P(XeC/H)=P ‘/_(x _In k) >t(n—1a)/

bajo la hipétesis nula, la variable

se distribuye como #(n — 1) . Pero si es cierta la hipétesis alternativa, p = p,, en
el numerador de la variable la esperanza de la diferencia X — p, no se anula para
L, , y el cociente sigue una distribucion 7 no central®.

B. wo>p

Siguiendo el mismo procedimiento que para la hipGtesis alternativa cuando
Ko < My, laregién critica si p, > p, es

ﬁ(f—uo)

<tn-1;1-a).

8.1.2.2. Hipétesis compuestas: H, [u = p ], H; [n>py] o H [n<p,]

Para deducir la regién critica precisa para contrastar estas hipotesis el método es
similar al anterior, H;(u = p,), y la regién critica cuando p > p, es

‘/;(x_ - uo)

>t(n-1;a)

4 MARTIN PLIEGO y RUIZ-MAYA: Fundamentos.... Capitulo 7.
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y si, por el contrario, p < p,, el signo de la desigualdad cambia

‘\/-’;(f - ’J'o)

<tn-1;1-a).

La hipdtesis alternativas son compuestas por lo que no tenemos potencias con-
cretas sino funciones de potencia, dependiendo de la distribucién ¢ no central.

8.1.2.3. Hipétesis compuesta: H, [n = p,], H; [pu # p,]

La razén de verosimilitud, en este caso, es el cociente de la funcién de verosimili-
tud particularizada para los valores de p y o* que la hacen maxima en el espacio
paramétrico de la hipétesis nula {p,; o> > 0} y en el espacio paramétrico total
{-© < p < w; 6> 0}.

Hallamos las expresiones de los estimadores de j1 y o> bajo cada hipétesis. En
el espacio paramétrico de la hipétesis nula {u = py; o> > 0} la media toma un
solo valor, B, , por lo que sera el que hace maxima L(X; p, o?) . El valor corres-
pondiente a o> es su estimador maximo-verosimil

Z (x; = “0)2

“~
sg='
n

En el espacio paramétrico total, los estimadores de py o son

>x, >, - %7
i=1

n n

Llevando estos valores a la razén de verosimilitudes, el estadistico A (X) es

<

1 n
1 ey ,;(x" - 1y)?
n n €
PN YN Bt e
L(X; , %) ! L S -
e 2s i=1
n n

(s})2 (2n)?
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sustituyendo s7, s> y i por sus expresiones en funcién de los valores muestrales
y haciendo operaciones tenemos que

Zn:(xi _f)z
A(X) = =t

n

2 - l"o)2

i=1

Teniendo como resultado final que la expresion del estadistico utilizado en el
contraste es igual a

= ‘\/;('f - uo) . [6]

y la region critica | t| > t(n - 1; o/2).

Operativamente el proceso es el siguiente: fijado el nivel de significacién, o, y
tomada una muestra aleatoria simple de tamafio n, se calcula el estadistico ¢ y se

halla el valor tabular de la distribucién #| n —1; St . siltlzy , 0 lo equi-
2 a/2 a/2

valente ¢ < -t t>t se rechaza la hipétesis nula, p = p,, y se acepta la

a/2° a/2°?

alternativa, p # p,.

—

EJEMPLO 4

Para contrastar la hipétesis nula H [p = 3] frente a la alternativa H, [p # 3] enla distri-
bucién N (u; o), con un nivel de significacién igual a 0,013, siendo la varianza desconoci-
da, se toma una muestra aleatoria simple de tamaiio 18, cuyo resultado es

4,19 3,98 3,65 3,25 3,86 4,03 3,93 3,83 3,98
4,08 3,93 3,75 3,93 3,98 3,84 4,01 4,16 4,01

Hallamos el valor muestral del estadistico [6]
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18
siendo X = 3911 y > (x, - 3911)* = 0,762698 , por lo que

i=1

,_J18(3911-3)
0,762698
17

=18,247 .

El valor tabular de la distribucién ¢ de Student es (17; 0,0065) = 2,7988 y como el
valor muestral (18247) resulta mayor que el tabular (2,7988) la muestra pertenece a la

region critica por lo que se rechaza la hipétesis nula y se acepta que la media de la distribu-
cién poblacional es distinta de 3.

8.1.4 CUADRO RESUMEN DE LOS CONTRASTES DE MEDIAS
EN POBLACIONES NORMALES

Resumimos en la pagina siguiente los contrastes estudiados para la media de una
distribucién normal.
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Contrastacion de hipétesis sobre la media de una poblacién N (u; o)

Hipotesis Recidn critica
ion critic
Nula I Alternativa &
Varianza poblacional conocida
- c
Ry <H, X2p,+ T—za *)
n
p=p
1 X < S *
Ko > Ky x"p0+_ﬁzl—a *)
- G
=y, B> H x2u0+—nza *
- c
H <M, XSug+ Ty 4 *
[TENTA |f—u0|2i2 (**)
JI—I /2
- c
u <y, n>H, x2u0+—ﬁa *)
- c
M2 R H<Hy xsu0+ﬁzl—a @)
Varianza poblacional desconocida
- s
Ho <H X2 o+ =1, *)
H=H
- s
Ho > Ky X <p+ L a *
n-1
- s
H=H, B> py X 2p,+ n—lt“ *
- s
B <Ho XS Uy +—=—=1, @)
n-1
- s
H# K, IX—pol 2 7=—1,, (¥**)
Jn-1
- s
ns<p, H>p X2p,+ - ltu (F*¥)
- s
(VI VIS M<K, X<p,+ : [ (**%)
n -—

2, PINO; D)2z, ]=0a; z_,:PINO; )27 J=1-0a; 2, PINO; 1) 2 2, ] = a/2
t,Plt(n-1)2 t]1=q; t_Pli(n-1) = L J=1-o Lyt Plt(n-1)2 ta/z] =a/2

(*) Uniformemente mds potente.
(**) Uniformemente mds potente insesgado.
(***) Uniformemente mas potente, insesgado e invariante.
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8.2 Contrastaciéon de hipétesis
__sobre la varianza de una
~ poblacién N(; o)

8.2.1. MEDIA POBLACIONAL CONOCIDA
8.2.1.1. Hipétesis simples: H, [c*> = c}], H, [¢* = 6]

Para la determinacién de la mejor region critica al ser las dos hipétesis simples,
aplicamos el lema de Neyman-Pearson, obteniendo previamente la funcioén de vero-
similitud que, para muestras aleatorias simples de tamafio n de la poblacién
N(u; o), es

1 < 2
-—5 (%~ n
L(X;0%) = — ¢ i :

n n

(c2)2 (2m)?

El cociente de funciones de verosimilitud particularizadas para la hipétesis nula
[6® = 7] y alternativa [¢” = ;] es igual a

1 l n
1 2
_ln._z.__(_z__lzjlgl(xi_“) <an2

y haciendo operaciones

[% - %] > -w 2K, y

o 91 )i=1

Como en el caso del contraste de medias, debemos tomar en consideracion el signo de

. o1 e 2 2
la diferencia —- — —-, es decir, distinguir el que o sea menor que G, 0 mayor.
c
0 1
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A. ¢} <

. . . 1 1 . 1 1
Si o5 < of , sus valores inversos verifican — > — y la diferencia — - —- es
So O S O

n
mayor que cero, por lo cual al despejar en [7] Z (x; — w)* no cambia el sentido
i=1

de la desigualdad, quedando como mejor regi6n critica

Zn:(x,. -’ > K.

i=1

Para calcular el valor de la constante K, y que la region critica quede perfecta-
mente determinada, partimos del nivel de significacién, a.,

o=P(XeC/H)) = P(i(xi -2 K/HOJ [8]
i=1

n
requiriendo conocer la distribucién en el muestreo del estadistico Z (x, — p)?
i=1

bajo la hipétesis nula, donde las variables aleatorias independientes x; se distribu-
yen N (u; op). Para ello dividimos la variable x; — u por la desviacién tipica
X — KB

Go

, siendo la distribucién de la nueva variable N (0; 1).

Gp»

n
Por todo esto, si dividimos por o la desigualdad Z (x; —w?* = K, que define

i=1

la regién critica,

2
(X p 2£
bt

2
So So

tenemos en el primer miembro la suma de cuadrados de n variables aleatorias
N (0; 1) e independiente, distribuyéndose la suma segln una variable y”(n), por
lo cual estamos en condiciones de hallar el valor de la contante K que delimita la
mejor region critica, una vez fijado el nivel de significacion.

Volviendo a [8]

R :
a=P[Z(xi—p)2zK/Ho}=P Z(x"_“J > £ =P{x2(n)2£}
: i=1

2 2
i=1 Gy % S




228 @ FUNDAMENTOS DE INFERENCIA ESTADISTICA
K . .
la constante —;- es el valor tabular, c, , que verifica la ecuacion
Go
P[x*(m) 2 ¢, ]1=0a
y de aqui deducimos (Fig 8.3)

K =c,0p.

x(n)

Nivel de significacién

FIGURA 8.3
Funcién de densidad de la variable x2 (n) para contrastar

H, [0 = cé] y H, [6? = 0‘12], 0(2) < 012.

La potencia del contraste (Fig. 8.4) se calcula de la siguiente manera

2
n n xi_u K
Z(xi—p)zzK/Hl}=P Z[ . J 2;17

Li=1 i=1 1

1-p=P

i 2
=P x2 (n) 2 %j\ = P{xz(n) 2c, E%j‘
c c

1 1
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FIGURA 8.4
Funcién de densidad de la variable % (n) para contrastar

H, [6% = og] y H [6? = clz], 0(2) < csl2

EJEMPLO 4

2 2

En una poblacién N (5; o) la hipétesis nula es 6* = oj = 2 y la alternativa o = 67 = 4,
0'0 < 0'1

- El valor del nivel de significacién es 0,025. La contrastacién se efectia por medio
de la siguiente muestra aleatoria simple de tamario 10

51 62 40 25 37
55 3,8 35 57 27

La mejor region critica es de la forma

10
D -5 2K
i=1

Hallamos el valor de la constante K

Co

a = 0,025 = P{xz 10) > 52-} = P[XZ 10) > g]
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% = 20483 y K = 40,966 , siendo la mejor region critica

10
> (x; = 5) > 40966 .

i=1

10
El valor muestral del estadistico Z x; - 5)* es igual a 20,11 que, por ser menor que
i=1

40,966, conduce a no rechazar la hipétesis nula, N (5; V2), pues se halla en la regién de

10
aceptacién, Y. (x, — 5)° < 40,966,
i=1
Potencia del contraste

1-B= P‘:XZ(IO) > 52-} = P[xz (10) < ﬂf@] = P[%*(10) > 10,2415] = 0,43.
0'1

B. o >0

. o1 1 . . Y
La diferencia — — — es negativa y la mejor region critica pasa a ser
Gy O

i:(xi—p.)2 <K
i=1

hallandose la constante K como solucién de la ecuacién
K
a=P x2 (n)<—
Oy
o también

Plx*(n) 2 c,,] =1-a

. . K
siendo ¢,_, iguala —,0 K =c¢ _, cg.
Gy

La potencia del contraste es

l_‘__l

1-Bp=1- P{xz(n) >c,
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8.2.1.2. Hipétesis compuestas: H,[c? = (], H,[6* > o] 0 H,[c? < o]

Tanto un contraste como otro se llevan a cabo recuriendo al tema de Neyman-
Pearson y llegando a dos regiones criticas segiin que cé sea mayor 0 menor que oy .

2 2
A. H (¢’ > o]
Region critica

S0 - w2 K

i=1

el valor de K se obtiene como solucién de la ecuacion

2
a=P Z(x"_”J > K| {xz(n)zﬁzJ=P[xz(n)2ca]

i=1\ 9 Gy
siendo K = ¢, op.

B. H,[c’ < o’]

Anélogamente al caso anterior la region critica es

n
2 -w <K
i=1

2
=P z[xf"”] sf—z =P{x2(n)3§—}=P[x2(n)Scl_a]
0 0

yK=¢_,0..
8.2.1.3. Hipétesis compuesta: H [c* = c}], H,[c? # 7]

Siguiendo los pasos indicados por el lema de Neyman-Pearson llegamos a la des-
igualdad

1 1 1
{_2_—?} 2 -w? 2 K,

G, i=1
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2
0o Op

mediante este procedimiento, siendo preciso recurrir a un test razén de verosimili-
tud.

. 1 1 . S
y al desconocer el signo de —- — —- no podemos obtener la mejor regién critica
c

Como desconocemos o> en la hipétesis alternativa lo estimamos mediante el
estimador méaximo-verosimil, en muestra aleatorias simples de tamafio n,

Zn: (x, - p?

) 2 _i=1
n

El cociente de funciones de verosimilitud es

1 i(x ‘H)
e =t

onl"‘
|

H“'l'—

——

AX) =

L(X; s) o2

n n n
L(X;0}) (cr(z,)2(21t)2 _{sz ]2 e“ Zl(x - [
1 Z 5w
oo _
(s*)2 (2m)?
sustituyendo s> por su expresion

- n 2 n .
Z(x,‘_u) _l++
i=1

2
0

SR
1]

A(X)

1l
S |-

C

|13

n 2
2|2 L [hzk) 0
\} e 2 ‘.=l[ S, ] 2
y como bajo la hipétesis nula, N (u; o),

2
i=1\_ o

es una variable % con n grados de libertad resulta

2 n
. n + —
x() 2

A(X) = [ X (n)]z
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La razén de verosimilitud, A(X), y, por consiguiente, la regién critica
MX) < K, es funcion de x> (n).

En la figura 8.5 vemos que A(X) serd menor que K cuando y>(n) < L, o
cuando x*(n) > L, , es decir,

(AX) <K} = {X*m) < L}u{y*@® > L}

NX)

L, ' L X(m)

FIGURA 8.5

y como los sucesos {x*(n) < L;} y {x*>(n) > L,} son disjuntos el nivel de signi-

ficacién sera
a=PAX)<K/H)]=Plx*(m)<L]+P[x*(m=2L]=a, +a,.
Desde el punto de vista operativo, y para obtener un intervalo tnico de tamafio
1 - a, tomamos en la distribucién ¥*(n) o, = a, = %, siendo L; la solucién de

P[;&(n)s@:% y L, lade P[sz)sz]:%,

Rechazaremos la hipotesis nula, H,[o” = 6} ], cuando se verifique

3 [x" ~ “Jz < xz(n; 1-%}

i=1\ O
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n 2
Z (Xi — HJ > XZ(n; EJ
i=1\ %o 2
y se aceptara cuando

2 a) s ¢ 2 . o)
x(n;l—;)co< pIRE A <x[n; EJO'O.

i=1

o bien

La hipétesis alternativa de este contraste, H, [o? = og] , €s compuesta por lo
cual no podemos hablar de potencia sino de funcion de potencia’®

P(c?) = P[xz (n; 8) < xz(n; 1-%}} + P[xz(n; 3) > xz[n; %ﬂ

la variable *(n; 8) es la distribucion x* no central® con parédmetro & de no centralidad.

E——
EJEMPLO 5

En una poblacién N (15; o) se contrasta la hipétesis nula H, [6? = 4] frente a la alterna-

tiva H, [c® # 4] con un nivel de significacién igual al 10%. La muestra aleatoria simple
obtenida es

|12 16 9 17

4
El valor del estadistico muestral Z (x; — 15)* es igual a 50, y dividiéndolo por la va-

i=1

rianza establecida en la hipétesis nula, 6’ = 4, resulta 12,5. Los valores tabulares son

x> (n; %} = %2 (4; 0,05) = 9,488

x2 [n; 1—%) =% (4; 0,95) = 0,717

La regién de aceptacion es el intervalo [0,717; 9,488], y al no pertenecer el valor muestral
del estadistico (12,5) a la regién de aceptacién rechazamos la hipétesis nula, por lo que
aceptamos que la varianza de la distribucién es distinta de 4, o2 = 4.

3 RUIZ-MAYA y MARTIN PLIEGO: Estadistica II: Inferencia. Capitulo 10.
SMARTIN PLIEGO y RUIZ-MAYA: Fundamentos... Capitulo 7.
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8.2.2. MEDIA POBLACIONAL DESCONOCIDA
8.2.2.1. Hipétesis simple: H, [c* = 6], H, [6” = o7]
Para efectuar este contraste no podemos aplicar el lema de Neyman-Pearson pues

las hipétesis son compuestas al desconocerse la media poblacional: el espacio pa-

rdmetrico en la hipétesis nula es {— © < p < w0; 62 = 62}, y en la alternativa

7 = o7}, teniendo que recurrir al contraste razén de verosimi-

{-0 <p<ow;o
litud, cuya regién critica no es uniformemente més potente.

Al desconocer la media poblacional, p, calculamos su estimador maximo-
verosimil, la media muestral X . Los valores que hacen méxima la funcién de vero-

similitud son en la hipétesis nula (X; cé) y en la alternativa (X; 012). El cociente
de los valores maximos de la funcion es

y tomando logaritmos

(iz—iz] i(x,- -%)? 2 K,
S

Go i=1

Para determinar la region critica distinguimos entre o} < o7 y o2 > o?.

A. o} < of

. 2 2 . o1 1 i
Si o < of la diferencia —- ~ —- es mayor que cero y la region critica toma la
S O
forma
n
D -% 2K
i=1

deduciéndose el valor de K de la ecuacién

o=P(XeC/H)= P[i(xi -3’2 K/HOJ :
i=1
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< 2
Z (x,’ - f)
. o 4 . . . =1 . .

Si la hipétesis nula es cierta, 6° = o, la variable ~———— se distribuye
c
0

x*(n - 1), por lo cual

=P

i=1

o= P[i(xi -x) 2 K/Ho

xz(n—l)zﬁz}

S

ey es el valor tabular de x*(n - 1; @), d, , y K = d, o, resultando la regién
0

critica

n

2 2
Z(xi—f) >d,o;p.
i=1

La potencia del contraste es

1-Bp=P(X eC/H)= P{i(xi -%)? 2 K/H1

i=1

EJEMPLO 6

Para contrastar, con un nivel de significacién o = 0,01, en una distribucién N (u; o) la
hip6tesis nula H [cf) = 25] y la alternativa H, [cf = 36], se toma una muestra aleatoria

simple de tamafio 18, cuya varianza es igual a 30. Héllese la potencia del contraste.
La region critica es

18
2%‘W2%%=%M5

La varianza muestral es igual a

s2

18
2 = %)
_i=1

=30
18

y de aqui

18
> (x - %)’ = 540.
i=1
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Para hallar d,, sabemos que P[x*(17) 2 dy,,] =001, y el valor tabular
dyo; = 33,409 .

18
Como Y. (x; — X)* = 540 es menor que do, G, = 33409 - 25 = 835225 no se re-

i=1
chaza la hipétesis nula.
La potencia del contraste es igual a

2
P[Xz 17 = ‘100—12“‘)} = P[xz a7 = %} = P[x*(17) > 232] = 0,195.
(e}

1

2 2
B. o; > o

Al ser mayor la varianza bajo la hipdtesis nula, cé , que bajo la alternativa, o}, la
diferencia de los inversos de las varianzas es negativa y la region critica igual a

im-WsK

i=1

Siguiendo un procedimiento analogo al del caso anterior, of < o}, llegamos a
que la constante K se calcula mediante la ecuacion

P{xz(n -1 < 52} =a

o también
Pl’n-D2d_,]=1-a
y K = dl—ac(z)

La potencia del contraste resulta

2 2
1-B = P[xz(n—l) <d_, —2} = 1—P[x2(n—1) >d_, —2-]
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8.2.2.2. Hipétesis compuesta:” H,[¢” = o{], H,[c” > o] 0 H,[c? < o7]
B Si la hipétesis alternativa es H, [o? < og]
La regién critica resulta

n

> - %)

=t . <y*n-1;1-o)

Oo
W Sila hipotesis alternativa es H,[6* > c.] se llega a la region critica
n
dx-%°
'—=1—§—— >y (n-1; 0.
So
8.2.2.3. Hipétesis compuesta: H [6* = c}], H,[c* = 7]

Como en casos anteriores tenemos que recurrir al contraste razén de verosimilitud.

El espacio paramétrico en cada una de las dos hipdtesis es: en la nula
{-o < p<ow; 6* =0k}, yenlaalternativa { — 0 < p < o0; 6° # Gy }.

Rechazaremos la hipétesis nula, H,(c” = o), cuando se verifique

. T
Z[x,— x] sxz(n—l;l—ﬁ),
i=1\ Oo 2
., 2
x-X) 2( 'a]
>y |ln-1;, —|.
igl( Co ] 2

8.2.3 CUADRO RESUMEN DE LOS CONTRASTES DE VARIANZA
EN POBLACIONES NORMALES

o bien

Los contrastes anteriores esquematicamente se pueden resumir en el siguiente cua-
dro:

7 RUIZ-MAYA y MARTIN PLIEGO. Estadistica II: Inferencia. Capitulo 10.
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Contrastacion de hipétesis sobre la varianza de una poblacién N (u; c).

M

Hipétesis . .
- Region critica
Nula I Alternativa
Media poblacional conocida
o} < o} > (x - w20 *)
i=1
02 = 612 n
ot >of | 2w <60 ™
i=1
o’ > op Z o, - w? > cop *
62 = cg ‘ll=l
o’ <o} 2 - W < 6,0 ™
i=1
Z (x; - w? < CI—aIZG(Z)
2 2 i=1
c° % 0, .
>, - w2 ¢, 0
i «/270
i=1
o’ < o} ¢’ > o} PN AT A *
i=1
o’ > o} o’ < o} > (x - w <0 *
i=1
Media poblacional desconocida
o <ol | X&x-®2d 0 ™
i=1
o’ = ot -
op>ol | XL -9<dg, ®
¢’ > op >(x,-%* 2do; *
o’ = o} ':‘
o’ < op Y(x,-% <d_o; *
i=1
Z(xi - E)z < dl—alzcg
2 2 i=1
G" # 0, .
> (x-%° 2d,,,0,
i=1
o’ <ol o’ > o Y(x,-%)? 2d,o; (**)
i=1
o’ > a o’ < ot Yx,-% <d, o, (*%)
i=1
¢, i Plx*(mzc, 1=a; € PIXP(M2c_1=1-0a; Cop ‘PIX* (M) 2c,,,]=0/2
d,:P[x*(n-D2d 1=0; d_ :P[x*(n-D2d,_ l=1-a; d,,:Plx’*(n-1)24d,,l=a2
(*) Uniformemente mds potente. )
(**) Uniformemente mds potente, insesgado.
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8 3 Contrastacion de hipotesis
sobre el coeficiente
 de correlacion lineal
de una poblacién
_normal bidimensional _

De la variable aleatoria bidimensional (£; 1) con funcién de densidad conjunta

normal® y coeficiente de correlacion poblacional p, se toman muestras aleatorias
simples de tamaiio n, (x;; y),...,(x,; ¥,) . La expresién del coeficiente de corre-

lacién muestral, r, es

PHECASICADD!
i=1

r = =

AR n n
Yy \/Z<xi—f>22<yi—7>2

i=1 i=1

8.3.1. CONTRASTE DE INCORRELACION LINEAL:
H,[p=0], H[p=0]

El coeficiente de correlacion, poblacional o muestral, toma valores en el intervalo
[-1; 1] y de ellos se considera en particular el cero, correlacion nula. Este valor

implica que las variables aleatorias & y m son independientes por ser normales.
Bajo esta hipotesis, p = 0, segiin lo estudiado en el capitulo 1 la variable

[\

r¥n —
=

!

1-r
sigue en el muestreo una distribucién ¢ con (n — 2) grados de libertad.

Para contrastar la hipotesis establecida sobre el coeficiente de correlacién po-
blacional recurrimos a un contraste de significacién’. El estadistico ¢ sigue en el

8 MARTIN PLIEGO y Ruiz-MAYA: Fundamentos... Capitulo 8.
% Véase el Capitulo 7.
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muestreo una distribucién #(n — 2) por lo cual, fijado el nivel de significacién «,
hallamos el valor tabular 2 que verifica

P(t(n-2)| > ta/z) =

calculamos el valor muestral del estadistico 7 y si, en estas condiciones, se verifica
que || > Lo rechazamos la hipétesis nula, p = 0, pues ha tenido lugar un suceso

raro'®. En caso contrario, | 7| <, ), » aceptariamos esta hipétesis.

8.3.2. CONTRASTE DE ASOCIACION LINEAL: Hy[p =p,]. Hlp # p,]

Para valores de » moderados la variable aleatoria!!

1+r

Z=lln
2 1-r

se distribuye aproximadamente

N-1—1n1+p; L |
2 1-p Vn-3

Formamos la nueva variable diferencia

1+
lln1+r 1ln Po
2 1-r 2 1-p,

distribuyéndose

por lo cual, la variable

10 Ley del azar.
" Transformacién de Fisher, véase capitulo 1.
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es aproximadamente N (0; 1) . Partiendo de aqui, y con un nivel de significacion
o, determinamos el valor tabular 242 tal que

P[|N(0;1)| 2 ]l =a

si el valor absoluto muestral del estadistico v es mayor que 7, rechazamos la

hipétesis nula, p = p,, y aceptamos que el coeficiente de correlacién poblacional
p es distinto de p, .

8.4 Contrastacién de hipétesis
sobre los coeficientes

de regresion de una
poblacién normal
bidimensional

m H/ B =), HIB =p].

En el capitulo 1 se ha expuesto que si B, es el coeficiente de regresién de (n/¢),
la variable

t=__(b1_B1)

s 1=r?

y

sx\/n—2
-r

se distribuye como una ¢ (n — 2) , siendo

n n n
22 22 -
> x! -nXx >y —-ny 2 Xy, —nXxy
i=1 i=1 =1
2=l [ L E— s, =-
n Y n Xy n
n
s AEYiTnEY
_ Sy s
bl_ s2 - n
X
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Por consiguiente, si comparamos el valor muestral del estadistico ¢ con el tabular,
fijado el nivel de significacién a,, obtenido de

Plltn-2)];1,,]=a

tenemos el contraste de significacion preciso para decidir por cual de las dos hip6-
tesis optamos.

B El contraste del coeficiente de regresion de (&/n) sigue los mismos pasos sin
mas que considerar el estadistico

s ." —-—
= (b - B)).

s NL-r?

X

I
EJEMPLO 7
De una poblacién normal bidimensional (&; n) se ha tomado una muestra aleatoria simple

de tamaiio 5, cuyos valores aparecen en las dos primeras columnas del cuadro siguiente. Se
desea contrastar, con un nivel de significacién del 5%, la hipétesis nula que el coeficien-
te de regresién de (n /€), B,, esigual a -1, frente a la alternativa que es distinto de este

valor.

—————————————————

X i x; ¥ X Yi
3,2 13 10,24 169 41,6
2,6 12 6,76 144 31,2
52 8 27,04 64 41,6
1,5 13 2,25 169 19,5
3,9 11 15,21 121 42,9

16,4 | 57 61,50 | 667 176,8

El coeficiente de regresién muestral resulta

5
Yxy - 5%y 1768 - 16457
i 1

b = =] = S - -1318.
> x! - 5% 615 - 104
i=1
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El estadistico necesario para el contraste es

> 2 2
Z Y, — 5?

s, = s, === =18547; r=-0882.

y
El valor del estadistico
__ LAI6V3 o iaie (py)- 0782
1,8547 /1 - (-0,882)?
Se acepta la hip6tesis nula, B, = -1, frente a la alternativa, B, = -1, pues |- 0782 es

menor que ?(3; 0,025) = 31824 .

5 Contrastes entre
- dos poblaciones

- —

En dos distribuciones normales, con medias p, y p, desconocidas, contrastamos
la hipétesis nula que las medias son iguales, p; = p,, frente a la alternativa que
son distintas, p, # p,. La contrastacion se efectia bajo dos supuestos: varianzas

poblacionales conocidas o desconocidas. Pasamos después a la comparacion de las
dos varianzas, distinguiendo si las medias poblacionales son conocidas o no.

8.5.1. CONTRASTE DE IGUALDAD DE MEDIAS

8.5.1.1. Varianzas poblacionales conocidas

Sobre las medias de dos poblaciones N (u;; 6,) y N(u,; ©,), con varianzas co-
nocidas y distintas, se establece la hipétesis nula de la igualdad de medias,
H, [y, = u,], y la alternativa de su diferencia, H, [p, # u,]. Para llevar a cabo el
contraste se toman dos muestras aleatorias simples, independientes entre si, de
tamafiosny m (n+m = N), X(x,...,x,) e Yy, s V) -
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Para contrastar las hipétesis recurrimos al test razén de verosimilitud, necesi-
tando para ello obtener los valores de los parametros L, y p, que hacen maxima

la funcién de verosimilitud en cada espacio paramétrico. El espacio paramétrico
total es {— o < p < 0; —0 <, <o}, y el definido por la hipétesis nula

{-© < p< o}

En primer lugar, establecemos la funcién de verosimilitud conjunta de las dos
muestras. La funcién de verosimilitud de una muestra aleatoria simple es igual al
producto de la funcién de densidad poblacional particularizada para cada elemento
muestral. Al ser las dos muestras independientes la funcién de verosimilitud con-
junta es igual al producto de las funciones de verosimilitud de cada muestra.

LX, Y5 pp,uy) = LX) L(Y; py) =
= f(xp ) FOs ) FOs ) o (Y, 1Y) =

n m 2
S -u)? D0 ny)
l i=1 +:=1

2 2
2 o} o

1
= e

n m ﬂ
(632 (c2)2 (2m)?

Calculamos su logaritmo neperiano

InL(X,Y; p, p,)= —%lncl2 —%lnoi —I—;I-In(Zn)—

n m
1 ‘Z(x[ - “1)2 Z()’, - ,""2)2 [11]
2 i=1 : +z=1 > .

2 o; o,

Bajo la hipétesis nula, p; = p, = p, el logaritmo de la funcién de verosimili-
tud conjunta es

N_ n. o2 m _ 5, N
lnL(X,Y,],l)——EIIIG1 —?lncz ——2—111 (2n) -

n m

1 Yx -wr Y, - [12]
i=1 i=1

— + .

2 012 cg

A continuacién hallamos, bajo las condiciones establecidas para cada hipétesis, los
valores de los parametros que hacen maximas las funciones de verosimilitud. Deri-
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vamos [11] respecto a i, y p,, obteniendo como solucién de las ecuaciones, en el

espacio paramétrico total, los estimadores méaximo verosimiles de p; y p,

fhb=X 'y =Yy

En el caso de la hipétesis nula, p, = p, = p, derivamos [12] respecto a p e
igualamos a cero, llegando a
. noiX+moy
" mcsl2 + nci

La media obtenida es la media ponderada de las medias muestrales utilizando como
ponderaciones los tamafios de las muestras y las varianzas poblacionales.

En el caso particular de poblaciones con varianzas iguales, ¢, =6, = o’ la

estimacion de la media es
nx+my
m+n

i =

media ponderada de las medias muestrales utilizando como ponderaciones tnica-
mente los tamafios muestrales.

Hallamos los valores que hacen méaxima la funcién de verosimilitud en cada es-
pacio paramétrico, formamos su cociente A(X,Y), la razén de verosimilitud,

n m n mn
1 - om0 Y- Yo-»
i=1 i=1 i=1 i=1

-= +
2 2 2 2
2 o o3 oy o,

AMX,Y)=e . [13]

Simplificamos'? el exponente de [13] obteniendo como expresion de la razon de

verosimilitud conjunta
-% mczn:"n 2 - Y)z
AX,)Y)=e I <K,.

Para determinar la regién critica necesitamos conocer la distribucion en el
muestreo de A(X,Y) o la de un estadistico derivado de A(X,Y). Para ello, toma-

mos logaritmos en la expresién anterior

LM (z_y7 <mk,
2 mo; + no,,

12 yesse RUIZ-MAYA y MARTIN PLIEGO: Estadistica II: Inferencia. Capitulo 11.
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y operando se llega a que la regién critica es igual a
(X -9’ 2K,
o, lo que es equivalente, a
|¥-y|=2K.
Conocida la distribucién en el muestreo del estadistico X — y la forma de proceder es
la siguiente: si X —y < —-K o X — ¥ > K se rechaza la hipétesis nula, p, = p,.

Para hallar X, y que la region critica quede totalmente determinada, fijamos el
nivel de significacién o y partiendo de su definicién calculamos la constante K que
delimita la region critica

a = P(rechazar H siendo cierta)= P(0 < A(X, Y) <K, /Ho) = P[(x - 51)2 > K /H0] =
=P(x-y| zK/HO)=P(J‘c—y s—K/H0)+P(X—7 > K/H,).

La region critica de dos colas, |X — y| > K, es funcién de la diferencia de las

medias muestrales, necesitando obtener su distribucién en el muestreo. Si es cierta
la hipétesis nula, p, = p, = p, las distribuciones de las medias muestrales son

be(u;%]; y:N(p;%]

y la diferencia de las dos medias, X — y , se distribuye

2 2
N[O; G—‘+ﬁj
n  m

Definiendo una variable aleatoria &, N(0; 1),

0'2 0'2
P(X-y<-K/H)) = P||——+—-2¢<-K|=
n m

=Plg<- 2K 2 _;
%, %
i n m
y, analogamente,
- = K o
P(x—yZK/HO)zPE_,Zﬁ =—2"
%, %

n m
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Si llamamos 2, al valor tabular de la distribucién N (0; 1) que deja a su de-

recha una probabilidad igual a a/2, el valor de la constante K delimitador de la
region critica es

K c
St K=mp ot
S,

+

3,

n

2 2
(o} (o}
Y —V ZZ __1+—2
| yl u/z\!n m

Cuando las dos poblaciones tienen varianzas iguales, o; = o = o, la regién

|X-y|2z,,0 nrm.
of nm

resultando

critica se reduce a

EJEMPLO 9

Para contrastar la hipétesis nula de igualdad de medias de dos poblaciones N5 y
N (u,; 55) se han tomado dos muestras aleatorias simples e independientes de tamafios 6
y 5, respectivamente,

]

Muestra 1: X, Muestra 2: 'y,
21,3 21,0
11,8 10,4

9,5 18,8
9,8 26,5
6,9 10,1
13,1

Determinese qué decisién se toma si el nivel de significacién se fija en o = 0,0472 .

La regi6n critica es de la forma | ¥ - ¥| 2 K , distribuyéndose la variable X —y

N[O; ;365_+ 2052] = N (0; 3,196).
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El valor de la constante K es

25 3025

K= 2,00 6 + 5 - 3,196 2, 546
2

y hallamos el valor de z,53 que verifica P(N(0;1) 2 z,,,) = 0,0236, siendo
29,0036 = 1,985, con lo que la constante K es igual a 3,196 - 1,985 = 6,344 .

La regién critica resulta |¥ —y|2 6,344 . Los valores de las medias muestrales son
X =1207 e y = 1736 y el valor absoluto de la diferencia |X - y|= 5,29 que, por ser

menor que 6,344, indica su no pertenencia a la regién critica, por lo cual no rechazamos la
hipétesis que las dos poblaciones tengan el mismo valor medio, p, # p,.

La hipétesis nula propuesta, p, = n,, se puede expresar como 1, —p, = 0,
dando pie a una generalizacién: la diferencia de medias igual a una cantidad cono-
cida, p, —p, = 1, teniendo como hipétesis alternativa que p, — p, # 7. Relacio-

namos los contrastes fundamentales que en este caso pueden hacerse

Hipdtesis nula Hipdtesis alternativa Region critica
2 2
6, ©
Hy—Hy ST H—H>T T-J2T+7 |L++-2
“Nn m
2 2
6, ©
Hy—Hp 2T Hy—Hp <7 XT-FJ<t1-z7 .+ +-2
“¥n m
2 02
Wp—Hy =1 Hp—Hp 771 lx-5-1l>¢ L2
2N n  m

8.5.1.2. Varianza poblacional comiin desconocida

Sean dos poblaciones N (,;; 6) y N (n,; o) cuya varianza comin es desconocida.
Las hipétesis a contrastar son Hj[n, = u,] y H [y, # p,], y para ello se parte de
dos muestras aleatorias simples e independientes de tamafios n'y m, n+m =N,

X(x,....%,) Y Yoo ¥) -
La funcién de verosimilitud conjunta es igual a

1 n m
1 eyl Z(X,‘Pl)z"' Z()’,‘Hz)z
e

i=1 i=1

LX Y5y, 1,0°) = —5—
2

(c®)? (2m)
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y su logaritmo

InL(X,Y; p.l,uz,cz)=— —In (¢%) - — > 1n(21t)—

1
20’2

Z(x —p)’+ Z(y

Calculamos los estimadores maximo-verosimiles de p, p, y o’ en el espacio

paramétrico total { — o < p < ©; —© < p, < ©; 6> > 0}

Z (x; — )

. 2 ;
Ol LY pybp @) _ iz g [14]
oW c
¥ - 1)
ol LX,Y; by pyy 02 i 2
- _ -0 [15]
ou, c
oln L(X, Y; py, 1y, 0
= _ X — + =0 16
p= - ,;( by’ l;@, b’ [16]

De las ecuaciones [14] y [15] obtenemos los estimadores méximo-verosimiles
de w y 1,

A

mo=X; =y

y de la ecuacién [16] el estimador, s*, de la varianza comiin desconocida o,

x, -0+ Y., -3
_ i=1

i=1

N

SZ

Pasando al espacio paramétrico definido por la hipétesis nula, p, = p, = p,

{ - < p < o; 6* > 0}, la funcién de verosimilitud conjunta es

| —# 3 - Y- w?
L(X,Y, u’02)= = e i=1 i=1
2

(c)? (2m)
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y su logaritmo

InL(X,Y; p,0%) = - %m (c?) —%m 2n) -

—ﬁ[i(x,. W+ Y0, —u)z}

i=1 i=1

Derivando respecto a los dos parametros py o’ e igualando a cero las deriva-
das, obtenemos el estimador de la media comin p

n m
X+ 2,
=1 i=1

N Y

A 1
“, =

y el de la varianza o*, que denominamos sg ,

> -+ 20, -

§2 = i=] i=1
N

0

El cociente de la funcién de verosimilitud conjunta, particularizada para los
valores que la hacen méxima en cada espacio paramétrico, es

1 ‘ﬁ[i“‘_m“ So -mz}
5 5 e 0 Li=1 i=1
2y2 (2m)2
ax,y) = L B0 n - <K,
! —#{Z(x,--f)%z:(y,- —i)z}
5 5 e i=1 i=1
(s*)2 (2m)2

y haciendo operaciones'' llegamos a la variable aleatoria

nm

X -y)
{ = n+m
3 =2 & =2
D=0+, -V
i=1 i=1
n+m-2

' Vesse RUIZ-MAYA y MARTIN PLIEGO: Estadistica II: Inferencia. Capitulo 11.
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variable aleatoria distribuida en el muestreo como una ¢(n + m — 2), dando lugar
a la regién critica

nm ,_ _
x-y
n+m >K
M, -0+ >, -5
i=1 i=1
n+m-2

El valor de K verifica t(n + m - 2;0,/2) = K , siendo a el nivel de significacion.

EJEMPLO 10

Se dispone de dos muestras aleatorias simples e independientes de tamafios 9 y 7, proce-
dentes de dos poblaciones N (y,; o) y N (i,; 0)

Muestra 1 : x; 181 145 150 123 156 160 115 150 134

Muestra 2 : y; | 121 144 123 116 156 142 101

Se contrasta, con un nivel de significaciéon del 10%, la hipétesis de igualdad de medias,
M=,

El estadistico que permite el contraste es

27 (146 - 129)
9+7

=1,7234
\/3188 +2176

14

el valor tabular f,, tal que P(t(14) > ty05) = 005 es 1,7613 que al ser mayor que el

muestral lleva a no rechazar la hipétesis nula, es decir, a la vista de la evidencia proporcio-
nada por las muestras éstas pueden proceder de poblaciones con igual media.

De la misma forma que en el caso de las varianzas poblacionales conocidas, los
contrastes generalizados son

Hipdtesis nula Hipotesis alternativa Region critica
B—Hy ST H—Hy, >T X-y2t+st(n+m-2;0)
By—H, 2T By =K, <71 X-y<t-st(n+m-2;a)

By —Hy =T M —H,ET Ix-y-tl2st(n+m-20/2)
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donde

Z(x,' —’f)2 + Z(}’, _5)—)2

2 m i i=1
n+m-2

8.5.2. CONTRASTE DE IGUALDAD DE VARIANZAS
8.5.2.1. Medias poblacionales conocidas

En dos poblaciones N(u;; 6,) y N(u,; ©,) , con medias conocidas, las hipotesis a con-
trastar son Hy [o} = 62] y H, [} # o2]. Se toman dos muestras aleatorias simples e
independientes entre si de tamafios n 'y m, (n+m = N) X(x, X))y
Y5y,

La funcion de verosimilitud conjunta es igual a

2 2
o) G,

n m
[Z(x,-—u,.)’ Z(y,-—usz
11io1 i=1
- = +
2

L(X,Y; 612,03)= L e

n m ﬂ
2

(62)2 (c2)2 (2m)

y su logaritmo

InL(X,Y;02,0%) = - Zinc? —%-lnci ——%111(211) -

2

n m
1 Z(x[_l—ll)z Z(yi_u2)2
SLli=t : +1=1 :
2 o, G,

Derivamos la funcién In L(X,Y; 012, ci) respecto a 6, y o, para obtener el ma-

ximo en el espacio paramétrico total {c*> > 0} e igualamos a cero

oln L(X,Y;02,c?) 1 &
2 : 2= = z(xz _”Ll -
301 2 1 26 i=1

dlmL(X,Y;6;,67) m

2
602 ‘ 262

z(yz_“z =0
2 i=

—
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los estimadores méaximo-verosimiles de las varianzas 0'2 o, , solucién del sis-
1Y 02
tema precedente, son

n m 2
zx—l»ll Z()’t_Pz)
s == y 8=t
n m
Si la hipétesis nula es cierta, 6f = o3 = o>, la funcién de verosimilitud con-
junta queda
, { v 3= w)” + 30w’
L(X,Y; (o ) = ——&—ﬁe
(c*)% (2m)?

tomando logaritmos, derivando respecto a o’

e igualando a cero la derivada, lle-
gamos al estimador maximo-verosimil, s

, de la varianza comiin

Z(x - )’ + Z(y,

s i=1 -
n+m

ha)’ ns; + ms;

N
El cociente de la funcién de verosimilitud conjunta, A (X, Y), particularizada para
valores de 67,62 y o que la hacen maxima es

1 -#[ﬁ:(x,—u.)z + _i(y, -uz)z}
5 5 e i=1 i=1
2\2 2
A(X,Y) = (s7)* (2m) : _
1 [;u[ - > gl(y, —u2>2}
1 T2 52 " 52
o om N € y
2 2
(5% (s;)2 (2m) 2

sustituyendo en la expresion los sumatorios por sus expresiones en funcion de
2 2, 2
$,» S,y s° tenemos
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y operando'?

_ _n
n 2
Z(x _“1
N & 2 m
ry Z(y _“2) r X
=ym isl S [17]
n:m? Z X _Hl _Z( 1_”1)2
———; +1 ’;1 +1
>0 -n,) Z(y -u,)’
'= _l= .

Consideremos las variables

Z(x -p)’ >
i=1

i=

=

) y )
g, g,

distribuidas, respectivamente, como X2 (n)y xz(m) e independientes por serlo las
dos muestras. La variable

x(n)

n
x> (m)

m

se distribuye como una F de Fisher-Snedecor con n y m grados de libertad,
F (n; m), variable que podemos expresar como

‘Z(x,’_ul)z n
=t > Z X~ )
——119 S — = F(n; m)
n
>, -ny)’ Y-y
i=1 i=1
mo?

12 yéase RUIZ-MAYA y MARTIN PLIEGO: Estadistica II: Inferencia. Capitulo 11.



256 @ FUNDAMENTOS DE INFERENCIA ESTADISTICA

por lo que

Z X - )
—;—— = iF(n; m)
20

m
Pz)

y sustituyendo este cociente de sumatorios en la expresion [17], llegamos a la razén
de verosimilitudes

AMXY) =

I N

N2 [m F(n,m)}

2m? [iF(n;m)+1}
m

n 2

La variable A(X,Y) tiene una distribucion en el muestreo complicada por lo

que la obtencion de la region critica de manera directa lo es también. Sin embargo,
el que la raz6n de verosimilitud sea funcién de la variable F (n;m) permite obte-

ner la region critica de forma sencilla.
Segun el contraste razon de verosimilitud la region critica es
<AX Y) <K

y como A(X,Y) resulta funcién de la distribucién F(n;m) se verifica, como
indica la figura 8.6, la equivalencia de los sucesos

{0<AX,Y) <K} = {0< F(n;m) < L}U{L, < F(n; m) < »}

siendo disjuntos los intervalos del segundo miembro. Tomando probabilidades,
como {0 < A(X,Y) < K} es la region critica,

PO<AX,Y)<K)=a=PO<F@n m<L)+P(L, <F(n;m< ) =
= P[F(n; m) < L]+ P[L, < F(n; m)]
y, por convenio, se consideran como valores de L, y L, los que verifican
P[F(n,m)<L/]1=

P[L, < F(m;m)] =

R R
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MX; Y)

R ey

0L, L, F(n; m)

FIGURA 8.6

es decir,

y el valor muestral del estadistico que permite la contrastacion es

(x, — )’

™

1

It

F=2
n

(y,' - uz)z

gk
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EJEMPLO 11

De una poblacién N (-2;6,) se ha tomado una muestra de tamafio 3: (-6; - 1; - 3) y de
otra, N (4; o,) una de tamafio 4: (1; 7; 4; 5), ambas independientes. Con un nivel de sig-
nificacién del 10% contréstese la hipétesis de igualdad de varianzas.

Para conocer el valor muestral del estadistico F necesitamos los de los sumatorios
3 4
Z(x,. - ul)z y Z o, - u2)2 , cuyos valores son, respectivamente, 18 y 19, y el estadisti-

i=1 i=1

co F resulta igual a

F=418_ 1263
3-19
La regién critica es
0sFs—2L LU {F@3, 4,005 <F}={0<F <0152} U {659 < F}
F (3, 4; 0,05)

como F = 1263 no esti comprendido en ninguno de los dos intervalos, pertenece a la

regién de aceptacién y no rechazamos la hipétesis de igualdad de varianzas, al nivel de
significacién fijado.

8.5.2.2. Medias poblacionales desconocidas

Sean dos poblaciones N (,; ;) ¥ N(u,; o,), con medias desconocidas. La hi-
pétesis nula establecida sobre las varianzas es H [012 = ci] y la alternativa
H [612 # ci]. Los espacios paramétricos son: el total {— o < p; < o; of > 0}

y el definido por la hipétesis nula {— o < p; < oo; o’ > 0}. Para efectuar el

contraste, se toman dos muestras aleatorias simples e independientes entre si de
tamafios ny m, (n+m=N) X(x,...,x,) e Y(y,, s V) - Siguiendo un proce-
dimiento analogo al anterior llegamos® a que el estadistico

Z(x -x)°
X

m_

F =

15 Véase RUIZ-MAYA y MARTIN PLIEGO: Estadistica II: Inferencia. Capitulo 11.
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se distribuye como una F(n —1; m — 1) . De la misma forma que cuando conoce-

mos las medias poblacionales, la region critica esta formada (Fig. 8.6) por la uni6n
de los intervalos disjuntos

{0<F(n-1,m-1)<L}, {L,<F(n-1l;m-1)<wx}

obteniéndose los valores de L; y L, como solucién de las ecuaciones

P[F(n—l;m—l)sL,]=%
o
P[L, sF(n—l;m—l)]=;
es decir,

o 1

L =F(n—1;m—1;1——2—)=

F(m—l;n 1; a]
L, =F(n—1;m—1;%]

y como valor muestral del estadistico que permite la contrastacion

8.6 Contrastacion de hipétesis
‘en muestras grandes

8.6.1. PLANTEAMIENTO GENERAL

Todos los casos estudiados en este capitulo se refieren a hipétesis sobre parametros
de distribuciones normales: media, varianza, coeficientes de correlacién y regre-
sién. El conocimiento del tipo de distribucién posibilita en todos ellos la obtencién
de la regién critica. En lo que sigue tomamos en consideracion hipdtesis sobre
pardmetros de poblaciones no normales cuyos estimadores se construyen con
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muestras de tamafio grande que permiten llegar en sus distribuciones en el mues-
treo a la situacién asintética normal.

Sea un parametro 6 de una poblacién no normal, cuyo estimador maximo-
verosimil 6 se basa en una muestra aleatoria simple de tamafio n 'y V(0) su va-
rianza. Se puede demostrar que la variable

H-0
1/V(é)

converge en distribucién a la N (0; 1) por las propiedades asintéticas de estos es-
timadores.

Tenemos casos particulares que conducen directamente a la posicién asintotica
normal: cuando en el cociente de verosimilitudes se llega a la media muestral que,
por el Teorema Central del Limite, también es asintoticamente normal.

8.6.2. CONTRASTE DE PROPORCIONES

Como caso particular de poblacién no normal estudiaremos, a continuacion, la
contrastacion de algunas hipétesis que pueden hacerse sobre el pardmetro de la
distribucién B(1; p) .

® H)[p=p]) Hlp=p]

Para llevar a cabo este contraste aplicamos el lema de Neyman-Pearson, pues
las dos hipdtesis son simples, en muestras aleatorias simples de tamafio n, cuyos
valores x; son0o 1.

Formamos el cociente de verosimilitudes

L(X;p)  py(-p) ™ -~ pyr=p) ™

L(X; Pl) pixl (l_pl)l—xl e plxn (1_ pl)l_xu

n

X‘ n - X;
_[Po ,; 1-p, Z. _
P1 l_pl

n

= [1 — Py Jn[po a- pl)]EXi <K
1—p1 p](l_po) -0
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n

_ in
pd-p) = <K,. [18]
p, (1= py)
Si la expresion
pO (1 - pl) [19]
pd - po)

es mayor que 1, equivalente a que p,(1 — p)) > p;(1 — p,) y de aqui se deduce

n
que p, > p,, el logaritmo es positivo y al despejar Z x; no cambia el signo de la
i=1

desigualdad [18], siendo la region critica
n
Z x; < K
i=1
o al dividir por el tamafio de la muestra, n, ¥ < K .

La determinacién de la contante K se efectda por el procedimiento habitual, fi-
jado el nivel de significacién o ,

a = P(% < K/H,)

necesitando, en este punto, conocer la distribucién en el muestreo de x . Si el ta-
mafio muestral es elevado, por el teorema de Moivre-Laplace, la media muestral se
distribuye en la hipétesis nula aproximadamente,

por lo cual podemos pasar de P[X < K/H;] a

oo P

y tenemos el problema resuelto, regién critica definida, asi como la potencia del
contraste. :

Si, por el contrario, la expresién [19] es menor que la unidad ( p, sera menor

que p;) su logaritmo negativo y la region critica pasa a ser X > K , pudiéndose

aplicar todo lo expuesto referente al célculo de la constante K y de la potencia del
contraste.
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—
EJEMPLO 8

En un proceso de fabricacién se detecta que el 17% de las piezas son defectuosas. Mediante
una puesta a punto se espera bajar esta cifra al 10%. Contrastar estas hipétesis con un nivel
de significacién del 1%o, en una muestra aleatoria simple de tamafio 100, en la que se han
obtenido seis piezas defectuosas.

La variable aleatoria estado de la pieza es binominal (pieza defectuosa, 1, pieza en buen
estado, 0) con probabilidad bajo 1a hipétesis nula p, = 0,17 y en la alternativa p, = 0,10.

En estas condiciones y como p, > p,, (0,17 > 0,10), la regién critica es X < K . Para
hallar K sabemos que

a =0,001 = P[Xx < K/B(1;017)] = P[X < K/N(0,17; 0,034563)]

pues

Jpo(l—po) =J0,l7~0,83  0,037563
n 100

y si la variable £ es N(0; 1)

0,001 = P(0,17 + 0,037563¢ < K) =
_pfr < K017
0,037563
=P (&= 250)
el valor tabular correspondiente a la probabilidad 0,001 es zyq, = -3,08, por lo que

(K -0,17)/0,037563 = -3,08 , y de aqui obtenemos K = 0,0543, y la region critica

X <0,0543.

En la muestra han aparecido seis piezas defectuosas, por lo que X = 1—36 = 0,06 canti-

dad mayor que 0,0543, es decir, pertenece a la regién de aceptacién (X > 0,0543) y se

acepta que el porcentaje de piezas defectuosas sigue siendo igual a 0,17: la puesta a punto
del proceso de fabricacién no ha dado lugar a un descenso significativo del promedio de
piezas defectuosas.

La potencia del contraste es igual a
1-Bp=P(X<0,0543/H,] =
= P(X <0,0543/B(1; 0,10)] =

- = P(¥ < 0,0543/N (0,10; 0,03)]
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la desviacién tipica de la distribucién normal bajo la hipétesis alternativa es

\/ml - _ \/0,1 09 _ 003

n 100
y la potencia

POl + 0,03¢ < 0,0543) = 0,0638.

H 263
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Ejercicios resueltos

EJERCICIO 8.1 En una poblacién N (u; 2) se establecen dos hipétesis:
H; [k, =0] y H, [y, =1]; el tamaiio de la muestra aleatoria simple es n =100 y la

potencia del contraste 1 — B = 090 . Calciilese la constante de la mejor region criti-
ca, X > K,y el nivel de significacion, o .

SOLUCION. Tenemos que para este contraste la region critica es ¥ < K , luego

1-B=P(E2 Z0,90) =0,90; Zp90 = -1,282
K=p +-2z  =1+-2(-1282) = 0,7436
Hy \/;l— 1-B 10 ’ ’

la mejor regidn critica es X > 0,7436, y el nivel de significacion

a=P(X2K/H;)=P[N(0; 2) > 0,7436] = 0,3557.

EJERCICIO 8.2 Si en la poblacion N (u;2) las hipétesis son H [u =6] y
H, [u = 4], héllese la mejor regién critica y la potencia del contraste si el nivel de
significacion es igual a 0,05 y la muestra aleatoria simple es de tamaiio 4.

SOLUCION. Tenemos que
a=P[Xx<K/H,(u=6)]=P[N(6;1)<K]=0,05
y K = 4,355, siendo la mejor regién critica el intervalo {X < 4,355} .
La potencia del contraste
1-B=P[Xx<4355/H (u=4)=P[N@4;1)<4,355] =
= P[N(0;1) <0,355] = 0,6387.

EJERCICIO 8.3 En la distribucion N (u;12), contrastese la hipétesis nula
p = -5 frente a la alternativa p < -5, en muestras aleatorias simples de tamaiio 9
y con un nivel de significacion o = 0,15, siendo la muestra extraida
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—20,06 6,05 0,63
4,56 3,17 -15,26
-17,20  -0,28 -3,16

SOLUCION.  La mejor region critica es de la forma ¥ < K . Bajo la hipétesis nula,
la media muestral se distribuye N (-5; 4), y como o = 0,15

0,15 = P[X < K/N(-5;4)] = P[N(-5; 4) < K]
y el valor de K que verifica la ecuacién es K = -9,148 .

La media de la muestra obtenida es igual a 4,617, valor no incluido en la regién
critica, —4,617 > —9,148 , aceptandose por consiguiente la hipétesis nula, es decir, se
admite que la verdadera media poblacional es p = -5 .

La funcién de potencia es igual a

P(u) = P[X < -9,148/N (u; 4)] = P[N (u; 4) < -9,148] .

EJERCICIO 8.4 En la distribucién N (-3;0) contrastese la hipdtesis
H, [c% =10] frente a la alternativa H, [6® = 5], con un nivel de significacién del
7,5% y en una muestra aleatoria simple de tamaiio 6 en la que el valor muestral de
6

(x; + 3)? es 7,42.
=1

il

- 6
SOLUCION.  La mejor region critica es Z(xl. +3)> < K, y obtenemos el valor

i=1

de K de la ecuacion

K
= 0,075 = P| y%(6) = —
a [x() 10}

el valor tabular de % es 1,9195 por lo cual, K =19195 y la mejor regién critica

queda

6
D(x, +3)* 19,195
i=1

y se rechaza la hipétesis nula, N (-3; ﬁﬁ), aceptandose la alternativa, N (3; \/3-) s
pues el valor muestral (7,42) es menor que el critico (19,195).
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EJERCICIO 8.5 En la distribucién N (200; o) se contrasta la hipétesis nula
H, [c? = 25] frente a la alternativa H, [c® > 25] con un nivel de significacion

o = 0,017, en muestras aleatorias simples de tamafio 15. Determinese cual de las
dos hipétesis se acepta si extraida una muestra resulté en ella

15
> (x, —20)* = 874,2.

i=1

SOLUCION.  Para que la region critica quede determinada calculamos el valor de
la constante K

K K
o =0017 = P[X2(15) > c—g} = {x 15) = E]

—% =27.876 y K =696,9. El valor muestral del estadistico (874,2) esta incluido en

la regioén critica por lo que se rechaza la hipétesis nula, o =25, y se acepta que la
varianza de la distribucién pueda tomar cualquier valor superior a 25.

La funcién de potencia es igual a

1—B=P[x2(15)2§]= [ 15) =

696, 9}

EJERCICIO 8.6 Contrastese con un nivel de significacion del 20%, las hipdte-
sis nula HO[G2 = 4] y alternativa Hl[cs2 # 4]. Tomemos una muestra aleatoria
simple de tamafio 7, cuyo resultado es

[70 53 47 80 99 34 36|

SOLUCION. La regién de aceptacién es

(6 1-020) Z(x -X)? <y [6 0220)4

x2(6; 0,90) = 2,204; x*(6; 0,10) = 10,645
y resulta

[8816; 42,580]
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;

El valor del estadistico Y (x, — X)* es 35,12 comprendido en la regién de aceptacién
i=1

por lo que no se rechaza la hip6tesis nula que la varianza sea igual a 4.

EJERCICIO 8.7 De una poblacién normal bidimensional (&; n) se ha tomado
una muestra aleatoria simple de tamaiio 6

X; 8§ 11 7 10 12 9

y; 1108 82 63 87 91 88

y se desea contrastar la hipétesis de incorrelacién poblacional, p = 0, entre las dos
variables, con un nivel de significacion o = 0,20 .

SOLUCION. El valor del coeficiente de correlacién muestral es

6
.inyi - 6xy
r = i=1 =

e

4061 57519
= 6 = 0,224

2 2
559—i 45951 - 19
6 6

El valor del estadistico utilizado en el contraste

_ rvn -2 . 2:0,224
Ji-r2  \1-0,2242

= 0,460 .

El valor tabular ¢, con el que se ha de comparar el valor de ¢ se obtiene de
P([1(4;010) > 7,,,) = 0,20
pues el contraste es bilateral, resultando ¢,,, = 15332.

Como el valor de ¢ obtenido en la muestra (0,460) es menor que el critico (1,5332)
no pertenece a la regién critica, esta en la de aceptacion, y no se rechaza la hipétesis de
incorrelacion entre las dos variables.
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EJERCICIO 8.8 Se ha tomado una muestra aleatoria simple de tamaiio 100 de
una poblacién normal bidimensional, siendo el coeficiente de correlacion muestral
r = 0,58 . Contrastese la hipétesis nula que el coeficiente de correlacion poblacio-

nal es p = 0,75, frente a la alternativa que es distinto de esta cifra. El contraste se
realiza con un nivel de significaciéon o = 0,06 .

SOLUCION. El valor del estadistico que permitir4 efectuar el contraste es

1, 1+058 1, 1+0,75
—In 1

n
v:2 1-058 2 1—0,752_0’0315'

100 -3

El tabular correspondiente, z /2 €1 la distribuciéon N(0; 1) se obtiene de
P(N(O; )| 2 Zy03) = 0,06
yes Z,p = 1,891.

Al ser |-0,035/= 0,035 menor que 1,891 se acepta la hipétesis nula: el coefi-
ciente de correlacion puede ser igual a 0,75.

EJERCICIO 8.9 Para contratar la hipétesis de igualdad de varianzas de las
distribuciones N (u,;0,) y N(u,;0,), con un nivel de significacion igual al 10%

se toman dos muestra aleatorias simples independientes de tamafios S y 10

-

Muestras 1: X; Muestras 2: y;
25,9 16,7 13,5
22,3 13,6 18,6
26,4 22,8 18,9
24,4 17,2 15,4
27,8 8,9 10,8

SOLUCION. Los valores tabulares que delimitan la region critica son

1 1
F(9; 4;0,05) 3,63

L, = F(4; 9; 0,05) = 6,00

L =F(4;9;,1-0,05) = = 0,275

siendo la region critica la unién de los intervalos {F < 0,275} y {6,00 < F}.
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El estadistico cuyo valor muestral necesitamos es

5

2 (x, - %)
_10-1 /5

F
4-1 B _
>, -9’

i=1

5
> (x, - %)* = 323326 - 5-25,36" = 17,612
i=1
10
Dy, - )7 =2597,96 - 10 - 15,64> = 151,864
i=1

y el valor de F es igual a 0,348, no incluido en la region critica (0,275 < 0,348 < 6,00)
por lo que no rechazamos la hipdtesis nula de igualdad de varianzas, con un nivel se
significacién del 10%.



CAPITULO 9

Contrastes
Nno parametricos

9.1 Introduccién

En los capitulos anteriores se han estudiado los contrastes mas usuales donde las
hipétesis venian referidas a valores que se asignaban a un pardmetro (o conjunto de
parametros) definitorio de una distribucion especifica de probabilidad f(x; 0).
Todo el proceso, pues, derivaba de la hipétesis de partida de que la muestra obte-
nida procedia de una poblacién cuya distribucién de probabilidad se suponia cono-
cida y donde los procedimientos estadisticos inferenciales se centraban en los pa-
rametros desconocidos de la supuesta distribucion poblacional.

La asignacion previa de un determinado tipo de distribucién de probabilidad a
la poblacién (denominada distribucién subyacente) gravitaba sobre el proceso infe-
rencial, lo que hacia necesario exigir la propiedad de robustez a las técnicas in-
ferenciales a fin de que vulneraciones de esta hipétesis de partida no afectaran sig-
nificativamente el resultado de una estimacién o de un test de hipdtesis.

Para obviar este problema se han desarrollado las técnicas no paramétricas,
donde el conjunto de hipdtesis de partida se reducen o, incluso, desaparecen, con lo
cual disminuye el riesgo de contaminacién del proceso inferencial por una erronea
especificacion del cuadro de hipdtesis iniciales.

271
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Dentro de las técnicas no paramétricas se incluyen dos tipos de situaciones, no
mutuamente excluyentes:

M Técnicas no paramétricas, en sentido estricto, donde no aparece ningin tipo
de hipotesis acerca de un determinado parametro 6 de una poblacién, sino
que el proceso se basa en un estadistico sin referencia a ningin parame-
tro poblacional.

B Métodos de distribucién libre, en los que el estadistico utilizado presenta
una distribucion de probabilidad que no depende de la distribucion de pro-
babilidad de la poblacion de la que se ha extraido la muestra que suministra
informacién al estadistico.

En este tipo de técnicas no suele utilizarse directamente la informacién muestral
sobre los valores de la variable objeto de estudio, sino mas bien la frecuencia con
que aparecen dichos valores en la muestra, la posicién de los mismos en una
muestra ordenada, el orden o rango que ocupa un valor en la muestra ordenada.

Por otra parte, las técnicas no paramétricas son las inicas que pueden utilizarse
si las observaciones se recogen en una escala ordinal o nominal.

Es comun, en gran parte de los tests que se desarrollan a continuacion, el efec-
tuar el supuesto elemental de la continuidad de poblacion, supuesto que, tedrica-
mente, impide la existencia de valores repetidos' en la poblacién investigada. Sin
embargo, la intrinseca «discreticidad» de la muestra, dados el tamafio muestral
finito con que se trabaja y la imperfeccion en la medicién de los valores de la va-
riable observada, hace posible encontrar con elementos repetidos en la muestra.
Esta situacién es tratada en los tests que se ven afectados por repeticiones.

Por tltimo, resefiamos que los contrastes no paramétricos son algo menos efi-
cientes® que sus correspondientes paramétricos, cuando la poblacion tiene una distri-
bucién normal, y més eficientes cuando la distribucion de la poblacion no es normal.

Antes de iniciar esta breve introduccion a la contrastacién no paramétrica se
exponen una serie de conceptos necesarios.

B Frecuencia absoluta: Nimero de veces que aparece un determinado valor de
una variable (modalidad o categoria de un atributo). Se representa por n; para la

i-ésima observacion, siendo tal que

r
Sn=n.
iz

! Ties en inglés.

2 En el sentido de presentar una menor potencia del contraste para un mismo nivel de significacién o.
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B Frecuencia absoluta acumulada: Nimero de observaciones que hay iguales o
inferiores a un cierto valor de la variable considerada; se representa por N, , siendo:

N =n
N, =nm+n
Ny=nm+n+n

N, =m+n+--+n =n
si existen r clases excluyentes de observaciones.

B Rango: Nimero de orden que le corresponde a cada observacion si el conjunto
de observaciones se ordenan de menor a mayor, empezando en el 1.

B Funcién indicador: Funcién que asigna un cédigo, arbitrario, a una expresion
si en ella aparece una observacién determinada x; de la muestra. Por ejemplo

1 si xed

y; = .
0 sioxed

donde A representa una particion del espacio muestral o la presencia de una deter-
minada caracteristica.

En este capitulo se desarrollan contrastes basados en una muestra, siendo los
objetivos basicos verificar si dicha muestra procede de una determinada poblacién
(bondad del ajuste), si la muestra es aleatoria (tests de aleatoriedad), que pertenezca
a una poblacién con una medida de localizacién especificada (contrastes de locali-
zacion), existencia de asociacion entre las variables o caracteres que componen una
muestra bidimensional (tests de asociacién), existencia de independencia entre los
distintos niveles de dos factores o variables si la muestra se puede disponer en for-
ma de tabla de doble entrada (Tablas de Contingencia).®

9.2 Contrastes de bondad
del ajuste

El objetivo de estos contrastes de bondad del ajuste es verificar si una muestra
procede de una poblacion con una determinada distribucion de probabilidad.

3Enel epigrafe correspondiente a Tablas de Contingencia, también se incluye el contraste de homogeneidad,
aunque su disefio parte del conocimiento de dos 0 mas muestras.
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A la informacién de la muestra X (x,,...,x,) se ajusta una cierta distribucion

de probabilidad, siendo la hipétesis nula que dicho ajuste es «bueno», en el sentido
que la informacién muestral no evidencie que debe rechazarse esta hipétesis nula.
La hipétesis alternativa recoge el enunciado opuesto al de la hipétesis nula, es de-
cir, que dicho ajuste no es correcto.

Veremos a continuacion los tests mas usados para este fin.

9.2.1. TEST o’

Como se ha senalado, la hipétesis nula consiste en que las observaciones constitu-
yen una muestra aleatoria simple extraida de una poblacién con una distribucion de
probabilidad, P.

Se distinguen dos casos: el primero supone que P estd completamente especifica-
da, de modo que no contiene parametros desconocidos y, por tanto, puede calcularse
la probabilidad de cualquier suceso en P. El segundo, contempla lo contrario, cuando
es necesaria la estimacién previa de algunos parametros desconocidos a fin de poder
determinar probabilidades de subconjuntos del campo de variacion de P.

9.2.1.1. Test ¥* cuando no se estiman parametros

Se dispone de una muestra cuyas observaciones pueden clasificarse en r clases o
categorias mutuamente excluyentes: categorias que pueden venir dadas en interva-
los de tipo cuantitativo o simplemente en una escala ordinal o nominal. Si repre-
sentamos las categorias por A, 4,, ..., 4,, debe cumplirse que su uni6n configure

el campo de variacion de la variable poblacional.

En la muestra existen n, elementos que pertenecen a la clase 4, n, ala 4, y

asi, sucesivamente, n, a la dltima clase 4,, tal que n, + n, + -~ +n, = n, siendo
n el tamafio de la muestra.

Bajo el supuesto que la hipotesis nula es cierta, de acuerdo con la distribucion
de probabilidad P, puede establecerse que

P(4) = p;
donde
p+p,t+p =1

Al ser independientes las observaciones, por proceder de una muestra aleatoria
simple, la probabilidad de la aparicién de », elementos de la clase 4, n, ele-
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mentos de la clase 4,, etc., viene dada por una distribucién multinominal* a través
de la expresion

P(n,...,n) = Ira—

donde cada n; sigue una distribucién marginal de tipo binomial B(n; p;,) cuyo
valor esperado, que denominamos E, ,
E(n) = np; = E,

este valor esperado representa el nimero de observaciones pertenecientes a la clase
A; que cabe esperar se obtengan en la muestra, si la distribucién de probabilidad
de la poblacién es la que se incluye en la hipdtesis nula.

Debido a las fluctuaciones aleatorias en el proceso del muestreo es razonable
que las frecuencias observadas n, y las frecuencias esperadas E; no coincidan,
aunque para valores grandes del tamafio muestral n es previsible, si la hipdtesis

nula es cierta, que las discrepancias entre dichas frecuencias no sean grandes.

Como medida de las diferencias, o discrepancias entre las frecuencias observa-
das y esperadas, Pearson propuso el estadistico

- i(" -E) i(" -np)’

llamado estadistico de la bondad del ajuste.

En esta expresion cada diferencia n, — E; aparece elevada al cuadrado, para

evitar que signos contrarios compensen la medida global, pues el interés se centra
en la cuantia de la desviacién y no en su direccién o signo. La diferencia se ponde-
ra por el inverso de la frecuencia esperada E;, puesto que una discrepancia grande

podria llevar a rechazar el modelo de probabilidad recogido en la hipétesis nula,
aunque la categoria 4, sea de probabilidad no muy grande. No es lo mismo en-

contrar una diferencia (n, — Ei)2 =25 en una categoria donde E, = 500 que en

otra cuyo valor esperado sea E;, = 5.

* Véase MARTIN PLIEGO y RUIZ-MAYA : Fundamentos... Capitulo 7.
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Distribucién del estadistico X

La distribucién conjunta multinominal de las frecuencias muestrales n,, ..., n,

puede obtenerse como la distribucion condicional de r variables independientes
n,...,n  con distribucion de Poisson de parametro np, (donde

p, +---+ p, = 1), dada la condiciéon n, +---+n,_=n.
Por tanto, las variables tipificadas

n, —np;
np,

son asintéticamente normales N(0; 1) e independientes.’

g =

,
Por otra parte, la condicién Zn,. = n obliga a que
i=1

7 & =0 [
i=1

pues, como

\/’7171‘&1:‘/’;\/;1&::‘:”;'_"171‘

al sumar esta expresion para todo valor de i se obtiene

r r r r
‘/;Z\/pigi =yn-nyp=2n-n=0
i=1 i=1 i=1 i=1
Estas consideraciones conducen a que el estadistico
2
i=1 np;

I
M-
Ty
handll S )

siga una distribucion x* con r — 1 grados de libertad, reduciéndose los grados de

libertad en uno por la restriccién lineal dada por [1] que, de manera implicita, con-
tiene el estadistico.

3 Véase ROHATGI.

6 Para una demostracién formal puede consultarse KENDALL-STUART 0 CRAMER, que ofrecen dos exposicio-
nes diferentes.
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Valores elevados del estadistico X2 evidencian discrepancias relevantes entre las
frecuencias observadas n, y las esperadas E;, por lo que deberd rechazarse la

hipétesis nula de que dicha muestra procede de una poblacién con distribucion de

probabilidad P, siendo la region critica del test de la forma X 2>K.

El valor de K se determina de manera que si o es el nivel de significacion fija-

do se verifique

P(X*2K/H)) =«

obteniéndose K mediante las tablas de la distribucién x> .

Observaciones

B Dado que la distribucién del estadistico X 2 es asintética se utiliza, co-
minmente, como regla de aproximacion aceptable, a condicion que todas las fre-
cuencias esperadas sean mayores o iguales a cinco (E; > 5). En el caso que no se
dé esta condiciéon hay que proceder a un reagrupamiento de clases o categorias
hasta lograr el cumplimiento de la regla. Este reagrupamiento produce, a su vez,
una reduccién de los grados de libertad de la distribucién del estadistico X 2, al

disminuir el nimero r de clases o categorias.

B Eltest X* puede aplicarse a cualquier distribucion poblacional, continua o
discreta. Asimismo, las categorias o clases pueden estar definidas en términos de
modalidades de un atributo, por lo que su uso no excluye situaciones donde las

observaciones sean ordinales o nominales.

B Es aconsejable, para una mejor calidad de la aproximacion a través de la
distribucién asintética, que las clases o categorias se construyan de tal manera que
sus probabilidades sean aproximadamente iguales.

——
EJEMPLO 1

Con un dado de poker se han realizado 600 tiradas con el siguiente resultado:

Caras del dado n;
As 70

K 115
Q 122
J 98

Rojo 85
Negro 110

Verifiquese al 5% de nivel de significacién la hipétesis que el dado esta bien construido.
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La hipétesis que el dado estd bien construido equivale a que la muestra de 600 tiradas procede
de una poblacién uniforme discreta con probabilidad igual a 1/6 para cada cara del dado.

Es decir, se puede postular que

H [es " bueno" el ajuste de una distribucién de probabilidad con p; = %i! .

0

En primer lugar, para la realizacién del contraste, se determinan las frecuencias espera-
das E; que, en este ejemplo donde existe equiprobabilidad para las seis alternativas

-1 son
P 6’

E =np, =600%=100

Como todas las E; > S se llega a que el estadistico del contraste sigue aproximadamente

una distribucién x* con r —1 = 6 — 1 = 5 grados de libertad, cuya regién critica del 5% es
tal que

P(x*(5) 2 K[H,) = 0,05

obteniéndose en la correspondiente tabla de la distribucion x* que el valor critico K es
igual a 11,070.

El valor muestral del estadistico resulta

2 2 _ 2
_ (70 - 100) + (115 —100) + (122 -100) N

X2
100 100 100
N (98 - 100)* + (85 - 100)* . (110 - 100)* _
100 100 100
=19,38

Como X* =19,38 > 11,070 se puede rechazar la hip6tesis nula, pues la muestra parece
evidenciar una contradiccion entre dicha hipétesis y las observaciones muestrales; las
frecuencias observadas y las esperadas son significativamente distintas con o = 5% .

9.2.1.2. Text y*> cuando se estiman pariametros

La hipétesis nula especifica que la muestra procede de una poblacion cuya distribu-
cién de probabilidad contiene parametros desconocidos, donde en cada categoria 4,

P(4:6,,...,0,) = p,®,, ..., 0,)
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probabilidades que no se podran determinar si previamente no se estiman estos
parametros desconocidos.

Fisher demostré que si se estiman los parametros Gj con la misma informacién

muestral con que se realiza el contraste, el estadistico del test

I ACE SRR $ o - £’
1 np,©,,...,0,) g’ E.

1

X% =
1]

tiene una distribucién asintética que sigue una ley x> con r — k —1 grados de
libertad, siendo k el nimero de pardmetros que es necesario estimar y

A

E =n pi(el, ..., 8,) las frecuencias estimadas de cada categoria.

La forma de la regién critica es analoga a la del caso anterior.

—
EJEMPLO 2

Dada la siguiente informacién muestral de tamaiio 1.000:

Intervalos n;

De 0 hasta 20 110
Mais de 20 hasta 40 | 200
Mis de 40 hasta 60 300
Mis de 60 hasta 80 250
Mis de 80 hasta 100 | 140

ajistese una distribucion normal y verifiquese si este ajueste es «bueno», al nivel de signifi-
cacion del 5%.

Una distribucién normal viene especificada en funcién de dos parametros: la media pobla-
cional p y su desviacién tipica .

Como no son conocidos los pardmetros deben estimarse. Si recurrimos a los estimado-
res maximo-verosimiles®

3 Véase el Capitulo 4.
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para la muestra facilitada se obtiene:

- ]
Intervalos n Marcas de clase x; xX;n; xlzn,-
Desde O hasta 20 110 10 1.100 11.000
Mais de 20 hasta 40 200 30 6.000 180.000
Mas de 40 hasta 60 300 50 15.000 750.000
Mais de 60 hasta 80 250 70 17.500 1.225.000
Mais de 80 hasta 100 140 90 12.600 1.134.000
n=1.000 52.200 3.300.000
donde
>
1 1
fi=%= i=1 52.200 522
n 1.000

2,
§ =5t =a, -7 = ! _ g2 2 3300000 o 50 _ s7556
n 1.000

G =5 = 4/575,16 = 23,98

Por tanto, se procede al ajuste de una distribucién normal N(52,2; 2398) , siendo la hi-
pétesis nula que la muestra procede de la poblacién ahora especificada.
Para estimar las frecuencias esperadas E, es necesario calcular las probabilidades de las

distintas clases o intervalos siendo preciso, pues, determinarlas mediante las tablas de la
distribucién normal

-522 20 - 52,2
<E< =
23,98 23,98

= P(-2,18 < £ < -1,34) = 0,0901 - 0,0146 = 0,0755
p, = P(20 <1 <40) = P(-1,34 < § < -0,51) = 0,3050 - 0,0901 = 0,2149
p, = P40 <n<60)=P(-051<8<033)=1- (0,3707 + 0,3050) = 0,3243
p, = P(60 < n < 80) = P(0,33 < § < 116) = 0,3707 - 0,1230 = 0,2477
ps = P(80 < <100) = P(L,16 <n <1,99) = 0,1230 - 0,0233 = 0,0997

p1=P(0<r|520)=P[

Podemos formar ahora el cuadro con la informacién requerida para el contraste:
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e —————————————————————

Intervalos n; ) Ei =np, | n - E | (n - E)* -(H‘;EE')—Z-
Desde 0 hasta 20 110 0,0755 75,5 34,5 1.190,25 15,76
Mis de 20 hasta 40 200 0,2149 214,9 -14,9 222,01 1,03
Mis de 40 hasta 60 300 0,3243 324,3 —24,3 590,49 1,82
Mis de 60 hasta 80 250 0,2477 247,7 2,3 5,29 0,02
Mas de 80 hasta 100 140 0,0997 99,7 40,3 1.624,09 16,29
n =1.000 34,92

Como todas las estimaciones Ei son mayores que 5, el estadistico del contraste sigue

aproximadamente una distribucién x> con r —k -1=5-2—1= 2 grados de libertad,
pues k = 2 dado que han sido dos los pardmetros estimados.

El valor de K que define la region critica satisface la ecuacién
P(x*(2) 2 K/H,) = a = 0,05
yes K =5991.
Al ser el valor muestral de estadistico del contraste
r, (n, - E)

=3

i=1 i

=34,92

mayor que el critico K = 5991 se rechaza la hipdtesis nula, pues la muestra presenta evi-
dencia clara de no proceder de una poblacién N(52,2; 23,98) .

9.2.2 TEST G* DE LA RAZON DE VEROSIMILITUD

Con la hipétesis nula de que una muestra procede de una poblacién con una distri-
bucién de probabilidad P, el disefio de este contraste parte del test razén de vero-
similitud, que para la distribucion multinomial, que se asigna a la muestra agrupada
en clases o categorias excluyentes, es

L(plo,pg,...,pro)

MX) = ——; -
L(p, p,:..-»P,)

donde p? representa la probabilidad de la clase i-ésima de acuerdo con la hipétesis

nula Hy y p, su correspondiente estimacion méaximo-verosimil.
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Obtengamos, en primer lugar, estas estimaciones. La funcién de verosimilitud
de la muestra es

n!

L ’ 3y = n . y cee n =
(pl pz pr) nI! nz! n,! p1 pz P,
= Q.plnl . p;2 e P:ii'(l _ pl . _pr-l)nr
siendo
n!
Q=—"F"7
n!ny)t---nl!

una expresién que no depende de los parametros p,, y teniendo en cuenta la res-

triccién entre los pardametros que conduce aque p, =1-p - —p, .
El logaritmo de la funcion de verosimilitud es

lnL(pl,pz,...,pr) =InQ+nlInp +n, Inp, +--+

+n In(l-p - -p,_)
donde la condici6n de existencia de extremo genera el sistema de ecuaciones
oln L(p,, p,s---» P,) _n n, -0
Pp; pp l-p =P,
que implica
", L N L= T
l-p-=-p_, P P P,

siendo los estimadores maximo-verosimiles

El estadistico razén de verosimilitud es
Q- (" (@™ - ()" _
Q- (p)" ()" - (»)"

MX) =

[T $u ) oy
SLL S H[P_x) -

r nl :
H(i)
i=i\ 1

|
=
=
el
VR
s |:a
R
b~}
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Por otra parte, -2 In A(X) tiene una distribucién asintotica que sigue una ley

x> cuyos grados de libertad son el nimero de parametros menos el nimero de

restricciones que presenten estos parametros, es decir, el nimero de grados
de libertad sera r —1.°

El test basado en lo anterior se conoce como test G de la razén de verosimi-
litud para la bondad de ajuste.

Por tanto,
r »°
G* =-2InAMX) =-2|nlnn+ Y nln [—J :
i=1 n,‘
La region critica tiene la forma G*> > K y el valor de K viene determinado por
P(G* 2 K/H,) = P(x*(r -) 2 K/H) = o

siendo a el nivel de significacion.

—
EJEMPLO 3

Para la misma muestra de 600 tiradas del dado del ejemplo 1 (pag 277), siendo el nivel de
significaciéon a = 0,05, se tendria el valor critico K = 11,070, donde el valor muestral del

estadistico es

G*=-2 6001n600+701n(1/6)+1151n( 1/6J+1221 [1/6]
70 115

122
+981n(1/6j+851n(1/6)+1101n( /6)
98 85 110
= 20,1107

lo que conduce a rechazar la hipétesis nula H0 que el dado esti bien construido, no evi-

dencidndose que todas las caras tengan la misma pobabilidad de aparicion.

6 véase el Capitulo 7.
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9.2.3. TEST DE KOLMOGOROV-SMIRNOV
La funcién de distribucién empirica de la muestra 7 es

N,
F () =—,
n
donde N, es la frecuencia absoluta acumulada o nimero de observaciones menores
oigualesa x;, N, =n + - +n,.

Si la hipétesis nula es que la muestra procede de una poblacién con funcion de
distribucién F(x) de tipo continuo, las diferencias entre F,(x) y F(x), para una
muestra de tamaifio suficientemente grande, es de esperar que no sean significa-
tivas.

La mayor discrepancia vertical entre F,(x) y F(x), es decir, el estadistico

D = sup |F(x)-Fx)

n
—0<X<®

recibe el nombre de estadistico de Kolmogorov-Smirnov, y tiene la siguientes
propiedades:

B Segiin el teorema de Glivenko-Cantelli® la funcién de distribucién empirica
converge casi seguro a la funcion de distribucién F(x), por lo que,

P[limDn =0}=1.

n—o

B El estadistico D, presenta una distribucion libre y, por consiguiente, la distri-
bucién de probabilidad de D, es la misma cualquiera que sea F(x). Téngase
en cuenta que la variable aleatoria y = F(x), por la propiedad de la transfor-
macién integral®, tiene siempre una distribucion uniforme continua en el inter-
valo [0;1], con lo que

D = sup |F,(x)-F(x)|= sup | F,(x)-y]|.
-0 <X <0 —0 <X <0
La distribucioén asintética del estadistico D, también es una distribuci6n libre
de F(x).

7 Véase el Capitulo 1.
8 Véase MARTIN PLIEGO y RUIZ-MAYA: Fundamentos. .. Capitulo 9.
9 Véase MARTIN PLIEGO y RUiz-MAYA: Fundamentos... Capitulo 7.
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Para verificar la hipotesis nula H [es «bueno» el ajuste de la distribucién con-
tinua F(x)] se utiliza la region critica dada por
P(D,>K/H))=a,
siendo a el nivel de significacion.

Los valores criticos K para diferentes niveles de significacién y distintos tama-
flos muestrales se recogen en la tabla 5 del Apéndice de Tablas Estadisticas, titula-
da Test de Kolmogorov-Smirnov.

——
EJEMPLO 4

Verifiquese al 2% de nivel de significacién si la muestra de tamafio 50

Intervalos n;
0,00-0,20 1
0,20-0,40 7
0,40-0,60 10
0,60-0,80 18
0,80-1,00 14

n =50

procede de una poblacién continua con funcién de distribucién
F(x) = x*, para 0<x<1

Dispongamos los célculos necesarios para determinar el valor muestral del estadistico
con D, de Kolmogorov-Smirnov

N.
Intervalos n; D N, F(x)=— F(x) D= |F,,(X) - F(x)l
n
0,00-0,20 1 0,22 = 0,04 1 0,02 0,04 0,02
0,20-0,40 7 0,42 - 0,22 =0,12 8 0,16 0,16 0,00
0,40-0,60 10 0,62 -04?% = 0,20 18 0,36 0,36 0,00
0,60-0,80 18 0,82 - 0,62 =0,28 36 0,72 0,64 0,08
0,80-1,00 14 1- 0,82 = 0,36 50 1,00 1,00 0,00
n=>50
siendo

D, = sup |F,(x)-F(x)|=0,08.
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Como en la Tabla 5 del Apéndice de Tablas Estadisticas para n = 50 y o = 0,02 se
obtiene un valor critico aproximado K = 0,214, al ser D, = 0,08 < 0,214 no se rechaza la
hipétesis nula que la muestra analizada pueda proceder de una poblacién con funcién de
distribucién

F(x)=x* para 0<x<I1.

9.2.4. COMPARACION DE LOS TESTS y*,G* Y DE KOLMOGOROV-
SMIRNOV

A modo de resumen, se pueden establecer las siguientes conclusiones:

B El text de Kolmogorov-Smirnov es de mas sencilla aplicacién que los tests
" G? y x* de bondad del ajuste.

W El test de Kolmogorov-Smirnov no se ve afectado por reagrupaciones en las
categorias en que se clasifican las observaciones, mientras que en los tests G’y
x* se pierde informacién con tales reagrupamientos, disminuyendo los grados de

libertad de la distribucion de los estadisticos utilizados.

B El contraste de Kolmogorov-Smirnov es aplicable a nuestras pequefias pues
utiliza la distribucion exacta del estadistico D, mientras que los tests G*y x*
estan disefiados para muestras de gran tamafio al basarse en las distribuciones
asintdticas de sus correspondientes estadisticos.

B La potencia del contraste de Kolmogorov-Smirnov es mayor que las de los
tests G2 y x*, si bien tienden a similares potencias cuando n se hace suficiente-
mente grande.

B Lostests G> y x* pueden adaptarse facilmente cuando hay que estimar pa-

rametros de la poblacion, mientras que el de Kolmogorov-Smirnov se hace excesi-
vamente conservador en esta situacion.

B Los contrastes G> y x> son aplicables a poblaciones con distribuciones
discretas o continuas y cuando la informacion muestral es cualitativa. Sin embargo,
el test Kolmogorov-Smirnov requiere la condicién que la funcién de distribucion
F(x) de la poblacion donde se extrae la muestra sea continua.
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9.3 Test de rachas para el
__contraste de qleatoriedad

El objetivo de estos contrastes es verificar que las observaciones x, ..., X, consti-
tuyen una muestra aleatoria procedente de una poblacién continua.

Una racha'® es una sucesién de simbolos del mismo tipo limitada por simbolo de
tipo distinto. Consideraremos el caso més elemental que sélo existan dos tipos
de sfmbolos; en este caso, las observaciones se pueden designar como de tipo A o B.
Las rachas extremas no estan precedidas o seguidas de ningin simbolo distinto.

Como ejemplo, consideremos la secuencia

AAA BBB AA BBBAAAA B

que consta de seis rachas.

Si las dos clases de observaciones, A y B, proceden aleatoriamente de una
misma poblacién, los simbolos A y B en la secuencia apareceran mezclados y, por
consiguiente, el nimero de rachas sera elevado. Mientras que, por el contrario, si
las observaciones no han aparecido aleatoriamente, el nimero de rachas tendera a
ser reducido, en el limite solamente dos, es decir,

AA---ABB:--B.

Si en la muestra de tamafio n existen n, observaciones del tipo A y n, del B,
siendo n, + n, = n, las distribuciones condicionadas de probabilidad de que se
presenten R rachas son '

B Para R par:

nl—l n2—1
2
g—l §—1
P(R/nl,n2)= "
n

gy inglés, run.
11 a 1aboriosa obtencién de la distribucion de probabilidad de las rachas puede verse, entre otros, en FISZ y
GIBBONS-CHAKRABORTI.
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en este caso, el nimero de rachas de cada tipo de simbolo A y B son las mismas. Si

denotamos por R, y R, el nimero de estas rachas se tiene que

B  Para R impar:

nz—l

n2—1 n 1
R-1||R-3|"|R-3||R-1
2 2 2 2

[n
n,

P(R/n;,n,) =

verificondose que R, = R, £ 1.
Si representamos por y = n , la proporcion de elementos de tipo A en la
n

n
muestra, con lo que —% es igual a 1 -y, Wald y Wolfowitz demostraron que la
n

variable aleatoria R, nimero de rachas, sigue una distribucion asintética normal
dada por

R—4 5 N[2y(1 - y)m; 2y(1 - y)Wnl.
siendo la aproximacién aceptable si n, >10 y n, >10.

La region critica que se utiliza en estos tests suele ser, en general, de tipo uni-
lateral pues pocas rachas indican cierta tendencia a que las dos clases de elementos
A y B no procedan aleatoriamente de una misma poblacién continua. Por tanto, la
region critica vendra definida a través de

P(R<K/H))=a,
siendo o el nivel de significacion.

Los valores criticos de K para este test se presentan en la Tabla 6(a) del Apén-
dice de Tablas Estadisticas para un nivel de significacién o = 0,05 y, valores de

n, y n, menores o iguales a 20.

También puede considerarse una regién critica de tipo bilateral, pues una se-
cuencia como

ABABAB - ABABABAB ---

parece indicar cierta periodicidad sistematica que no concuerda con la hipétesis de
aleatoriedad de la muestra.
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En este caso la region critica se obtiene a través de las expresiones

P(R<K [H)) =

0| R NIQ

PR 2 K, /H,) =

donde K, < R < K, es la region de aceptacion para la hipétesis nula. El valor
critico K; se obtendra de la Tabla 6(a) del Apéndice y el correspondiente a K,
de la Tabla 6(b) para a = 0,05.

——
EJEMPLO 4

En un colectivo de 15 nifios, de ambos sexos, se obtienen las medidas de sus estaturas con
el resultado siguiente

S ———
Nifias [1,43 1,54 1,40 1,55 1,50 1,60 1,41 1,47 1,51
Nifios |1,62 1,45 1,58 1,61 1,48 1,63

Verifiquese al 5% de nivel de significacion que estas estaturas constituyen una muestra
aleatoria.

Ordenamos los valores observados en la muestra de la variable estatura afectando a cada
valor de un simbolo indicativo del sexo del nifio (A:nifia, O: nifio) cuya estatura se ha me-
dido
1,40 1,41 143 1,45 1,47 1,48 1,50 1,51 1,54 1,55 1,58 1,60 1,61 1,62 1,63
A A A O A O A A A A O A O O O

presentando R = 8 rachas, con n=9y n, = 6.

Parece indicado en este ejemplo el uso de un contraste unilateral donde la presencia de
pocas rachas mostrarian que las poblaciones de estaturas de nifias y nifios serian diferentes.

Por tanto, el valor critico que cumple
P(R < K/H)) = a = 0,05
lo encontramos en la Tabla 6(a) donde para n, =9 y n, = 6 se obtiene K = 4.

Como en la muestra R =8 >4, no se rechaza la hip6tesis nula que las observaciones
muesirales proceden aleatoriamente de una misma poblacién continua.
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9.4 Test de Wilcoxon:
Contraste de localizacién

Mediante el test se contrasta la hipétesis nula que la muestra procede de una pobla-
cién continua con una determinada medida de posicioén o localizacién. Si la hipote-
sis nula es que el percentil'> p de la poblacién es 6, se tendrdn que localizar p %
observaciones muestrales inferiores a 8 y (100 — p)% superiores a esta medida de

localizacién 6.1

Sea X una muestra aleatoria simple de tamafio n procedente de una poblacion
continua simétrica respecto a la mediana Me . Este enunciado constituye la hipote-
sis nula.

Se determinan las diferencias z; = x;, — Me , y se asignan los rangos R; a la
secuencia ordenada de las diferencias en valor absoluto, |z;|. Este contraste no
solamente tiene en cuenta el signo de las diferencias de la variable auxiliar z;, sino
también la magnitud de tales diferencias.

Siendo la funcién indicador

1 si zi>0

Yitlo s oz <0

el estadistico 7% de Wilcoxon se define como
n
+ p—
T" =2 R,
i=1

que proporciona la suma de los rangos de las diferencias con signo positivo, pues el
producto R, es igual a cero si z; es negativo, e igual a R; si la diferencia z; es

positiva.
Un valor elevado de T* tiene lugar cuando muchas de las mayores desviacio-

nes absolutas respecto a Me son positivas y, por tanto, la poblacion no parece que
pueda ser simétrica respecto a ese valor de la mediana. De la misma manera, un

12 yéase MARTIN PLIEGO.
13 Estos métodos son de distribucién libre.
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valor reducido de 7" indica que la mayor parte de las menores desviaciones abso-
lutas respecto a Me son negativas, llegandose a la misma conclusién que antes.

Si todas las diferencias tuvieran signo positivo

L n
T = YRy, = DR =142+ sn= 20D
i=1 i=1

mientras que si todas fueran negativas

Por todo lo anterior, la region critica es

K, K, n(n + 1)
2

FIGURA 9.1

cumpliéndose

P(T* <K, [H,) =

R R

P(T* > K,[H,) =

Un valor muestral T* tal que K; < T* < K, permite no rechazar la hipétesis

nula H;. Para n < 30, existe una tabla con probabilidades exactas.'* Para n > 15,
es posible recurrir a la distribucién asintética

I d N n(n+1).\/n(n+1)(2n+l) .
4 24

14 Véase DANIEL.
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EJEMPLO 5

De un colectivo de profesionales se toma una muestra de la cuota integra satisfecha a la
Hacienda por el impuesto personal.

Compruébese que la variable que define los pagos a la Hacienda, por este impuesto directo,
tiene una distribucién simétrica con mediana Me = 2,4 millones de pesetas. Nivel de signi-

ficaciono = 3%.

La informacién muestral se recoge en la tabla siguiente:

Importe Cuota integra x; z=x-24 | v |zl | R | Rw
3,8 1,4 1 1,4 11 11
4,5 2,1 1 2,1 14 14
1,3 -1,1 0 1,1 10 0
4,3 1,9 1 1,9 | 13 13
2,8 0,4 1 0,4 4 4
5,1 2,7 1 2,7 | 16 16
0,8 -1,6 0 1,6 | 12 0
2,3 -0,1 0 0,1 1 0
5,3 2,9 1 29 | 17 17
5,4 3,0 1 3,0 18 18
2,7 0,3 1 103 3 3
1,8 -0,6 0 0,6 6 0
3,3 0,9 1 0,9 9 9
3,2 0,8 1 0,8 8 8
1,7 -0,7 0 0,7 7 0
1,9 -0,5 0 0,5 5 0
2,6 0,2 1 0,2 2 2
4,8 2,4 1 2,4 15 15

Segiin la informacién muestral, el valor del estadistico 7 es
n
T" =Y Ry, =130.
i=1

Para determinar la regién critica tenemos en cuenta la distribucién asintética del esta-

distico T*
T d N(n(n +1) : In(n +1)(2n + 1)] — N(855: 22.96)

PR | 24

para n = 18.
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Con las tablas de la distribucién N(0; 1) se llega a que la region critica del 3% de nivel
de significacién es

35,68 13532

FIGURA 9.2

Como T* = 130 no se encuentra incluido en la regién critica, no rechazamos la hip6te-
sis nula que la distribucién de los pagos por este tipo de impuesto sea de caracter simétrico
con mediana igual a 2,4 millones de pesetas, en el colectivo estudiado.

9.5 Test de correlacién
por rangos de Spearman
~_para asociacion

En este epigrafe se expone un procedimiento de distribucién libre que parte de obser-
vaciones muestrales obtenidas de una poblacion bidimensional, a fin de verificar la
existencia o no de asociacién entre las dos variables que componen la poblacién.

Sélo cuando la poblacién sea normal bidimensional los contrastes de asociacién
pueden interpretarse como contrastes de independencia.

A partir de una muestra aleatoria bidimensional (x;;y;) de tamafio n, extraida
de una poblaci6n continua, se desea verificar la hipotesis nula H; de no existencia

de correlacién entre las variables & y 1 que definen la poblacion, frente a la hipdte-
sis alternativa de que exista algin grado de asociacién.

Para ello, se ordenan por separado en cada observacion bidimensional los ele-
mentos x; € y; de menor a mayor y se asignan los rangos R(x) y R,(y) a cada
uno.

Se define el coeficiente de correlacién por rangos de Spearman'® como el coefi-
ciente de correlacion lineal entre los rangos R,(x) y R,(y), que denotamos por 7, .

15 Véase MARTIN PLIEGO.



294 B FUNDAMENTOS DE INFERENCIA ESTADISTICA

Calculamos, previamente, el coeficiente dado por

D[R, (x) - R(OI[R.(y) - R]

i=1

]} =
J Y[R, (x) - R()1* Y [R.(») - R
i=1 i=1
donde
SR SR
R(x) = R(y) = = =it =
n 1

1+24--+n (A+nmn n+l
n 2n 2

por otra parte's

Y Rx)= YR y) =1? +2% 44 1 ="_(Ll)6(_gﬂ
i=1 i=1

con lo que

n

S [R(y)-R»)* =

i=1

SR (x) - RO
i=1

iRl.z(x) -nR*(x) =

i=1

_nn+1H)2n+1) _n[n+l)2 _

6 2
_ n3 —n
12
Si consideramos las diferencias
d; = R(x) - R(Y).,
al ser
R(x) = R(y)

16 Véase MARTIN PLIEGO y RUIZ-MAYA: Fundamentos... Apéndice Matemitico.
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entonces
éldf - é{R,(x) SR =
- é{[R,(x) _ RO - [R() - R} =
= SR -Feon’s SR -Fon*-
- 2,2[&‘(” ~ ROOIR,G) - RO
luego _

SR (1) - ROONR, () - R =

i=1

SR ) - R0l SR -ROI- Y
i=1 i=1 i=1

2

3 3 n n
n —-—n n- —n 2 2
+ - > d; d:
12 12 i§1 ! n3 —n _ 1';1 ! .

2 12 2

y el coeficiente de correlacion por rangos de Spearman resulta igual a

n

3 Zd12 L
Pon 0 eta
r, = 12 2 1= i=1

3
n3—n_n3—n n-n
12 12

B 295

Se demuestra que la esperanza del estadistico 7, bajo la hipétesis nula de inco-

rrelacion, es cero

E(r,/H,) = 0.

Cuando existe un grado perfecto de asociacion entre los rangos se cumple que,

para todo i,
R(x) = R(y)

lo que implica que d; = O para cada par de observaciones y, por tanto, 7, = 1.
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Cuando los rangos son equidistantes, ddndose la igualdad R (x) = n +1 - R(y),
por ejemplo

R |4]|2]3|5]1
Ry |2]43|1]5

se obtiene que 7, = —1.

El estadistico r, sigue una distribucién simétrica respecto al valor cero, siendo
su campo de variacion el intervalo [-1; 1]

-1<r, <1

Dado que la hipétesis nula se refiere a la ausencia de asociacion, un valor
muestral de r, que se aparte demasiado de cero esperamos que contradiga la hipo-

tesis nula y, por tanto, la evidencia empirica conduce a rechazar esta hipotesis H,,.

La region critica del contraste la formaran valores de 7, préximos a 1 o a -1,
con lo que esta region critica sera bilateral, determinandose a partir de la relacion

P(|r,|2K/H)) = a,
siendo o el nivel de significacion.

Cuando n > 10 puede utilizarse la distribucién asintética propuesta por Ken-
dall, dada a través de la variable aleatoria

=

(n-2) =2
1-r2

que sigue una ley ¢ de Student con n — 2 grados de libertad.

En caso de existir valores de x; y/o y; repetidos y, por consiguiente, con el
mismo rango, el estadistico r, debe ser corregido, aunque si las repeticiones no
son abundantes, su efecto no resulta significativo.
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——
EJEMPLO 6

Se somete a 15 estudiante a un test de conocimientos sobre mateméticas y misica, obtenien-
do las siguiente puntuaciones

Estudiante Puntwcfén en Puntuc‘zc.ién en
matemdticas miisica
1 4,2 F
2 5,0 K
3 8,3 D
4 2,5 G
5 7,4 E
6 6,1 H
7 7.5 C
8 3.4 L
9 1,5 N
10 6,5 J
11 8,8 A
12 3,3 M
13 6,3 I
14 9,0 B
15 5,8 N

La escala de puntuaciones en miisica es ordinal y sigue el orden inverso del abecedario.

Verifiquese la hipétesis nula de ausencia de asociacién entre las puntuaciones de ambas
materias. Nivel de significacién: o = 0,05.

Para determinar el valor muestral del estadistico en este ejemplo, formanos la tabla de la
pégina siguiente, siendo

6/! d2
,-;‘ 6-124

rs=1_ - =1- 3 = 0,779.
n*-n 15° -15

Como n = 15 > 10 utilizamos la distribucién asintética dada por

rdn-2  0779J15-2

Jiorr im0

t(n-2)= = 4,479.

La region critica es

P(| t(n-2)| > K/H,) = 0,05
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Puntuacion en Puntuacion en
Estudiante matemdticas miisica Rx) | RO | d | a?
(x) )
1 4,2 F 11 6 51 25
2 5,0 K 10 11 -1 1
3 8,3 D 3 4 -1 1
4 2,5 G 14 7 7 49
5 7,4 E 5 5 0 0
6 6,1 H 8 8 0 0
7 7,5 C 4 3 1 1
8 3,4 L 12 12 0 0
9 1,5 N 15 15 0 0
10 6,5 J 6 10 -4 16
11 8,8 A 2 1 1 1
12 33 M 13 13 0
13 6,3 I 7 9 -2 4
14 9,0 B 1 2 -1 1
15 5,8 N 9 14 -5| 25

donde para n =15, el valor tabular de una ¢ de Student con 13 grados de libertad es
K = 2,160, siendo la regién de rechazo

7/////////////%2@ %//////////%

2,160 «(13)

FIGURA 9.3

Como en la muestra #(13) = 4,58 > 2,160 se rechaza la hipétesis nula de ausencia de

asociacién entre las puntuaciones de matematicas y musica. La evidencia muestral parece
indicar que, por el contrario, dichas puntuaciones estin asociadas en los alumnos.

9.6 Tablas de Contingencia

Una tabla de contingencia r x ¢ es una tabla de doble entrada donde se recogen la
frecuencia conjunta n; con que aparece el nivel i-ésimo de un factor A y el nivel

j-ésimo de un factor B. El nimero de niveles de A es r, siendo c el de B. La dispo-
sicién de la tabla es la siguiente
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FRECUENCIAS CONJUNTAS OBSERVADAS

Factor B F 1
recuencias
B, B, N Bj . B, marginales
Al n, n, nlj . e
4 ) M aj "2 "
Factor A -
4, iy N, i Mic e
Ar nrl nr2 n’f nrc "
Frecugnaas n, n., n.; n.. n
marginales

donde se cumplen las igualdades

r C
Z;nij=n.j Znij=ni.
r

r C
an’ = Zn.j =
i=1 j=1

los niveles de los factores A y B se identifican con modalidades o categorias del
atributo de caracter cualitativo o con clases o intervalos de una variable cuantita-
tiva.

C
Znij =n
j=1

i=1j

Aunque los disefios muestrales que pueden dar origen a una tabla de contingen-
cia r x ¢ son variados,"” trataremos s6lo los contrastes mas tipicos de indepen-
dencia y de homogeneidad.

9.6.1. CONTRASTE DE INDEPENDENCIA

La hipétesis nula que se quiere contrastar es la de indepenencia entre los niveles del
factor A respecto a los niveles del factor B.

17 Véase RUIZ-MAYA y otros, donde se efectia un andlisis completo de estos disefios en tablas de contingen-
cia r x ¢, exponiéndose ademds el tratamiento de dichas tablas a través de modelos logaritmico lineales y
de la metodologia de los modelos de respuesta-discreta.
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Si p, = P(4, N B)), la hipétesis nula de independencia se especifica’® como
p; = P(4, N B)) = P(4) - P(B)) = p,. p.,
paratodo i, j: (i =1, ..., r; j=1,...,0).

La distribucién conjunta de los factores A y B contiene r + ¢ — 2 parametros
desconocidos, pues como se tiene que verificar

r C
2p.=1 Xp,; =1
i=1 j=1

uno de los pardmetros p,. y otro de los parametros p.; se obtienen por diferencia.

Estimamos dichos parametros bajo la condicién de independencia impuesta por
la hip6tesis nula

p; = p;. p.;» para todo i, j
para lo que formamos la funcién de verosimilitud
r C n r C n.
Lp., p.p=T111p/ =I111Pip.)"
i=1j=1 i=1j=1
siendo su logaritmo
r C
ln L(pi-, pnj) = Z anj ln (p," p°j)
i=1j=1
Para obtener los valores de p,. y p.; que hacen méxima esta expresion consi-

deramos las restricciones

Zp’,=1 Zp'le
i=1 j=1
y el lagrangiano
r C
M(p,.,p.)= 2, X (n;lnp.+n;Inp,)-
i=1j=1
r C
- Y Zpi'—l T Zp'j_l
i=1 j=1

18 Véase MARTIN PLIEGO y RUIZ-MAYA. Fundamentos... Capitulo 1.
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donde
oM < .
= n.———y =—L——‘y =
ap,. E Yp. " op.
oM 4 1 n.;
ap., Zl Yp, P opy
oM a
—_—= p.—-1=0
a'Yl iz=:1 :
oM <
—_— = p..—-1=0
07, /Z:l ’
con lo que
n. n.,
— =Y ——=D.
i* 1
n.. n,,
—L =y,; ~=p.,
p.; Y,

sumando respecto a i y repecto a j

Y11=1 i=1
1 C C
—n,;=2p.,; =1
Y2 j= j=

es decir, y; = v, = n.

Obteniéndose los estimadores maximo-verosimiles de p,. y p. j

n.
n
n

H 301

Para efectuar el contraste de independencia utilizamos el estadistico X % como

medida de las desviaciones entre la muestra y la hipdtesis poblacional
-3yl 5

1j=1 ,~j



302 B FUNDAMENTOS DE INFERENCIA ESTADISTICA

siendo Ej; las frecuencias estimadas bajo el supuesto que la hipétesis nula es cierta,

es decir

R n.. n.n,
A Mo ") i)

Ej =np; =np.p.; =n-=-— n

Este estadistico, como vimos en el epigrafe 9.2.1.2, sigue asintéticamente una
distribucién x> de Pearson con los siguientes grados de libertad:
g.1. = Total clases de observaciones — n® de parametros estimados — 1 =
=(r-c)-(r+c-2)-1=
=rc-r—-c+1-=
rc-1)-(-1-=
(r-D-1

pues el nimero total de clases o grupos de observaciones es igual al nimero total
de celdas o casillas de la tabla de contingencia r - c .

La region critica para el contraste de independencia se determina a través de la
expresion

POCIr-1)(c-D]2 K/H)) = a,

siendo o el nivel de significacién.

EE—
EJEMPLO 7

Estidiese si existe asociacién entre el nivel educativo de los individuos y la preferencia por
un determinado medio de comunicacién, a partir de la informacion muestral:

FRECUENCIAS OBSERVADAS
Medio de comunicacion Frecuencias
Prensa Radio T.V. marginales
Badsico 15 10 25 50
Nivel educativo Medio 40 25 45 110
Superior 45 30 55 130
Frecuencias marginales 100 65 125 290

Nivel de significacién o = 2,5%.

Al tomar como hipétesis nula la independencia entre los diferentes niveles de las varia-
bles medio de comunicacién y nivel educativo, la presencia de asociacién se puede mantener
si se rechaza esta hipétesis.
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Para hallar el valor muestral del estadistico

z Z (n - Ai )2
i=1j= ,j
se deben calcular las frecuencias estimadas E,.j
o Ll 0100 _ 1794
n 290
N n, <N, .
E, = 2 - 3065 =11,21
n 290
. n,.n. .
E, - L 110 -100 - 37.93
n 290
. n,.n. .
= oMoy =110 65:24,66
n 290

E,=n.-E, -E, =50-1724-1121= 2155
L.~ E, — E,, =110 - 37,93 - 24,66 = 47,41
o =N —E, —E, =100 -17,24 - 37,93 = 44,83
o —E, - E, =65-1121-2466 =293
Ey =n. -E, - E, =125-2155- 47,41 = 56,04

la tabla de frecuencias estimadas, de acuerdo con la hipétesis de independencia, es

FRECUENCIAS ESTIMADAS
Medio de comunicacion Frecuencias mar-
Prensa Radio T.V. ginales
Badsico 17,24 11,21 21,55 50,00
Nivel educativo Medio 37,93 24,66 47,41 110,00
Superior 44,83 29,13 56,04 130,00
Frecuencias marginales 100,00 65,00 125,00 290,00

y el valor muestral del estadistico X* se obtiene teniendo en cuenta los resultados siguien-
tes:
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#m
1y l:?,.j n; — Eu (n,-j - EU)Z M
Eij

15 17,24 -2,24 5,0176 0,2910
10 11,21 -1,21 1,4641 0,1306
25 21,55 3,45 11,9025 0,5523
40 37,93 2,07 4,2849 0,1130
25 24,66 0,34 0,1156 0,0047
45 47,41 -2,41 5,8081 0,1225
45 44,83 0,17 0,0289 0,0006
30 29,13 0,87 0,7569 0,0260
55 53,04 -1,04 1,0816 0,0193

290 290,00 1,2600

Estadistico que sigue una distribucion asintdtica x> de Pearson con (r—1)(c-1)=
= (3 -1)(3-1) = 4 grados de libertad, y la regién critica viene dada por
P(x*(4) 2 K[H,) = o = 0,025
siendo el valor tabular X = 11143 .

Como X2 =126 < 11,143, no puede rechazarse la hipétesis de independencia entre los

niveles de estas dos variables y, por consiguiente, la evidencia empirica no marca asocia-
cién entre los factores analizados.

9.6.2. CONTRASTE DE HOMOGENEIDAD

Se dispone de ¢ muestras clasificadas segiin los 7 niveles de una variable A y se quie-
re contrastar la hipGtesis que las ¢ muestras proceden de la misma poblacion.

La informacion relativa a las frecuencias conjuntas observadas se dispone de
acuerdo con una tabla de doble entrada como la siguiente

e — ]

Muestras Frecuencias
1 2 ‘e J . c marginales
4, ny ny ny; ny, n
4 ny | nn nyj Ny PSS
Variable A
A i ngy np nij n nr
A, n, n, n,; n, n.
Tamafio de las muestras - ey | Ney n.; n.. n
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que formalmente es una tabla de contingencia, hecha la salvedad del distinto origen
de formacion.

La frecuencia n; es el nimero de elementos de la muestra J que pertenecen al
nivel i-ésimo de A; n. j el nimero total de observaciones de la muestra j-ésima y

n;. el nimero total de elementos de todas las muestras que pertenecen al nivel i-

C
ésimo de A, siendo n = Z n.. el nimero total de observaciones del conjunto de
j=1
las ¢ muestras.
Contrastar la hipétesis nula H, que todas las muestras proceden de la misma

poblacién equivale a contrastar la hip6tesis que, para todas las muestras, se verifica
P(A)=p,, ..., P(4,)=p,
verificandose que
.
> p=1.
i=1

Para realizar el contraste se utiliza el estadistico X> como medida de las des-
viaciones entre la muestra y la poblacién siendo
AoN2
r C .. - ..
X? = z Z__(n’f E‘f)
A >
i=1j=1 E,«j

donde E; son las frecuencias estimadas de acuerdo con la hipétesis nula, es-decir,

E,=n.p,.
Como los parametros p; son desconocidos se procede a su estimacién maximo-

verosimil, p., siendo como vimos en el epigrafe 9.2.2.,

n.

A
p,’__
n

X
S

siendo el estadistico del contraste

r c -
Yoy
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que se distribuye asintéticamente segin una x* con los siguientes grados de libertad:

n° de muestras [n° de clases — 1] — n° de parametros estimados =
c(r-H)-(@-1)-=
(r-1(c-1)

g.l.

,
pues, por la restriccién Z p, =1, s6lo son r — 1 los parametros que se estiman.
i=1

La region critica esta determinada por la expresion
PO I(r-1(c- D12 K[H) =a,

siendo o el nivel de significacion."

N
EJEMPLO 8
Unos naranjos se abonan con dos marcas distintas de fertilizantes F y F, : 50 naranjos
con el fertilizante F y 60 con F,, resultando que unos naranjos aumentaron su produccién,
otros la disminuyeron yotros no la variaron.

Contraste la hipétesis nula de que ambos tipos de fertilizantes producen los mismos

efectos con un nivel de significacién o = 0,10, teniendo en cuenta que la informacion
muestral es la siguiente

FRECUENCIAS OBSERVADAS

e ]
e IS T S

Muestra con | Frecuencias
K F, marginales
+ 20 35 55
Produccién = 20 15 35
- 10 10 20
Tamario de 50 60 110
las muestras

La hipétesis nula consiste en que los dos fertilizantes producen efectos homogéneos o, lo
que es lo mismo, que ambas muestras proceden de una misma poblacion.

19 Aunque el disefio del contraste de homogeneidad difiere del contraste de independencia, formalmente, por
el estadistico utilizado y regi6n critica, ambos tests son similares.
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Iniciamos, en primer lugar, el célculo de las frecuencias estimadas E,.j bajo el supuesto
de homogeneidad, es decir, teniendo en cuenta que

s Mene
i op
por lo que
~“ nen, _55-50 25
n 110
. n,.n. .
= 20 My _ 35-50 =159
n 110

=n.,-E -E =50-25-159=9]1

=n.-E, =55-25=30

E, =n,.~E, =35-159 =191
E,=n.-E, =20-91=109

y la tabla de frecuencias estimadas la que mostramos en la pagina siguiente

FRECUENCIAS ESTIMADAS
1

Muestra con_ | Frecuencias
R E, marginales

+ | 25,0 | 30,0 55

Produccion = 15,9 | 19,1 35

- 9,1 | 10,9 20

Total 50,0 | 60,0 110

El valor muestral del estadistico
S Ll
i=1j=1 E

U

se obtiene segin indica la tabla siguiente:
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r \2

" Ej | omy—Ey | oy - B ﬂ%
i
20 25,0 -5,0 25,00 1,00
35 30,0 5,0 25,00 1,20
20 15,9 4,1 16,81 1,06
15 19,1 —4,1 16,81 0,88
10 9,1 0,9 0,81 0,09
10 10,9 -0,9 0,81 0,07
110 110,0 4,30

siguiendo el estadistico del contraste asintéticamente una distribucién x? con
r-D(-1)=@-1)2 -1 =2 grados de libertad;
por consiguiente, la regién critica es
P(*(2) 2 K/H,) = o = 0,10

y el valor critico K el correspondiente a las tablas de la 2 con 2 grados de libertad y una
probabilidad igual a 0,10, K = 4,605 .

Como en la muestra conjunta x> = 4,30 < 4,605 no se rechaza la hipétesis nula de que
ambos fertilizantes producen efectos similares.




CAPiTULO 10

Introduccidn a la

, [ ) [ ]
teoria de la decisidn
e inferencia bayesiana

10.1 Teoria de la decisién

En gran parte de los fenémenos fisicos, bioldgicos y sociales se desconocen las
leyes que regulan su comportamiento por Io que no es arriesgado pensar que estén
gobernados por leyes de naturaleza estadistica.

Bajo esta premisa, a todo decisor se le plantea el problema de elegir entre las
acciones alternativas posibles en cada caso, sin tener el conocimiento preciso para
optar con certeza por la accién més adecuada, basandose en la mayor o menor
especificacién que realice sobre las leyes de naturaleza estadistica que han de re-
emplazar a las leyes deterministas desconocidas sobre dicho fenémeno.

En general, una ley estadistica estara representada por la distribucién de pro-
babilidad F(x; 6) del fenémeno analizado donde, para cada posible valor del pa-
rametro 0, se obtiene uno u otro comportamiento concreto del fenémeno analiza-
do. En la terminologia de este enfoque, el conjunto de valores que puede tomar el
parametro 6 recibe el nombre de Estados de la Naturaleza.

309
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Sucintamente, se exponen los componentes fundamentales de un proceso de

decision:

B Conjunto de acciones, alternativas o estrategias que el decisor puede
adoptar. Se representa por A = {a,, ..., a,} .

B Sin control por parte del decisor, condicionando el éxito o fracaso de la
toma de decisiones, se halla el Estado de la Naturaleza conjunto de los
valores de los parametros o parametro (segin que la ley estadistica dependa
de mas de un pardmetro o de s6lo uno) que caracterizan cada situacion del
fenémeno (en términos inferenciales, cada hipdtesis sobre la poblacion),
designéndose el espacio paramétrico como © = {6,,...,6,} .

B Derivados de la eleccion de una determinada accion, segin cual sea el Es-
tado de la Naturaleza 6, se producen una serie de resultados que se repre-
sentan por /(8 ; a), donde cada valor sera la pérdida en que se incurre

cuando el decisor toma la accién a y la Naturaleza se encuentra en el estado
0. La expresién (0 ; a)recibe el nombre de funciéon de pérdida. Una

pérdida negativa es equivalente a una ganancia.

Suponiendo que las acciones y los Estados de la Naturaleza son finitos, el pro-
ceso de decisién se recoge esquematicamente en el cuadro siguiente:

H

Estados de la naturaleza
0;- 0, 0,
a 10 @) 1(0,; ;) 1Oy a)
a, 10;a) 1(05a) e 10,5 ay)
Acciones ) i ] .
ap 1®;ay)  1(0yap) 1O ap)
]
EJEMPLO 1

Consideremos el esquema de decisién resumido en el cuadro

e ]

Estados de la naturaleza
6, = llueve | 6, = nollueve
No salir de casa(q) 3 3
Acciones | Salir sin paraguas (a,) 5 0
Salir con paraguas (a;) 1 4

La funcién de pérdida esta explicitada numéricamente; por ejemplo, si se sale sin paraguas y no
llueve, la pérdida es 1(0, ;a,) = 0, y si se sale con paraguas y llueve, entonces, [(9;;a3) = 1.
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Las pérdidas pueden medirse en términos de utilidad negativa de cada combina-
cién Accion-Estado de la Naturaleza; cuantificando el coste econdémico, en caso de
ser factible, o asignandole valores, que optimicen alguna medida deseable, segiin
veremos mas adelante.

10.1.1. TIPOLOGIA DE LA DECISION

Los problemas de decisién se pueden clasificar atendiendo a un doble criterio:

A. Por el conocimiento que el decisor tenga acerca de los Estados de la Naturaleza:

B Decision con certidumbre. El decisor dispone de conocimiento exacto so-
bre cuél es el Estado de la Naturaleza en que tiene que decidir. Este caso
no lo analizaremos aqui, pues su resolucion se reduce a un problema de
optimizacién matemaética.

B Decisién en ambiente de incertidumbre. Cada Estado de la Naturaleza
0, se presenta aleatoriamente, sin que resulte factible determinar la proba-

bilidad con que lo hace. No es posible, por tanto, probabilizar los Estados
de la Naturaleza; sélo se conocen las distintas situaciones en que puede si-
tuarse la Naturaleza.

B Decisién con riesgo. Se establece a priori una ley de probabilidad para los
Estados de la Naturaleza incluidos en ®, de tal manera que

p, =P®=6)

S PO=6)=1

i=1
es decir, se reconoce un comportamiento estocastico sobre ©.

B. Segin se disponga de alguna informacién sobre el fenémeno bajo estudio:

B Decision sin experimentacion. No se dispone de ningiin tipo de informa-
cién sobre el fenémeno (no existe informacién muestral sobre la poblacion

analizada).
B Decision con experimentaciéon. Se dispone de informacién suministrada
por una muestra aleatoria simple de tamaiio n, X (X505 %,) .

10.1.2. DECISION SIN EXPERIMENTACION

Sélo se exponen los criterios més relevante en esta situacion.
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10.1.2.1. Decisién en ambiente de incertidumbre: Criterio minimax

Este criterio esta basado en que el decisor presenta una actitud de precaucion mani-
fiesta pues selecciona la accién cuya pérdida maxima sea la menor. Es decir, en
principio, el decisor se sitiia para cada accion en la peor de las situaciones, optando
por la accién que presente la menor pérdida maxima; por tanto, selecciona la ac-
cion a; tal que

min max [(0;; a)
a 2] J

EJEMPLO 2

En el ejemplo propuesto anterior se tiene que:
mg’lxl(ei; a)=3
mé’ixl(ei; a,) =35
méix [6,;a,) =4

luego, como

min mgflx 1©; aj) =3,

opta por la accién g, (no salir de casa).

10.1.2.2. Decisiéon con riesgo: Solucién de Bayes

Se supone, como antes se sefial, que el espacio parametrico, conjunto de los Esta-
dos de la Naturaleza, es probabilizable y, por tanto, es posible asignar probabilida-
des a cada valor 6, que pertenezca a ©.

Bajo este supuesto, se podra determinar, para cada accién, la pérdida esperada
definida por

k
B(a;) = E[I6;; a)] = Zl 1(6;;a;) P(6=8,).
La solucién o accién de Bayes es la accion cuya pérdida esperada sea menor.

——
EJEMPLO 3

En el mismo ejemplo anterior se considera que

p,=P®=06)=03 y p,=PO=0,)=07
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las pérdidas esperadas son

B(a)) = 16,; a)-p +10,a)-p, =3-03+3-07 =3
B(a,)=10;a,)-p, +1(6,;a,)-p, =5-03+0-0,7=15
B(a,)=1(6,; a,)-p, +1(0,;a,)-p, =1-03+4-0,7 =31

donde a, es la accién que presenta la menor pérdida esperada y, por tanto, la que se adopta
como solucién de Bayes, de este problema de decisién para la distribucién a priori g(0)
establecida.

10.1.3. DECISION CON EXPERIMENTACION

Para facilitar y mejorar la adopcién de decisiones se toma una muestra aleatoria
simple de tamafio n, X (x,,...,x,), que proporciona informacién acerca del Esta-

do de la Naturaleza 6, lo que incidira en la eleccion de la estrategia mas adecuada.

Antes de proceder al analisis de los criterios mas usuales es preciso tener en
cuenta los siguientes conceptos.

10.1.3.1. Funcién de decisién

La funcioén de decisién es una funcién de la informacién muestral X, representada
por d(X), y que define una aplicacion del espacio muestral & sobre el espacio de

las posibles acciones a adoptar.

Una funcién de decision podria ser, fijado un valor constante k para un espacio
de acciones 4 = {a,, a,}, la siguiente

n
dX) =Y x <k = q

i=1

n
dX)=Y x>k = a

i=1

10.1.3.2. Funcion de pérdida

Se ha visto que el éxito o fracaso en la toma de una decisién se mide a través de la
funcién de pérdida.

En este caso, con la informacion muestral disponible, la funcion de pérdida es

(8; a) = 1[6; d(X)] = I(6; d).
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La funcion de pérdida a utilizar debe ser tal que aumente cuando el error en
que se pueda incurrir al tomar una decisién crezca, y disminuya si lo hace el error.
Bajo este sencillo principio se justifica la utilizacion de las siguientes funciones de
pérdida, por otra parte las mas habituales:

B Si no se quiere cometer grandes errores
1(0;d) = c(d - 0)*,
siendo ¢ una constante positiva.
B Si se pretende que la pérdida sea proporcional al error
10;d)=c|d-9|

con ¢ positivo.

10.1.3.3. Funcién de riesgo

La funci6n de decisién y la de pérdida dependen de la muestra X, por lo que tanto
una funcién como otra son variables aleatorias.

En este sentido, la funcién de riesgo es la esperanza matematica de la funcion
de pérdida, calculada para la distribucion de la muestra X considerando 6 como un
valor fijo, es decir,

R(0; d) = E[I(6; d)]

donde, si la distribucién de la muestra X es continua, se obtiene
R(6; d) = E[I(8; d)] =I 1[6;d(X)] f(X/8)dX .
X
Si existiera una funcién de riesgo R (0; d,) tal que

R(®;d) < R(6;d,) paratodo ©

representando d, cualquiera otra funcion de decision, d, seria la funcion de deci-
sién Optima para tomar decisiones.

Como habitualmente encontraremos una funcion de decisién cuyo riesgo siem-
pre sea el menor para todo valor del parametro 6, serd preciso recurrir a criterios
de compromiso, como los que a continuacion se exponen.

10.1.3.4. Decisién en ambiente de incertidumbre: Criterio minimax
Se elige la relacion de decisiéon donde se obtuvo

min max R(0;d),
R
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es decir, se adopta la funcién de decision cuyo riesgo maximo sea menor.

Graficamente, si tenemos tres funciones de decision posibles como

R(6; d) mjix R(6; d))
méx R(6; ds)

méx R(9; d,)
)

b~ —f— — - - - -

|
|
|
|
i
|
!
|
|
1

FIGURA 10.1

se utilizard, segun el criterio, la funcién d, .

Si la funcién de decisién se utiliza para asignar algin valor al parametro 6,
bajo la informacién muestral que proporciona X, la funcién de decisién minimax
recibe el nombre de estimador minimax, confundiéndose el espacio de las accio-
nes con el espacio paramétrico, es decir, 4 = ©.

EE——
EJEMPLO 4

Sea una poblacién con funcién de densidad
1 -5x
f(x/6)=669; x>0

definiendo el Estado de la Naturaleza (o espacio paramétrico) por 6 > 0.

Con referencia a una muestra aleatoria simple de tamafio n se proponen las siguientes
funciones de decisi6n para estimar 6

dX)=x
d,(X)=x,
Elijase la solucién minimax si la funcién de pérdida es cuadratica
18;d) = (d-6)".
Facilmente puede calcularse que en la poblacion
n=EE)=6
o’ =V(E) =0’
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Al ser la muestra aleatoria simple se verifica

E[d,(X)] = E(¥) = u = 0
E[d,(X)] = E(x,) = = 6

y los riesgos son

R(®;d)=E[1(®;d)] = E(d, -6)" = E(X-0)" =

2 2
=V(f)=°_=9_
n o n

R(®; d,) = E[1(0; d,)] = E(d, -0)’ = E(x, -0)* =
=V(x,)=V(X) =0’

R(; d)

ETR

FIGURA 10.2

las funciones de riesgo aparecen en la figura 10.2, obteniéndose que si la funcién de deci-
si6n adoptada es d, (X)

mj’n mg’xx R(®;4d,), para todo 0

0, lo que es lo mismo, el estimador minimax del parimetro 6 es 6* = X , para la funcién
de pérdida utilizada. .
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10.1.3.5. Decision con riesgo: Decisién de Bayes

El esquema de decision que se analizara a continuacion se basa simultidneamente en:

B La informacion suministrada por una muestra aleatoria simple de tamafio n, X.

B La asignacién de una distribucién de probabilidad a priori sobre el espacio
paramétrico, que representamos por g(6) .

Bajo estas premisas, el riesgo R(0; d) es una variable aleatoria que dependera
de la variable aleatoria 0.

Se entiende por Riesgo de Bayes el valor esperado de la funcion de riesgo R(9; d)
calculado sobre la distribucion a priori de 6. Si se denota por B(d) tendremos:

B Para g(0) con distribucion discreta

B(d) = g[R(G; d)] = ZR(G,,; d)P(©6=9,).
[C]
B Para g(0) con distribucion continua
B(d) = E[R(8; d)] = ‘[R(G; d)g(0) do .
S )

La decision de Bayes es la decision que presente un riesgo de Bayes menor, la
que minimice

B(d) = E[R(®; d>]=LR<e;d)g<e) do =
- j@ [ jxl[e;dm] f(X/e>dX}g<e) do =
- j@ Llle;d(X)] F(X/8)g(8) do dX

Veremos en el epigrafe 10.3 que el estimador de Bayes es precisamente la deci-
si6n de Bayes que se acaba de proponer. Estudiaremos, por tanto, el método mas
operativo para determinar este estimador y sus propiedades, comenzando en el
siguiente epigrafe con la determinacién las distribuciones de probabilidad asigna-
bles al parametro 6 de acuerdo con la concepcién Bayesiana.
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10.2 Inferencia bayesiana:
~_distribuciones a priori
~y a posteriori

A lo largo de los capitulos anteriores se han recogido técnicas y procedimientos de
la denominada «inferencia estadistica clasica» donde, en los casos en que se expo-
nian métodos basados en parametros poblacionales, se suponia que éstos eran des-
conocidos pero no aleatorios.

La diferencia fundamental que plantea el «enfoque inferencial bayesiano» radi-
ca en que considera el pardmetro desconocido 6 como variable aleatoria, a la que
se asigna, por tanto, una determinada distribucién de probabilidad, que recibe el
nombre de distribucién a priori y se representa por g(0) .

La informacién suministrada por una muestra aleatoria simple X, bajo la dptica
bayesiana, puede cambiar la idea del comportamiento probabilistico que se tuviera
sobre el pardmetro 6 y, en este sentido, es posible aceptar que exista una distribu-
cién a posteriori del parametro 0, representada por g(6/X), donde se recoge la

modificacién de la distribucién de probabilidad de dicho pardmetro 6 cuando se
dispone de la informacién muestral X.

Si la distribucién a priori del parametro 6 se postula de tipo discreto, aplicando
el teorema de Bayes pueden determinarse las correspondientes probabilidades a
posteriori para cada uno de los valores que tome el parametro 6. En efecto

P(X/0=0,) P(6 =6,
iP(X/e =0,) P(0=6,)

i=1

PO =0,/X) =

Si la distribucion a priori g(6) es continua, y la poblacién de donde se extrae

la muestra también, puede obtenerse la distribucién a posteriori del parametro 6
teniendo en cuenta que:

B f(X; 0)representa la funcién de densidad conjunta del vector aleatorio
muestral X y del pardmetro 6.

B f(X/6) es la funci6n de densidad de la muestra X para un 6 dado.

B f(X)es la distribucién marginal de la muestra X.
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Como se sabe

X;0
roxjey = L2
g(G/X)=£j(%$)

donde
f(X;0) = f(X/0) g(6)
f(X;0) =g(6/X) f(X)
por lo que

F(X/6) g®) = g(8/X) f(X)
y la distribucion a posteriori del parametro 6 resulta

f(X/6) g(6)
f(X)

obteniéndose la densidad marginal f(X)como

g(8/X) =

F(X) = j@ F(X; ) do = LﬂX/e) ¢(6) do

llegandose, finalmente, a que

7(X/0) g(6)
j@ £(X/8) g(8) db

g(/X) =

version continua del Teorema de Bayes.

10.3 Estimacién de Bayes

B 319

El estimador de Bayes es la funcion de decision, establecida sobre el espacio pa-

ramétrico @, que produzca el menor riesgo esperado.

El estimador sera § = d* (X)tal que minimice la expresién

B(d) - j@ [ 110 a1 7xX/0) 500) a0 ax.



320 B FUNDAMENTOS DE INFERENCIA ESTADISTICA

Existe un procedimiento operativo para determinar la decision de Bayes sin te-
ner que describir todo el espacio muestral (y, por tanto, trabajar en él).

En el epigrafe anterior establecimos la distribucion a posteriori del parametro 6,
calculada como

f(X/8) g(6)

0/X) =
2(6/X) %)

por consiguiente, el riesgo de Bayes queda

B(d) = [ [ 116:d (017 (X/8)g(8) b aX -
0JX

= [_ [, 1o acxn g @rx) £ (%) do ax =
0JX

- F(X) U 1[6; d(X) g(8/X) d@]dX:
X (]

= | 70 E11(8: d (X)) aX

siendo @?X{l[e; d(X)]} , riesgo de Bayes a posteriori, es decir,

LL116; A1} = [, 1165 d(X)] g (6/X) db. 1]

Dado que la funcién de decision d (X) que minimiza B(d)es la misma que hace
minima la expresion [1], pues d (X) no depende de f(X), puede utilizarse esta ultima

para determinar el estimador de Bayes, de manera que dicho estimador ser4 aquel que
verifique

0 E11(6; (X))
od (X)

=y[0; dX)]=0 = 6% =d*(X)

2 .
0 G)%([1(9, d(X))]

3 >0
od* (X)

d(X)=d*(X)

EJEMPLO 5

Determinese el estimador de Bayes para el pardmetro 6 de una distribucion de Poisson, en
muestras aleatorias simples de tamafio n, supuesta una distribucion a priori de 6 dada por

g® =3* 06>0
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siendo la pérdida cuadratica

116; d(X)] = 1(8; d) = (d -6)".

Para determinar la distribucién a posteriori g(6/X) calculamos, previamente,

X
e-eex| e—eex,, _ e—ne gi-!

FOX[8) = £ (x,/0) -~ f(x,/0) = . _

x! x,! x!-x)
siendo
0 0 e-ne ei=1Xi "
70 = [ fex/e) g60) do = | 3 4o -
0 o x!--x,)
0 ix, 00
= 3 I gi-! e—(n+3)9 ao = 3 J‘ ese—(n+3)e do

x!-x! Jdo x! - x! Jo

donde

n
s=2.x
i=1

m 321

que siempre serd un numero natural, dados los posibles valores x; que puede tomar esta

poblacién con distribucién de Poisson.
Por tanto,

3 ] L(s+1)
Leex)l (n+3)"!

fX)=
x

y la distribucién a posteriori de 6

FX/6) g(®) _

gO/X) =
FX)
C
... ¢! 3e * s s+l ,-(n+3)6
_ooxleexl _n+3)" e _
3 Te+) C(s+1)

1
xl-x! (n+3)7

_ (n + 3)s+l 6: e—(n+3)6

s 0>0
s!

es una distribucién gamma

G(s+1;n+3).
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La funcién que habra que minimizar es

@ = EI0: d(X)] = jeue; d)g(8/X) o =

00 s+l ns ,-(n+3)0
=I(d—9)2 n+3y"06'e do =
o s!

(n + 3)s+1 e: e—(n+3)e

s!

= J' (d* - 2d8 + 6%) do =
0

_ (n+3 [dz LD,y T+2) | I‘(s+3)3}
s! (n+3)°"* (n+3)" (n+3)°"

=%[d2-s!—2d (s+Ds! (s+2)(s+1)s!]=

n+3 (n + 3)*
—d—2d s+1 + s+2)(s+1)
n+3 (n+3)?
y
@=2d_2s+1 ~0
od n+3
siendo
>ox, +1
s+1 _ i=1 =d*(X)
n+3 3
comprobandose que
2
a—dz)=2>0
od
luego
>ox +1
6*=d*(X)=i—

n+3

es el estimador de Bayes que hace minimo el riesgo esperado.

TEOREMAS

1. Si la funcién de riesgo R[0; d(X)] es constante respecto a 0, el estimador
de Bayes coincide con el estimador minimax.
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En efecto,
B(d) = g{R[e; d(X)]} = R[6; d(X)]

y la funcién 6* = d*(X) que minimiza B(d) también es la que determina el menor
riesgo R[O; d(X)].

2. Si la funcién de pérdida es de tipo cuadratico, el estimador de Bayes es el
valor medio de la distribucién a posteriori,

6* = GI;JX[O/ X].
En efecto, el estimador de Bayes 0% = d*(X) es el que hace minima la expresion
E {110; d(X)1} = [ 118: d(X)] g(8/X) do =
o/X )
- j (d(X) - 0)” g(6/X) do =
)
= -dX)I/X
E 16 -d0OF /X
y teniendo en cuenta las propiedades de la esperanza matematica'
. . o _ 2 _
min E {1[6; d(X)]} = min E {[6 - d (X)] /X}
2
= - X
E 16 - E O/XT/X}
luego
a*(X) = E (8/X).
o/x
3. Anilogamente, si la funcion de pérdida es proporcional
10;d) = |0 - d(X)|,

el estimador de Bayes es la mediana de la distribucién a posteriori de 6 dado X,

pues el minimo del valor medio de las desviaciones absolutas respecto al origen de
referencia se obtiene cuando se toma la mediana como ese origen de referencia.

! Véase MARTIN PLIEGO y RUIZ-MAYA: Fundamentos... Capitulo 4.
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10.4 Contrastacion bayesmnu
~de hipétesis

Al igual que en la estimacién bayesiana, la contrastacién bayesiana se desarrolla
bajo el supuesto que el experimentador puede asignar una distribucion de probabi-
lidad al parametro 6.

En esta situacin, se desea contrastar la hipétesis nula Hy (6 € ©,) frente a la
alternativa H, (6 € ©,), cumpliéndose que

0,u0 =0 y 0,nO =J.
Las probabilidades a priori de que sean ciertas cada una de estas hip6tesis son
P® € 0y = g(©)
POe®)=g®)=1-2g(@)

El contraste de hipotesis se puede plantear como un problema tipico de deci-
sién, tal como

Estados de la Naturaleza
0, 0,

d,: Rechazar H 1(©,;d) 1(©,;4d))

d,:No rechazar H, 1(©,; d,) 1(©,; d,)

Decisién

Tomamos como funcién de pérdida
0 sino se incurre en error

l(G;d)={

1 si se comete error

y la de decisién

dXeC) =d,
dXeC*=d,

siendo C la region critica y C* la de aceptacion.
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La funcién de riesgo resulta
R(®y; d) = E[1(8,; d)] =
= 1- P(Rechazar H,/©,) + 0 - P (No rechazar H,/©,) =
= P(Rechazar H,/0©,) = P(X € C/®) = a
R(®,;d) = E[1®,; d)] =
= 0- P(Rechazar H, /®1) +1- P(No rechazar H, /@1) =
= P(No rechazar H,/©,) = P(X € C*/®)) = B

con lo que el riesgo esperado, o riesgo de Bayes, para la distribucién a priori de 6
es igual a

B(d) = E[R(®; d)] =
= g(eo)a+g(91)'3 =
= ¢(8,) P(X € C/®,) + (8, P(X € C*/0,) =

- 20, j F(X/©,) dX + g(0,) J-f(X/G)l) dxX =
C C*
- (68, J.Cf(X/GO) X + ) [1 - Lf(X/Gl) dx} -

- g(0)+ L[g<eo> F(X/0,) - g6) f(X/0))] dX,

como g (0,) estd fijado a priori y es positivo, el minimo del riesgo de Bayes se
obtendra para una regién critica C tal que
8(8,) f(X/©y) - g®)) f(X/0,) <0
es decir, cuando
88,) f(X/0,) < £(®)) f(X/©,).
Por otra parte, como
- f(X/8) g(8) = g(&/X) f(X)
la condicién anterior se transforma, en términos de distribucion a posteriori, en
8(8,/X) f(X) < g(8,/X) f(X)
es decir,

8(6,/X) < g(6,/X) .
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Consecuentemente, se rechazara la hipétesis nula H si la probabilidad de que
el parametro pertenezca a ®,, dada la muestra X, es menor que la probabilidad de
que dicho parametro pertenezca a ®, dada X cuando

P(® € ®,/X) < P(6 cO,/X)

Puede comprobarse que las reglas equivalentes de decisién en la contrastacion
bayesiana de hipétesis, bien en funcion de la distribucién a priori del parametro 6 en
términos de su distribucién posteriori, no necesitan que se fije de antemano un de-
terminado nivel de significacion o, pues las probabilidades de que el parametro se
encuentre en la hipStesis nula o en la alternativa pueden ser evaluadas directamente.

EJEMPLO 6

En una poblacién B(l; 0) se contrasta

H, [9 < -1—} frentea H, [6 > l} .
4 4

Se supone que la distribucion a priori del pardmetro 6 es uniforme en el intervalo [0; 1].

Realicese el contraste bayesiano de hip6tesis para una muestra aleatoria de tamaiio uno.

Sabemos que
F(X[0) = f(x,/8) =07 (1-0)"", x, ={0: 1}
como
g® =1 0<0<l
entonces

1
fX) = fx) = Lf (X/6) g(6) db = _[)6"‘(1 -0)™ do

donde, al ser x; = {0;1},

1 21
flx, =0)= '[0(1—6) dG:[e_%} _

1 27!
fy =1 = J'Oede{-ez—} =%

es decir,

fx) = para x, ={0;1}

1
2
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por tanto, como

f(X/6) g(®)
o/X) = L2280
8(68/X) %)
se tiene que
X _ 1-x
2(6/x,) = 6_(_11/29_) =20%(1-0)"%, 0<6<1

Como la muestra x; puede tomar el valor cero o el uno

g®/x, =0)=2(1-6), 0<B<1

g(®/x, =1) =26, 0<06<1
siendo
% 6;
P®<6,/x =0)= _[ 2(1-6) do =2 90—70
0
eO
P©<0,/x =1)= J' 20 d6 = 0
0
y

62
P® >6,/x =0) =1-2[eO _TOJ

PO>6,/x =1)=1-6;

Si la muestra es x, = 0, como para la hip6tesis nula HO{G < %}

foordf1 )

y para la hipétesis alternativa

y dado que

entonces se rechazari la hipétesis nula Hg| 6 < ﬂ .

m 327
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Ejercicios resueltos

EJERCICIO10.1 Considérese el esquema de decision cuya matriz de pérdidas es

Estados de la naturaleza
a 0 5
a, 5 0
Acciones
a, 2 6
a, 3 4
Si la distribucion a priori de 0 es
PO = Gl) =p

P®=6,)=1-p

estidiese la solucién de Bayes.

SOLUCION. Las pérdidas esperadas para cada posible accién son
B(a)=0p+51-p)=5-5p
B(a,) = 5p +0( - p)=5p
B(a) =2p+6(1-p)=6-4p
B(a)=3p+4l-p)=4-p
Representamos graficamente en la pagina siguiente las pérdidas esperadas, B(a,),
en funcién del pardmetro p.

Como p es tal que 0 < p <1 entonces, dentro de este campo de variacion, las
pérdidas esperadas minimas se obtienen si se adoptan las siguientes opciones

O<p< % = min B(a) = B(a,) = seelige a,

< p <1 = min B(a) = B(a)) = seelige q,
a

N | —
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B(a)) B(a,)

FIGURA 10.3

EJERCICIO 10.2 Determinese, a partir de una muestra aleatoria simple de
tamarfio n, la estimaciéon bayesiana del parametro 6 de una distribucién binomial
B(1; 6) , si se asigna una distribucion a priori uniforme en el intervalo [0; 1].

La funcién de pérdida se fija como

©-a

1(0;d) = 61 0)

SOLUCION. Para hallar la distribucion a posteriori g (8/X) procedemos previa-
mente a calcular

F(X/8) = f(x,/6) - f(x,/0) =
— Gx‘(l _ e)l—xl ex“ (1 _ e)l—x”:

n n
x n-yx

:ei=l ‘(l_e) 4=ll =eS(1_e)n—:

siendo
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Al ser uniforme en [0; 1] la distribucion a priori
g =1 0<06<1

con lo que

£(X) = L £(X/0) g(0) db =

1
- J-G“‘(I—G)"" 1do =
0
=F(s+l)F(n—s+1)=
T(n+2)

sl (n-1)!
T (m+1)

y se deduce que la distribucién a posteriori es

£(X/6) g(®) _
F(X)

3 eS (1 _ e)n—s N
TSl (n-s)! T
(n+1)!

_ (n+1)!
sl(n —s)!

8(6/X) =

°(1-6)""°, 0<6<1

que es la distribucién beta B(s +1; n —s +1).

Para obtener el estimador de Bayes habra que hacer minima la expresion
@ = E {[I(6; dX)]} = II(O; d) g(6/X) do =
o/X c)

L@®-d} (n+1)!
o 6(1-6) s!(n-s)!

0°(1 - )" db =

- (n+1)! ! — N\2ps-l1 _ pyn-s-1 —

= S L(e d)?651(1 - 8)"51 g9

_ (Dt et 2y as-1(1 _ ayi-s-1 ga —

S Ty j'o(e 240 + d?) 0°71(1 - 8)"! 49
(n+1)! | T(s+2)T(n-ys) _2d I's+1)T(n-ys) + d? F(s)l“(n—s)]z

" sl(n - s)! T(n+2) T(n+1) I(n)

_ (n+1)! [(s+1)!(n-—s—1)!_2ds!(n—s—1)!+d2 (s—l)!(n—s—l)!j|=
sl(n - s)! (n+1)! n! (n-1!

_ s+1 _2dn+1 + d? (n+Dn

n-s n-s s(n - s)
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derivando respecto a d = d(X)

ﬁ=_2n+1_}_2d(n+l)n=O
od n-—s s(n —s)

y el estimador de Bayes resulta

n
2
pr=d¥X)=2-1=1__%
n n

Comprobamos a continuacién la condicién de minimo

2
dd2>=2(n+1)n>0
od s(n—s)

n
pues s < n, dado que s = Z x, y cada x; es cero o uno en la distribucion poblacio-
i=1

nal B(1; 6).

Sé6lo en el caso que s = n, X =1 y 0* =1, la distribucién B(1; 0) se convierte en
una distribucién degenerada, donde P(6* =1) =1, y no existe suceso dicotémico
alguno.

EJERCICIO 10.3 En una poblacion N(0;1) se desea contrastar la hipétesis
nula Hj [0 <08] frente a la alternativa H, [0 > 0,8]. Para ello se toma una
muestra aleatoria simple de tamafio n = 24 cuya media es 0,95.

Efectiiese el contraste bayesiano de estas hipétesis si se supone que la distribucion
a prioride 0 es N(0;1).

SOLUCION. Podemos comprobar que la distribucién a posteriori de 6, dada la
muestra X ,tiene por expresion

e/x—>N[”f; ! ]

n+1l yn+1

con lo que, en nuestro caso,

N(0,912; 0,25) .
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Rechazaremos la hip6tesis nula H; cuando

PO <06,/X)= %;
y al verificarse que
P (0 <0,8/X) = P(0,25¢ + 0,912 < 0,8) = P(§ < -0,45) = 0,3264 < %

rechazamos H; [6 < 0,8].
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TABLA 2
—

Distribucién x*. P(x* > a)

Grados de Probabilidades
libertad 0,10 0,05 0,025 0,01

1 2,706 3,841 5,024 6,635
2 4,605 5,991 7,378 9,210

3 6,251 7,815 9,348 11,345
4 7,779 9,488 11,143 13,277

5 9,236 11,070 12,833 15,086

6 10,645 12,592 14,449 16,812

7 12,017 14,067 16,013 18,475

8 13,362 15,507 17,535 20,090

9 14,684 16,919 19,023 21,666
10 15,987 18,307 20,483 23,209
11 17,275 19,675 21,920 24,725
12 18,549 21,026 23,337 26,217
13 19,812 22,362 24,736 27,688
14 21,064 23,685 26,119 29,141
15 22,307 24,996 24,788 30,578
16 23,542 26,296 28,845 32,000
17 24,769 27,587 30,191 33,409
18 25,989 28,869 31,526 34,805
19 27,204 30,143 32,852 36,191
20 28,412 31,410 34,170 37,566
21 29,615 32,670 35,479 38,932
22 30,813 33,924 36,781 40,289
23 32,007 35,172 38,076 41,638
24 33,196 36,415 39,364 42,080
25 34,382 37,652 40,646 44,314
26 35,563 38,885 41,923 45,642
27 36,741 40,113 43,194 46,963
28 37,916 41,337 44,461 48,278
29 39,087 42,557 45,722 49,588
30 40,256 43,773 46,979 50,892

Para valores elevados de n (grados de libertad) mayores que 30 pueden obtenerse las probabilidades a través
de la transformacion 1/2)(2(n - J2n —1 que es aproximadamente N(O; 1).
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TABLA 3
E—
Distribucién ¢ de Student . P[t(n) = a]

Grados de Probabilidades
libertad 0,10 0,05 0,025 0,01

1 3,0777 6,3138 12,7062 31,8205

2 1,8856 2,9200 4,3027 6,9646

3 1,6377 2,3534 3,1824 4,5407

4 1,5332 2,1318 2,7764 3,7469

5 1,4759 2,0150 2,5706 3,3649

6 1,4398 1,9432 2,4469 3,1427

7 1,4149 1,8946 2,3646 2,9980

8 1,3968 1,8595 2,3060 2,8965

9 1,3830 1,8331 2,2622 2,8214
10 1,3722 1,8125 2,2281 2,7638
11 1,3634 1,7959 2,2010 2,7181
12 1,3562 1,7823 2,1788 2,6810
13 1,3502 1,7709 2,1604 2,6503
14 1,3450 1,7613 2,1448 2,6245
15 1,3406 1,7531 2,1314 2,6025
16 1,3368 1,7459 2,1199 2,5835
17 1,3334 1,7396 2,1098 2,5669
18 1,3304 1,7341 2,1009 2,5524
19 1,3277 1,7291 2,0930 2,5395
20 1,3253 1,7247 2,0860 2,5280
21 1,3232 1,7207 2,0796 2,5176
22 1,3212 1,7171 2,0739 2,5083
23 1,3195 1,7139 2,0687 2,4999
24 1,3178 1,7109 2,0639 2,4922
25 1,3163 1,7081 2,0595 2,4851
26 1,3150 1,7056 2,0555 2,4786
27 1,3137 1,7033 2,0518 2,4727
28 1,3125 1,7011 2,0484 2,4671
29 1,3114 1,6991 2,0452 2,4620
30 1,3104 1,6973 2,0423 2,4573

Para valores elevados de n (grados de libertad) mayores que 30, la variable aleatoria #(n) es, aproximada-

mente, N[O;" 1 J
n-2
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TABLA 5

I
Valores criticos del test de Kolmogorov-Smirnov para una muestra

Tamafio  mues- Nivel de significacion o
tral n 0,10 0,05 0,02 0,01

1 0,95000 0,97500 0,99000 0,99500

2 0,77639 0,84189 0,90000 0,92929

3 0,63604 0,70760 0,78456 0,82900

4 0,56522 0,62394 0,68887 0,73424

5 0,50945 0,56328 0,62718 0,66853

6 0,46799 0,51926 0,57741 0,61661

7 0,43607 0,48342 0,53844 0,57581

8 0,40962 0,45427 0,50654 0,54179

9 0,38746 0,43001 0,47960 0,51332
10 0,36866 0,40925 0,45662 0,48893
11 0,35242 0,39122 0,43670 0,46770
12 0,33815 0,37543 0,41918 0,44905
13 0,32549 0,36143 0,40362 0,43247
14 0,31417 0,34890 0,38970 0,41762
15 0,30397 0,33760 0,37713 0,40420
16 0,29472 0,32733 0,36571 0,39201
17 0,28627 0,31796 0,35528 0,38086
18 0,27851 0,30936 0,34569 0,37062
19 0,27136 0,30143 0,33685 0,36117
20 0,26473 0,29408 0,32866 0,35241
21 0,25858 0,28724 0,32104 0,34427
22 0,25283 0,28087 0,31394 0,33666
23 0,24746 0,27490 0,30728 0,32954
24 0,24242 0,26931 0,30104 0,32286
25 0,23768 0,26404 0,29516 0,31657
26 0,23320 0,25907 0,28962 0,31064
27 0,22898 0,25438 0,28438 0,30502
28 0,22497 0,24993 0,27942 0,29971
29 0,22117 0,24571 0,27471 0,29466
30 0,21756 0,24170 0,27023 0,28987

Para tamafios muestrales 7> 30, el valor critico D puede calcularse como D = ,/— In(at/2)/2n .

Para o = 0,05, D =1358/Jn ypara o =001, D =1628/n.

Fuente: Adaptada de MILLER, L. H.: «Table of percentage points of Kolmogorov Statistics», JASA; vol. 51.
Reproducida con permiso de JASA. Copyright 1956 por American Statistical Association. Todos los
derechos reservados.
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