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PROLOGO

En el cuerpo de este documento, cuya finalidad es apoyar la formacién académica en el campo de la
ingenieria hidraulica, se analizan los fundamentos fisico-matematicos que dan origen a las ecuaciones
que representan el flujo en canales. La discusion se sustenta en la aplicacion de las leyes fundamentales
de la fisica newtoniana sobre un volumen de control inmerso en el seno de un fluido con una superficie
libre, es decir, con una de sus fronteras expuesta a la presién atmosférica.

Para caracterizar el comportamiento del flujo se adopta el concepto de conservacion y balance de una
propiedad intensiva sobre un sistema en coordenadas naturales. Bajo este marco de referencia el estudio
parte de la obtencién de las ecuaciones generales de conservacién de masa y de cantidad de
movimiento para un flujo tridimensional y posteriormente, aludiendo a una serie de hipotesis
simplificatorias, se procede a la derivacién de las mismas para el flujo unidimensional aplicable a
canales. Durante el desarrollo analitico que conduce a la deduccién de las ecuaciones unidimensionales,
tanto en su forma integral como diferencial, se obtienen y discuten una serie de resultados y
conclusiones de interés, tales como una expresion general para cuantificar la presién hidrostatica en un
flujo cuya trayectoria describe una curva en el espacio tridimensional de un observador ubicado en un
sistema de coordenadas fijo; la transformacion algebraica para obtener las ecuaciones de Euler al pasar
de un sistema de coordenadas naturales a un sistema de coordenadas rectangulares.

También se introduce en las ecuaciones unidimensionales el efecto de la aceleracion radial originada por
el grado de curvatura que presenta la trayectoria del flujo; al simplificar estas ecuaciones para su
aplicacion a un flujo permanente espacialmente variado, se demuestra que cuando la aportacion o
extraccion de gasto se realiza perpendicularmente a la direcciéon del flujo, resulta una ecuacién Unica
para ambas condiciones cuya diferencia radica en el signo positivo o negativo del término que cuantifica
el ingreso o extraccion de masa. Ante discontinuidades de las variables fisicas que bajo ciertas
condiciones se presentan dentro del flujo en canales, como es el caso del salto hidraulico y la aparicion
de ondas cruzadas, se discuten y presentan las versiones diferenciales conservativa y no conservativa
de las ecuaciones fundamentales. De manera especial se trata el flujo superficial que escurre de forma
temporal o intermitente y durante el cual se presenta, por efecto del desplazamiento de sus fronteras, un
crecimiento y decrecimiento de la region que lo contiene.

Para simular de manera correcta esta situacion se introduce y adopta el concepto de malla adaptativa, el
cual consiste en adimensionalizar espacialmente las ecuaciones de Saint-Venant para acortar
numéricamente la dimensién de la regién de flujo superficial dentro de una longitud unitaria en el espacio
transformado adimensional, es decir, dentro de una region transformada que permanece constante,
independientemente del crecimiento o decrecimiento espacial que a través del tiempo sufre la regién real
del flujo. De aqui que la escala adimensional permita plantear modelos de solucién discreta sobre una
malla con un nimero de nudos que permanece constante durante la simulacién de una avenida, del riego
intermitente u de otro fendmeno con fronteras que se desplazan a través del tiempo.

En resumen, el enfoque que se presenta permite estudiar los principios basicos del flujo en canales
desde lo general a lo particular. Al trabajar sobre coordenadas naturales e introducir el concepto de
conservacion de una propiedad intensiva dentro de un volumen de control, se simplifica la deduccién de
las ecuaciones que describen los diferentes fendmenos fisicos que se presentan en la practica asociada
con la hidraulica de canales, como flujo transitorio, flujo espacialmente variado, flujo gradualmente
variado, salto hidrdulico, flujo en régimen critico, flujo con curvatura, flujo en transiciones y el flujo
uniforme, entre otros.

Dr. Felipe I. Arreguin Cortés

Director General del Instituto Mexicano de Tecnologia del Agua
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NOMENCLATURA

A = 4rea hidraulica; [L?]

a = magnitud de la aceleracién; [L/T?]

a = vector aceleracién de una particula; [L/T?]

a, = componente tangencial de la aceleracion; [L/T?]

a, = componente normal de la aceleracion; [L/T?]

a, = componente binormal de la aceleracién; [L/T?]

B = ancho de la superficie libre; [L]

b = coordenada binormal; [L]

Ce = coeficiente de relacion; [L"™/T]

Cr = numero de Courant; [adim]

Cpg = creacion de la propiedad ¢

c = celeridad; [L/T]

Dr = numero adimensional para regién deformable; [adim]
D[pg] = tasa de creacion de la propiedad

d = tirante (medido sobre el eje n, es decir, perpendicular a la plantilla del canal); [L]
E = energia especifica; [L]

e, = vector unitario orientado sobre el eje s

e, = vector unitario orientado sobre el eje n

e, = vector unitario orientado sobre el eje b

F = fuerza; [w]

Fr = nuamero de Froude

S/ =fuerza instantanea; [W]

g = aceleracion de la gravedad; [L/T?]

h = profundidad (tirante vertical); [L]

ho = tirante; [L]

i =indice de posicion espacial; [adim]

[ = longitud de mezcla; [L]

M = funcién momentum; [L%/T?]

Mpgq = variacion total de la propiedad q

m = coeficiente de relacién; [adim]

m = masa; [W/L?

n = coeficiente de rugosidad de Manning; [T/L"°]

n = coordenada normal [L]

., = indice de posicion temporal; [adim]

ns = numero de surcos que atiende un moédulo de riego; [adim]
p = coeficiente empirico de la ecuacion del avance del frente de onda; [L T™]
P = perimetro mojado; [L]

= coeficiente empirico de la ecuacién del avance del frente de onda; [T L]




NOMENCLATURA

p = presion; [W/L?]
P = presién atmosférica (presion sobre una superficie libre); [W/L?]
D, = presion en el origen de referencia o de coordenadas; [W/L?]
o) = gasto; [L%/T]
QOsf = gasto descargado al final del surco una vez que se alcanza un estado de flujo
superficial permanente; [L¥/T]
Q" = caudal adimensional; [adim]
Opg = cantidad de la propiedad q
q = gasto infiltrado a través de Si; [L*/T]
q = propiedad intensiva escalar
gl = gasto lateral; [L/T]
R = vector de posicion; [L]
Re = namero de Reynolds; [adim]
Rh = radio hidraulico; [L]
r = radio de curvatura; [L]
S = superficie; [L?]
s = coordenada espacial o tangencial; [L]
sf = posicion del frente de onda; [L]
s, = pendiente de friccion; [adim]
s, = pendiente de plantilla; [adim]
sr = posicion del frente de retroceso; [L]
t = tiempo adimensional; [adim]
t = tiempo; [T]
u = velocidad media; [L/T]
= volumen; [L°]
Vn = velocidad normalizada, [L/T]
v, = componente de la velocidad en la direccion s; [L/T]
v = vector velocidad de una particula; [L/T]
v = velocidad de una particula; [L/T]
w = peso; [W]
w = velocidad angular; [RAD/T]
ws = velocidad de las secciones de la region de flujo con ¢ fijo; [L/T]
x = eje coordenado horizontal, [L]
Y = tirante hidraulico; [L]
y = eje coordenado perpendicular, [L]
VA = volumen infiltrado por unidad de longitud de canal [L%/L]
b4 = eje coordenado vertical y profundidad; [L]
a = angulo de curvatura o inclinacion; [RAD]



NOMENCLATURA

Atr

angulo de curvatura; [RAD]

incremento de la coordenada espacial; [L]

incremento al tiempo de oportunidad por efecto de la recesion; [T]
incremento de tiempo; [T]

incremento de la coordenada adimensional; [adim]

altura media de las particulas; [L]
= peso especifico; [W/L?]

= viscosidad cinematica; [L%/T]
= variable temporal auxiliar; [T]
= esfuerzo cortante;

= esfuerzo cortante turbulento; [W/L?]

= potencial de fuerzas externas; [L]
= velocidad angular; [RAD/T]
= coeficiente empirico de la ecuacion de recesion; [T L]

= variable espacial adimensional

= profundidad al centro de gravedad; [L]
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Hidraulica de canales. Principios basicos 1. Cinematica de una particula

Capitulo 1

Cinematica de una particula

a cinematica es la parte de la mecanica dedicada al estudio de los procedimientos

que describen el movimiento independientemente de las causas que lo producen.

Este campo de la fisica incluye la cinematica de punto, por medio de la cual se

estudian la velocidad y aceleracién de una particula entre otros fenémenos. En la

actualidad existen varios procedimientos, ampliamente difundidos, para describir el
movimiento de una particula (Irodov, 1981). Entre ellos se pueden citar el método
vectorial y el llamado natural. En el presente trabajo se adopta el segundo de estos
métodos, el cual esta relacionado con las coordenadas curvilineas o naturales.

El procedimiento natural se aplica cuando la trayectoria de la particula se conoce con
anticipacion. La posicion de la particula en A esta determinada por la coordenada
curvilinea s (Figura 1.1), es decir, por la distancia a lo largo de la trayectoria desde el
origen de referencia elegido 0. De aqui se establece arbitrariamente la direccion
positiva de la lectura de la coordenada s, tal y como, a manera de ejemplo, se muestra
con la flecha en la Figura 1.1. El movimiento de una particula se considera determinado
cuando se conoce su trayectoria, su origen de referencia0, la direccidon positiva de
lectura de la coordenada s y la ley de movimiento del punto, es decir, la funcion s(z).

S
Nireccién positiva
de la coordenada s

A

Figura 1.1 Trayectoria de una particula

1.1 Sistema de coordenadas naturales

Al estudiar las leyes del movimiento, en diversos sistemas de referencia, se manifiestan
ventajas y desventajas esenciales, tanto en su planteamiento como en su solucion, entre
una clase de sistema y otro (Samano y Sen, 2009). En principio se puede adoptar
cualquier sistema. Sin embargo, en general las leyes del movimiento presentan
diferentes formas y puede resultar que en un sistema arbitrario incluso fenébmenos muy
sencillos se tornen muy complejos. Ante esta condicion, surge de manera natural el reto
y el interés cientifico por encontrar un sistema de referencia apropiado, en el cual las
leyes del movimiento aplicadas al fenémeno de interés sean lo mas simples posible
(Jiménez y Berezowsky, 2004). Este seria el sistema de coordenadas mas coémodo y
comprensible para la descripcion de los fendmenos fisicos en estudio.
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Hidraulica de canales. Principios basicos 1. Cinematica de una particula

Cuando una particula se mueve en el espacio y describe una curva que se desarrolla en
tres dimensiones, resulta que es factible y a la vez conveniente ligar la particula a un
sistema coordenado rectangular, de tal manera que una coordenada sea tangente a la
trayectoria, otra sea normal a ella, quedando definida a lo largo del radio de curvatura, y
que la tercera sea normal a las dos primeras. Estas coordenadas se denominan
tangencial (s), normal (n) y binormal (b ), respectivamente y en conjunto son conocidas
como coordenadas curvilineas o naturales (Figura 1.2).

e B

e, tangencial

normal

{’b
binormea

Figura 1.2 Sistema de ejes coordenados

En la Figura 1.2, que muestra el movimiento aleatorio de una particula, se considera
que la particula se mueve a lo largo de la curva C, siguiendo la flecha que indica su
avance. Si se supone que en el tiempo t la particula estd en el puntoA, en ese
momento los vectores unitarios e, y e, estaran ubicados sobre las coordenadas

tangencial y normal en A, respectivamente. Bajo estas condiciones el vector e, es
positivo segun el sentido del recorrido de C; e, esta sobre el radio de curvatura y es
positivo hacia el centro del mismo. Si al plano formado por ¢, y e, se le denomina como
plano osculador, resulta que el vector unitario ¢, se desarrolla a lo largo de la direccién
binormal y es perpendicular al plano osculador en A .

Cuando una particula se mueve a lo largo de una curva plana, como la mostrada en la
Figura 1.3, se aprecia que en un intervalo de tiempod:, a la vez que describe el
segmentods, la tangente de su trayectoria barre un angulo da. Ante este
desplazamiento, por geometria, se cumpleds =rda, en donde r es el radio de curvatura
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y daes el angulo girado por r; cabe destacar que el mismo angulo da también es
girado por la tangente.

Figura 1.3 Radio de curvatura

De aqui que:
dﬁ:l (1.1)
ds r

A la derivada da/ds se le conoce como curvatura de la curva y es igual al reciproco del
radior. Si se considera una curvaC, definida por x=x(r) ey=y(t), en donde ¢
representa el tiempo, tal y como se ilustra en la Figura 1.4.

O
Figura 1.4 Pendiente de la curva
Al tomar un triangulo rectangulo infinitesimal, de ladosdx, dy y ds (Figura 1.5), se
cumple ds® = dx” +dy*, expresion que al ser dividida entre dt* conduce a:

(ds/dt) =(dx/dt) +(dy/dt)
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ds= ((/.\': +((\‘:)‘ * ds _~ s

Figura 1.5 Triangulo rectangulo infinitesimal

Dado que tan a = dy/ dx, al dividir el numerador y el denominador entre dt , se obtiene:

Derivando con respecto a t:

dxd’y dyd’x (1.2)
T T

da (1+tan )= At d’__dt dr

dt (dx/ dt)

y dado que por principios trigopnométricos se cumple

Al sustituir en (1.2) resulta:

ded’y_dy dx (13)
da _ gt d* dt dr’

dt  (dx/dt) +(dy/dt)

Si adicionalmente se considera

da _dads _1ds _|(dx/di) +(dy/di)]"
dt — ds dt rdt r
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y se asume que la curvatura es positiva, al igualar la expresidon anterior con la (1.3), la
curvatura de la curva resulta ser

drd’y _dyd’x (1.4)
1 dr di* dr dt’
r Ndxsarf +(ayrary]™”

‘ 7 . . 1
Esta relacion proporciona una forma conveniente de evaluar — cuando x = x(), y = y(¢)

son conocidas y se dan como ecuaciones paramétricas de la trayectoria. Si en la
expresion (1.4) se reemplazan las derivadas d/dt por d/dx, es decir, que la curva

permanece fija, resulta:

1 ‘ d’y/dx’ ‘ (19)

r ‘[1 + (dy/dx)z] .

Esta ecuacion proporciona una forma adecuada de evaluar la curvatura de la curva
cuando la trayectoria se da en un plano (x, y), es decir, mediante una funcién y = y(x).

Bajo este mismo principio, al ser de aplicacion general, en el caso en que la curva se
desarrolle en el plano x-z y sea proporcionada en la formaz=z(x), la ecuacién

resultante para evaluar la curvatura estara dada por:

1 ‘ d’y/dx’ ‘ (16)

r i ‘[1 + (dy/dx)z] " ‘

1.2 Aceleracion de una particula

Antes de proceder a deducir las ecuaciones que representan la aceleracién de una
particula, es conveniente recordar que el vector de posicién en coordenadas cartesianas
resulta ser el que se presenta en la Figura 1.6, R = xi+ yj + zk , de donde

dR _dx. dy . (1.7)

———z+—1+d—zk=li+mj+nk
ds ds ds
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Es decir que

dR L -
o vector unitarioy |, m y n, son los cosenos directores.
S

Dado quedx/ds, dy/ds Y dz/ds son las componentes de un vector tangente, entonces el

vector unitario dR/ds es tangente a la trayectoria, por lo tanto:
dR _ . (1.8)
ds °

oL : o |

,_.
=

Figura 1.6 Vector de posicion

Para considerar el cambio de e, con respecto a «a, s y t; es importante resaltar que al
ser e, un vector unitario su magnitud se mantiene constante, igual a la unidad,
independientemente de que su direccién cambie.

Figura 1.7 Angulo formado por las tangentes
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De esta manera, al analizar una particula que se mueve de la posicion A hasta la B,
describiendo un pequefio arco As en un intervalo de tiempoAt, como se ilustra en la
Figura 1.7, resulta que el angulo formado por las tangentes trazadas por esos dos
puntos es igual al angulo formado por el desplazamiento angular del radio, que tiene
como eje de giro su centro de curvatura.

Bajo estas condiciones, e,y e, +Ae, son vectores unitarios que forman un triangulo
isésceles, por lo que se establece la siguiente relacion:

‘Aex‘ = Ae, =2sen Aa
2

Dado que Aa es un angulo pequeno:

Aa _Aa
sen——=——
2 2
y
Ae, de, 1 (1.9)

Aa—0 Ay - da B

Por lo tanto, de, /da es un vector unitario cuya direccion coincide con la direccion limite
de Ae, cuando Aa — 0 que es la direccion dee, ; de donde:

de (1.10)

N

da_ n

Con un andlisis semejante se demuestra que:

de, (1.11)

n=—¢

da °

Para evaluar de, /ds se tiene ds=rda, por lo tanto:

S

de, 1de, _1 (1.12)

n

ds rda r
y para evaluar de,/dt, se tiene

de, de ds 1ds (1.13)

dt ds dt rdt’
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De aqui que la velocidad y aceleracion de una particula puedan ser determinadas a
través de las siguientes relaciones:

_dR_dRds _ds (114
dt dsdt dt’

<

dv d*R d ds . d’s dsde, d*s 1(dsY
a=—=—5=—(—e)=—5e+  —=——e+t||e,

t dt dt dt dt= °  dt dt dt r\ dt

dv v (1.15)
Q=7€y+f€n

a ° r

Tomando en cuenta quev :v(s, t), de acuerdo con el criterio de derivada total, resulta:

ov ds ij V2
+ e, +

a=| _——+_le,+—e
Os dt Ot r "
ov 8\/] v (1.16)
a=\v_—+—_—le,+—e,
Os ot r
_6 {sz GV} V2 (1.17)
a=|—|—|+—le,+—e,
_85 2 ot | r

De lo anterior, entre otros aspectos, se deduce que:
a) La velocidad es tangente a la trayectoria y su magnitud es ds/dr

b) La aceleracion tiene dos componentes, una es la componente tangencial, de
magnitud dv/dt , y se debe al cambio de magnitud de la velocidad.

dv (1.18)

a, = 76;
dr -~

La otra es la componente normal o centripeta de magnitud v*/r dirigida hacia el centro

de la curvatura. Esta componente es originada por efecto del cambio de direccién de la
velocidad.

10
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2 (1.19)
"

c) La magnitud de la aceleracion esta dada por:

(dv]z (szzl” (1.20)
a= _— +| —
dt r

d) De acuerdo con (1.17), se aprecia que la aceleracién tangencial se puede
descomponer en una componente de aceleracion convectiva a,. y otra de aceleracién
local ay:

ov o (v? (1.21)
Asce =V ——€ =—| — |€,
os ' os\2)°
ad=@%s (1.22)
ot

e) El vector aceleraciéon se encuentra en el plano osculador y solo tiene componentes
en las direcciones tangencial y normal. Por lo tanto, la componente de la
aceleracion, en la direccion del tercer vector unitario e,, vale cero. Esto es debido a

que n se ha elegido en la direccién de la normal principal.

a, =0 (1.23)

1.3 Formas adicionales para evaluar la curvatura

Conocida R de la curva como funcién de la distancia recorrida a partir del punto inicial.
d’r (1.24)
ds®

1

r

La ecuacién de » se obtiene mediante una operacion vectorial.

11
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Usando coordenadas tangencial y normal se puede escribir:
(1.25)

1 |vxd|
— ‘3

r ‘L}

Por su nivel de importancia en la caracterizacion del movimiento de las particulas el
estudio de la curvatura de la curva que describe su trayectoria ha dado origen a una
extensa cantidad de trabajos orientados a la obtencién de la misma (Escudero, Valencia

y Poveda, 2013).

12
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Capitulo 2

Distribucidén hidrostatica de presiones

n el campo de la hidrostatica la variacion de presiones se calcula suponiendo

ausencia de esfuerzos cortantes (Streeter y Wilie, 1979). Para el caso de flujo de

fluidos, en los cuales no se presenta movimiento relativo entre placas

adyacentes del mismo fluido, los esfuerzos cortantes también resultan nulos. Asi,

un fluido que se traslada con velocidad uniforme sigue las leyes de variacion
hidrostatica de presion. De la misma manera, cuando un fluido es sometido a una
aceleracion tal que tampoco exista movimiento relativo entre capas adyacentes, es
decir, cuando se acelera como si fuera un solido, no se desarrollan esfuerzos cortantes
y la variacion de la presién se puede determinar estableciendo la segunda ley de
Newton en un cuerpo libre apropiado.

A partir de este principio, para estudiar la variacion de la presién, se adopta un
elemento diferencial de fluido, en forma de paralelepipedo rectangular, cuyos ladosds ,
dn ydb son respectivamente paralelos a los ejes coordenados tangencial, normal y
binormal (Figura 2.1). En el centro de este elemento, que se encuentra en el punto (s,
n , b), se considera que la presién tiene un valor p .

[ op dn )
Pt ——— |(7’S db
[ ap db \ on 2 )
p+ s dn

\

Figura 2.1 Elemento diferencial de fluido

15
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Por la segunda ley de Newton:

en donde F es la fuerza, m la masa y v la velocidad, y el producto myv se define como
la cantidad de movimiento de la particula.

En el campo de la hidraulica y para la mayoria de los fenbmenos que se describen a
través de la fisica newtoniana, la masa m se considera constante. Por consiguiente,
resulta conveniente escribir:

dv
dt
la cual al ser expresada a través de sus componentes vectoriales en las direcciones
s, nyb, resulta:

m

[N

ES+EI’Z+Eb=m(QS+Qn+Qb) (2.1)

Para el caso del volumen de control mostrado en la Figura 2.1, la masa del elemento
diferencial esta dada por:

dm=p ds dn db

De aqui que la fuerza de cuerpo que actua sobre el mismo, debida a la aceleracion de
la gravedad, resulte ser:

W=p g dsdndb

Multiplicando escalarmente la Ecuacion 2.1 por los vectores unitariose,, e,, e, ¥

suponiendo que las Unicas fuerzas que estan actuando sobre el volumen diferencial son
las originadas por efecto de la presién y la gravedad, se obtienen las relaciones que

establecen el equilibrio de fuerzas en cada una de las direcciones coordenadass, n yb.
Para la direccion s:
(p—apésjdn db—(p+gpésjdn db+W cosa,=m a,

os s

—Zpds dndb+p g cosa,ds dn db=p ds dn db a,
s

16
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Dividiendo entre ds dn db y despejando gp
A

it
—=p g|cosa, ——
os g

Por un procedimiento semejante en las direcciones n y b se obtiene:

P _ P g(—cosan —a”J

on g
op a,
—= —cosq, —
b pg( b gj

Por otra parte, dado que p = p(s, n, b), su diferencial total es:

dp = 6—pds+ a—pdn+ a—pdb
os on

sustituyendo (2.2), (2.3) y (2.4) en (2.5)

aS al’l

dp = pg(cos o, — jds + pg[— cosa, — Jdn + pg[— cosa, — ab]db
8 g g

(2.2)

(2.5)

(2.6)

Integrar esta ecuacion permite conocer la distribucion de presiones en un campo
gravitacional. En el campo de la ingenieria hidraulica existen varios casos de interés
practico para los que se puede lograr su integracién analitica. A continuacion se

presentan algunos de ellos.

2.1 Distribucion de presiones en un liquido en reposo

Si se hacen coincidir los ejes coordenados s, n y b con un sistema de ejes cartesianos

tal que n se encuentre alineado con la direccién de la fuerza de gravedad W, como se
ilustra en la Figura 2.2. En estas condiciones, al sercose, =cosq, =0, cosa, =1 Yy

a,=a,=a, =0, la Ecuacion 2.6 se reduce a:

dp=—pg dn

(2.7)

17
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%]

Figura 2.2 Sistema de ejes cartesianos

Cuando el fluido es un liquido con una superficie libre, expuesta a la presion
atmosféricap,, la ecuacion de esta superficie queda definida porp=p,. Si

adicionalmente se considera que el liquido es incompresible y homogéneo, como es el
caso del agua, la Ecuacion 2.7 puede ser integrada entre un punto ubicado en el origen

(p =p, N, :0) y otro sobre la superficie libre (p =p,, n =na), con lo que resulta

p.—p,=—pg(n,—0) (2.8)
de donde:
P,=P,tpP8n, (2.9)

Si se adopta como presion de referencia a la presion atmosférica y de manera
convencional se le asigna un valor p, =0, la ecuacidn anterior se reduce a:

P, =p8 n, (2.10)
En esta relacién n, corresponde a la distancia medida a partir de un punto ubicado en

el origen de la coordenada n, es decir, en n=0, hasta otro en el cual se presenta la
presién atmosférica, que en el caso de canales corresponde a uno ubicado sobre la
superficie libore en n=n, (Figura 2.3a). Por lo tanto, si se designa i, como la

profundidad a que se encuentra dicho origen, h, =n, .

18
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La Ecuacién 2.10 se puede escribir también en la forma:

p.=7, h (2.11)
Esta ecuacidn es la mas conocida y comunmente empleada para el calculo de la
distribucién de presiones en un liquido en condiciones hidrostaticas de absoluto reposo.

Es practica comun adoptar:
P =Y,h (2.12)

en el entendido de que la presion p se evalua a la profundidad h medida a partir de la
superficie libre hasta el punto de interés. En el caso de un sistema o conducto que se
encuentra presurizado entre dos canales o cuerpos de agua en absoluto reposo, el
valor de h corresponde a la profundidad medida a partir de la superficie libre presente
en los cuerpos de agua hasta el punto de interés (Figura 2.3b).

[

S

=
&

|

-
&
i||<
<

Figura 2.3 Liquido en reposo

2.2 Equilibrio relativo debido a una aceleracidn lineal uniforme

Si un liquido contenido en un recipiente abierto es sometido a una aceleracion lineal
uniforme a (Figura 2.4), después de un cierto tiempo el liquido se ajustara a la
aceleracion moviéndose como si fuera un solido. Es decir, la distancia entre cada una
de las particulas permanece fija y, en consecuencia, no se desarrollan esfuerzos
cortantes (Streeter y Wylie, 1979).

Bajo estas condiciones, si se hace coincidir el eje n con el de la fuerza de gravedad W,
es decir, con la direccién vertical, y se selecciona un sistema de coordenadas
cartesianas tal que el vector aceleracién a se desarrolle en el planos—n, entonces no
existira componente de la aceleracion en la direccion binormal b (Figura 2.4).

19
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p—p acos «
na n= a

pg(1+_)_asen oc-I—gS
g

{n"'

Figura 2.4 Aceleracion lineal uniforme en un liquido

En este marco de referencia la Ecuacién 2.6 se reduce a:

2.13
dp=—-pg asds—pg(1+a”)dn ( )
8 8

En donde se ha tomado en cuenta que
cosa, =cosa, =0 y cosa, =1

La Ecuacion 2.13 se puede integrar considerando fluido incompresible y homogéneo,
con lo que resulta:

a, a, (2.14)
P,—p=-pg-s—pg|l+-—"1n

8 8
de donde:

a, a (2.15)
p=p,tpg—s—pg l+—n
8 8

20
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Si se adopta la presion atmosférica como presion de referencia(p, =0), se obtiene:

a [ a j (2.16)
p=pg-—s+pg|l+-—"n
8 8
Despejando n
n=__ % o4 p (2.17)
a,+8

pg(lJr a”]
g

Esta relacion describe el perfil de la superficie libre que se presenta en un liquido
acelerado uniformemente. Para este caso en particular resulta interesante hacer notar
que las lineas de presion constante ( p =constante) tienen una pendiente definida por la

relacion:

a

S

all +g

Dichas lineas son paralelas al perfil de la superficie libre del agua, como se demuestra
al despejar n de (2.15) y comparar con (2.17)

) (2.18)

+
a,+g pg(1+a”J
g

En ocasiones resulta practico expresar (2.18) en la forma:

n=-—

acosa P—D, (2.19)

n=-—
a sena+ g ( a sena]
pg| 1+
g

En algunos casos los datos proporcionados permiten determinar el perfil de la superficie
libre a través de este tipo relacion, es decir, en funcién de la aceleracién a que es
sometido el sistema y el angulo con que se aplica. De esta manera el perfil de la
superficie libre del agua esta dado por la Ecuacién 2.19 y corresponde a una superficie
linealmente descendente en la direccion s, tal como se ilustra en la Figura 2.4.
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2.3 Equilibrio relativo debido a rotaciéon uniforme del liquido respecto a un
eje vertical

La rotacion de un fluido respecto a un eje, de tal manera que todas sus particulas
tengan la misma velocidad angular, es decir, como si fuera un soélido, se conoce como
movimiento de vértice forzado (Figura 2.5).

fravectoria de una particila girando
uniformemenie alrededor de un eje
vertical =

>l1

lSr

W

Figura 2.5 Rotacion de un fluido respecto a un eje vertical

Este movimiento se presenta cuando un liquido contenido dentro de un recipiente se
hace girar con velocidad angular constante y alrededor de un eje vertical. Por lo cual,
después de un cierto tiempo y dadas las caracteristicas del movimiento, no se presenta
ningun esfuerzo cortante en el seno del liquido y la Unica aceleracion resultante esta
dirigida radialmente hacia el eje de rotaciéon. Para analizar este caso, resulta adecuado
hacer coincidir el eje scon la tangente de la trayectoria de la particula, el eje ncon la
direccion radial ry el eje b con el eje vertical de rotacién ;. De esta manera la Ecuacion
2.6 se puede expresar como:

(2.20)
dp = pg[cos o, — a‘*jds + pg(— cosa, — a"jdr + pg[— cosa, — e jdz
8 8 8

Tomando en cuenta que el eje zes vertical y que los ejes s y rson perpendiculares al
mismo, se cumple cosa, =cosa, =0y cosar, =1.
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Si se agrega que no existen componentes de la aceleracion en las direcciones s y z, la
Ecuacién 2.20 se simplifica expresandose de la forma siguiente:

2.21
dp=—pg “-dr-pg dz 221
g

Para este caso la aceleracidn radial es igual al producto de la velocidad angular w al
cuadrado por el radio de curvatura r, es decir, a, =-w’r. El signo negativo indica que

dicha aceleracion esta dirigida radialmente hacia el centro de curvatura. De aqui que la
Ecuacion 2.21 resulte ser:

2 2.22
dp=pg*Ladr—pg d (&:22)
g

Integrando esta relacién, considerando fluido incompresible, homogéneo y tomando en
cuenta que w=constante, resulta:

W2r2
p=pg———pg z+C

2g
Si la presién es igual a p en el origen, entonces C = p y si adicionalmente se toma en
cuenta la existencia de una superficie libre en la cual p=p,, entonces la relacion
anterior se expresa como:

e (2.23)

Po—P=pP8 =P8 2
2g

Considerando p, =0 y despejando p, se obtiene:

e (2.24)

P=pPg 2—pPg———
2g

En esta ecuacion z representa la distancia medida desde un punto ubicado en el origen
z=0 hasta la superficie libre. Al designar h como la profundidad a que se encuentra
dicho origen, la expresion (2.24) se puede escribir en la forma:

2,2 (2.25)

w
pP=pg h—pg——
2g
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Si en particular se selecciona el plano horizontal =0 de tal manera que sobre este se
cumpla p=0 (Figura 2.6) y tomando en cuenta que y, = pg , la Ecuacion 2.25 se reduce

a la siguiente igualdad:

w'r? (2.26)

| R RO A A A R

L
w

L C O O D OO
.

.
—

L

Figura 2.6 Rotacion de un cilindro respecto a su eje

Esta relacién indica que la superficie libre es igual a un paraboloide de revolucion, de
donde se concluye que todas las superficies de igual presion son paraboloides de
revolucién. La ecuacién de dichas superficies se puede obtener a partir de la Ecuacién
2.23, de donde resulta:

P=Pa, w’r? (2.27)

Yo 2g

2.4 Distribucion de presiones sobre un canal de pendiente constante en el
que se presenta flujo uniforme

Un flujo uniforme se caracteriza por tener una variaciéon nula del tirante y de la
velocidad tanto en el espacio como en el tiempo. Esto implica que las particulas de
fluido se trasladan con una velocidad uniforme, por lo que no se presenta movimiento
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relativo entre placas adyacentes del mismo y por lo tanto no existen esfuerzos cortantes
en su interior (Chow, 1982). Estas propiedades del flujo uniforme permiten considerar
que el movimiento del fluido sea semejante al de un solido que se desplaza con una
velocidad constante y, en consecuencia, tanto la aceleracién local como la convectiva
resultan nulas.

Si ademas se considera que el canal es de pendiente constante y se hace coincidir el
eje s con el trazo longitudinal del mismo (Figura 2.7), resulta que
cosa,, cosa, y cosa, SOn constantes y por lo tanto el radio de curvatura en cualquiera
de las direcciones coordenadas es infinito. Si se agregan las caracteristicas de flujo
uniforme, que implican variacion nula de tirantes y velocidades, resulta que también la
aceleracion centripeta por efecto de curvatura es nula. De aqui se deduce que
a,=a,=a,=0.

Figura 2.7 Flujo uniforme en un canal de pendiente constante

Tomando en cuenta las consideraciones indicadas anteriormente, la Ecuacion 2.6 se
simplifica a la forma:

dp=pg cosa, ds—pg cosa, dn—pg cosa, db (2.28)

Por otra parte, como se puede apreciar en la Figura 2.7, la direccion de la coordenada
b coincide con un eje horizontal y, por lo tanto; cose, =0, lo que implica que la relacion

en la Ecuacién 2.28 se reduzca a:

dp=pg cosa, ds—pg cosa, dn (2.29)
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Integrando desde el origen a un punto (s, n) considerando que en el origen p=p, , Se
obtiene:

(2.30)

p—p,=p8 COSC, S—pPg COsSx, n

Por consiguiente

p=p,+pg cosa, s—pg cosa, n (2.31)

Dada la existencia de una superficie libre en n=n', donde la presion p=p,6 =0, la
Ecuacién 2.31 se expresa como:

p,=pg cosa, n'—pg cosa, s (2.32)
Sustituyendo (2.32) en (2.31) se obtiene:

p=pg cosa, n'-pg cosa, n

p=pg cosa,(n'—n) (2.33)

En la Figura 2.7 se observa que d=n'-n, donde d es el tirante al punto de interés,
medido a partir de la superficie libre sobre el ejen, por lo tanto:

p=pg d cosa, (2.34)
En la misma figura se muestra que d =h cose, , por lo que:

p=pg h cos’a, (2.35)
Es interesante notar que para un canal horizontal (e, =0) resulta

p=pgh

la cual corresponde a la misma ley de distribucion de presiones hidrostatica obtenida
para el caso de un liquido en reposo absoluto. Este resultado ha influido notablemente
en la ingenieria practica a tal grado que se ha adoptado como aceptable para evaluar la
distribucién de presiones en diversos problemas de la hidraulica de canales. Esta
suposicion es aceptable desde el punto de vista practico siempre y cuando «,

efectivamente sea pequefio, es decir, cos*a, =1.

26



Hidraulica de canales. Principios basicos 2. Distribucion hidrostatica de presiones

2.5 Distribucion de presiones en un canal con pendiente constante y flujo
permanente gradualmente variado

El flujo permanente gradualmente variado se caracteriza por tener una variacién nula
del tirante y de la velocidad en el tiempo, pero no asi en el espacio ya que cambia su
magnitud a lo largo de la coordenada tangencial s, la cual coincide con la plantilla del
canal (Figura 2.8). Esto implica que las particulas de flujo se trasladan con una

2

. . . ] a
aceleracion local nula ag; = 0 y una aceleracion convectiva ag.-v Z —(”7) por lo que

E - ds
C . . C 2 . a w?
la aceleracion en la direccion s resulta ser: ag = =< &)

Figura 2.8 Flujo gradualmente variado en un canal de pendiente constante

Si de manera adicional se considera que el canal es de pendiente constante y se hace
coincidir el eje s con el trazo longitudinal del mismo (Figura 2.8), resulta que
cos a,, Cos a,, y cos a; son constantes y por lo tanto el radio de curvatura en cualquiera
de las direcciones coordenadas es infinito. Si ademas en las direcciones n y b no
existen variaciones del tirante o de la velocidad, resulta que la aceleracion en las
direcciones normal y binormal es nula, es decir, a, = a, = 0.
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ag an ap
dp = pg (cosas - E) ds + pg (—cosan - ?) dn — pg (—cosab - ?> db

a
dp = pg (cosas — j) ds — pg cosa,dn — pg cosa,db

Como se puede apreciar en la Figura 2.8, la direccion de la coordenada b coincide con
un eje horizontal y por lo tanto cosa;, = 0, por lo que la relacién anterior se reduce a:

a
dp = pg (cosas - j) ds — pg cosa,dn

. o w?
Sustituyendo a, = > )

2

d v
dp = pg <cosas ~ 35 (7)> ds — pg cosa,dn

Integrando
172
P = pgcos ass — pg(@)@,m —pg cosayn +C

Aqui C corresponde a la constante de integracién.

Aplicando en el origen (0,0), en donde p = p,, se obtiene:
UZ
Po = _PQ(E)(0,0) +C

de donde

172
C=po+ 900
2g

Sustituyendo en la anterior

172 vz
p = pgcos ags — pg (@) (sm) — Pg cosapn + p, + pg(@)(o,o)
vz UZ
P = DPo + pgcos ags — pg (E) sm) P9 (E)(o,o) — pgcosann

Aplicando en la superficie libre, en donde p = p, = 0 yn = n’, y despejar p, resulta
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2
Po = —pgcos ass + pg (Z—g)(s,n) pg(—)<o 0 + pgcosann

Sustituyendo esta ultima expresion en la anterior
v? v? , v?
P = —pgcos ass + pg (@)(S,n') —pPg (@)(o,o) +pgcosayn +pgcos ags — pg(@)@,n)
2
v
+pg (@)(o,o) + pgcosa,n
Simplificando
2

, v? v
p = pgcosas(n —n) + pg(G=) sy — PIG) s
2g°(m) = P24

Si el flujo se desplazara como un sélido todas las particulas tendrian la misma
velocidad y en consecuencia la ecuacién anterior se reduciria a:

p = pgcosas(n —n)

Cuando n =0, es decir, se ubica en el fondo del canal, resulta apropiado adoptar
d =n — 0, término conocido como tirante, se obtiene

p = pgcos ayd

expresién igual a la obtenida para flujo uniforme.

Desde otro enfoque, al establecer la hipbtesis de que las particulas en contacto con las
paredes que contienen al flujo no se desplazan, y asumiendo que se mantiene la misma
constante de integracion entre dos lineas de corriente dentro deI seno deI qujo al

aplicar la ecuacion al fondo del canal (s,n=0) cond =n — Oy( )(sn) ( )(s 0 =

resulta:
2

v
P = pgcos ayd + pg(@)(m’)

Una relacién semejante es aplicable para el caso en que se introduce un tubo de Pitot
en un canal a una profundidad “perpendicular’ d,, =n —n, en donde n puede 0 no
coincidir con el fondo del canal. Lo anterior se explica al asumir que por efecto

estacionario del punto de medicién del tubo de Pitot, resulta que (g)(m) =0y

consecuentemente la ecuaciéon se reduce a:
UZ
P = pgcos aypdy +pg (@)(sm')

Si por hipétesis simplificatoria se considera que, en una seccién transversal todas las
particulas, con excepcion de las colindantes con las paredes, mantienen una misma

2
carga de velocidad, a la cual se designara como (;—g)m , Y que se mueven con una
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2 2
velocidad igual a su velocidad media u, de tal forma que (Z—g) R Z—g; entonces las

m
ecuaciones anteriores pueden ser expresadas de la siguiente manera:
uZ
p = pgcos ayd + pga —
29
y

2
p = pgcos aydy + pga——
29
El factor a se conoce como coeficiente de Coriolis; suele tener un valor cercano a la
unidad y actia como factor de correccion al utilizar la carga asociada a la velocidad

2 2
media a;‘—g en lugar de la carga de velocidad media (Z—g)m, es decir, se asume la
. v? u?
igualdad (5)m =a,

u2

p = pgcos aydy, + Pgas -

De manera particular, al despejar u de esta Ultima expresiéon y considerar que, de
acuerdo con diferentes investigadores, a la “profundidad” d,, = 0.6d se presenta, con
cierto nivel de aproximacion, la velocidad media sobre una seccién perpendicular de
ancho unitario, se obtiene:

2g(p — pgcos a,0.6d)
pga

2
u= 9 (B — cos an0.6d)
a \Yo

Con esta expresion se puede obtener una primera aproximacion de la velocidad media.

En el caso de que se disponga de un tubo de Pitot, la relacion yﬂ se obtiene

o
directamente de la lectura que arroja al ubicarlo a la “profundidad” perpendicular 0.6d.
Para lograr una mayor precision, en la practica esta ecuacion se afecta por un factor de
correcciéon que se debe determinar mediante calibracion local o experimental, por lo que
tiene validez local.
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2.6 Distribucion de presiones en un canal con curvatura vertical con flujo
uniforme

En este caso se supone que el flujo es unidimensional, que cosa, y cose, son
variables y que cose, =0 permanece constante, ya que «, =90°. El hecho de que ¢,

sea variable implica que el eje s cambia de direccidon de un punto a otro y, por lo tanto,
la coordenada curvilinea s posee un cierto radio de curvatura en cada lugar geométrico
o punto de la misma, el cual esta dirigido en la direccién normal » (Figura 2.9). De aqui
resulta la existencia de una aceleracién centripeta que esta dirigida hacia el centro de la
curvatura y coincide con la direccidén de la coordenada normal.

Figura 2.9 Flujo en un canal con curvatura vertical

De acuerdo con lo indicado anteriormente, la Ecuacion 2.6 se reduce a:

a (2.36)
dp = pg cosa, ds— pg| cosa, +— |dn
8

Esto implica que el flujo se desarrolla en el plano osculador, es decir en un sistema
bidimensional de coordenadas naturales, y que la Unica aceleracién que se presenta se
debe a la aceleracién centripeta (Ecuacion 1.19):
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Sustituyendo en (2.36)

2 (2.37)
dp=pg cosa, ds—pg| cosa, ——— |dn

ar

Si se supone que v, =Ce r", relacion comunmente utilizada para describir la velocidad
angular en vortices (Streeter y Wylie, 1979), resulta:

2 2m-l (2.38)
dp=pg cosa, ds— pg(cos a, — Cerjdn
8

Integrando, considerando Ce =constante, entre los limitesO—-s, 0—n y considerando
p=p, en el origen, asi como dr = dn

Ce’ (’”nzm iy 2m) (2.39)

p—p,= pg_[jcosas ds—pg.[fcosan dn+ pg 2em

Por consiguiente

Ce* (o, 20) (2.40)

P=p, +,0grcosas ds—pgrcosan dn+ pg
¢ ° 2gm

Y dada la existencia de un punto de superficie libre en n=n' donde p=p, =0, la
Ecuacién 2.40 se expresa como

p,= —Pg.[j cosa, ds+ pg_[:fcos a, dn—pg ;:;(lem — rozm) (241)

Sustituyendo (2.41) en (2.40)

o o

p= ng”'cos a, dn— J.n cosa, dn} + pg che; (rnz'" - rn,z'")

p= pgD:'cosan dn} + 8 2Cge; (’”nzm B ’”n'zm)
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Notese que esta ecuacion permite evaluar la distribucién de presiones en la direccidn
normal, a lo largo de la cual «, es constante, por lo que al integrar resulta:

' (je2 ( 2m Zm)
p:pg Cosan(n_n)+pg rn _r;l'
2gm
Si la velocidad media « del flujo en la direccion sentre las secciones n,—n' esta dada
por
u= lrlvs dn= lJ-nICe r" dn
d d

donde se ha tomado en cuenta que d =n'-n.
Para realizar esta integracion se recurre a la relacion dn =dr, por lo que resulta

~ Ce|:r,,"7+l — } (2.42)
B j m+1

u

Despejando Ce

2.43
ce= ) o

r r

Sustituyendo (2.43) en (2.41):
(m+1)2d2u2 (I;Zm _r%lﬂ) (244)

p= pg(n'—n)cos a,+pg

(m + 1)2

m

Asignando Km = , resulta

d*u® (rzm - r%"’) (2.45)

n n

2g (r)?ﬁ—l . rnm+l) 2

n

p= pg(n'—n)cos a,+pg Km

Esta ecuacion permite evaluar la presién en un punto ubicado en la posicion n, es
decir, permite conocer la distribucion de presiones a lo largo de ». Si lo que interesa es

evaluar la presion en el fondo, en donde se cumple d =n'—n, r, =r, +d , se obtiene:

d2u> lrnzm—(”ner)sz (2.46)
2g I:(rn+d);n+l_rr:n+l:|2

p=pg d cosan+ pgKm
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Esta relacion permite evaluar la presién en un punto ubicado sobre el fondo, a la
profundidad d , medida a partir de la superficie libre sobre el eje n (Figura 2.9a).

En aquellos casos en los que la magnitud de la velocidad puntual aumenta linealmente
en la direccion radial, para fines practicos se puede considerarm =1, por ejemplo, para
calcular presiones sobre cimacios (Chow, 1982) con lo que (2.46) se simplifica y
resulta:

2d u’ (2.47)

= d — -
p=pg d cosa, pgg(2rn+d)

Las relaciones (2.46) y (2.47) son validas para los casos en los que la curvatura sea
convexa (Figura 2.9b). Para el caso de curvatura céncava (Figura 2.9¢), el término
correspondiente al incremento de presion, debido a la aceleracidon centripeta, adquirira
signo positivo, con lo que resulta:

du> [er _(rn +d)2mJ (2.48)

n

28 [(rn +d)" - r'"”] ’

n

p=pg d cosa,—pg Km

Y para el caso simplificado con m =1

2d u® (2.49)

= d -
p=pg Cosan+pgg(2r”+d)

2.7 Distribucion de presiones en un canal con curvatura horizontal con
flujo uniforme

Se considera flujo unidimensional en la direccidén s, de aqui que el eje n sea horizontal
y se desarrolle sobre la direccién del radio de curvatura y que el eje binormal b sea
perpendicular al plano formado pro los ejes s y n. Bajo estas condiciones se concluye
que cos a, Yy cos «, son variables a medida que cambia s y que el cose, resulta igual a
cero, por ser n perpendicular a la direccion de accién de la fuerza de gravedad w
(Figura 2.10). De esta manera, la Unica componente de la aceleracion que actua sobre
el sistema es la centripeta a, debido al efecto de curvatura.
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Figura 2.10 Flujo en un canal con curvatura horizontal

Al asumir lo anterior, la Ecuacion 2.6 se simplifica y se obtiene:

2.50
dp = pgcosa, ds—pg a—”dn—pg cosa, db ( )
8

De la Ecuacién 1.19 se tiene

v
a, =——

-
Por lo que (2.50) resulta igual a:

2
v‘v

dp = pgcosa, ds+ pg —-dn— pgcosa, db

8gr
Si se considera que la variacién de la velocidad en la direccién normal se apega a la
relacionv, = Ce r™, resulta:

CleZm—l
dp = pgcosa, ds+ pg————dn— pgcosa, db
8

Integrando desde el origen al punto(s, n, b), para lo cual se toma en cuenta que
dn=dry p=p, en(o, 0, 0), se obtiene:

(2.51)

p=p,+ pgr cosa, ds+ pg 2C(22 (rnz’" - rf’”)—pgjbcosab db
o gm o
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Dada la existencia de una superficie libre en b=0"; n=n'" donde; p=p,, =0, la
Ecuacion 2.51 se simplifica y se expresa como:

— g Cez 2m 2m b! (252)
D, ——pg.[) cosa, ds— pg 2gm(r"' —7, )+ pg.[) cosa, db
Sustituyendo (2.52) en (2.51)
ce . o (2.53)
P, =pg 2m (rn —r )+ ng cosa,, db

Notese que esta ecuacidn es independiente de s y por tanto permite evaluar la presiéon
en un plano n, b en el cual cos«, es constante, ya que corresponde a un valor
constante de la coordenada s.

Esta observacion permite integrar directamente (2.53), con lo que resulta:

(2.54)

2
p =g S (12 = )+ pg cosa, (5-b)
2gm

Por otra parte, la velocidad media « del flujo en la direccion sentre las secciones n, —n'
esta dada por

n' n' 2
u= ‘1 Ivsdnz ’1 J.Cer’"dn (2.59)
n—-n, o n—-n, o
Con dn=dr y n'-n,=r, —r, , al integrar, se tiene
~ Ce rnile _ r’:jjﬂ (256)
v r, '—rn” m+1
Despejando Ce
(m+1)(r, =1, ) u (2.57)
Ce = m+1 m+{)
r. —r

n n,
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Sustituyendo (2.57) en (2.54)

u’ (m+1) z(rn, —rn“) : ( ) (2.58)

2m 2m
zgm (rmﬂ _rm+1) 2

n' n,

p = pg cosa, (b'—b)+ pg

n n'

Esta ecuacidon permite evaluar la presidn sobre una particula, ubicada en una posicion
n y a una profundidad b medida a partir de la superficie libre b' sobre el eje b. Para el
caso particular en que se desee calcular la presion en el fondo suponiendom =1, se
cumple d =b'-b (83) se reduce a:

o T (2.59)
p=pg acosa, +pg ?W

2.8 Distribucion de presiones en un canal con cierto grado de curvatura
(caso general)

Tal como se pudo apreciar en los ultimos dos incisos, el efecto de curvatura produce un
incremento de la presién debido a la aceleracion centripeta que surge por esta causa.
De esta manera, asumiendo que cosa, =cose, =sena, (ver Figuras 2.9 y 2.10), para

los casos de curvatura vertical y horizontal se demostr6 que:

Caso de curvatura vertical
De la Ecuacién 2.44, tomando en cuenta que
d=n-n,=r,—r,

se tiene

w> (m+1)’(, -1, ) ( . M) (2.60)

= dseno. + -
P=p8 s P8 2em (r”’,"”—rn':’“)z

n n'

en donde el signo depende del tipo de curvatura.
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Caso de curvatura horizontal
De la Ecuacién 2.58, tomando en cuenta que d =b'-b, se tiene

2 20 2
N o s L

Al comparar estas dos ultimas expresiones se observa que son muy parecidas, salvo la
particularidad de que varia el signo del segundo término en caso de que la curvatura
vertical sea cdéncava. De aqui se reafirma que la existencia de curvatura produce un
incremento de presién con respecto a la presion correspondiente a flujo uniforme.
Recuérdese que en un flujo uniforme (considerando en la Ecuacion 2.34 cosa, = sena,

), la presion se puede evaluar con la relacién

n n'

p=pg d senq, (2.61)

Una manera adecuada de determinar el incremento de presidn por efecto de curvatura
se obtiene considerando la aceleracion centripeta que actia en el liquido como una
aceleracion lineal uniforme que esté proyectada sobre la direccién radial (Figura 2.11).

Figura 2.11 Aceleracion normal

De acuerdo con lo visto en el inciso referente a aceleracion lineal uniforme y con base
en la Ecuacion 2.13 se cumple

dp=p a, dx+pg{1+azjdz
8
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De la Figura 2.11 se tiene
a, =a, sena,
a,=a, cosa,

Por lo tanto, al reemplazar en la ecuacion anterior, resulta:
a CoSa
dp=p a, senc, dx+pg(l+””}dz
8

Como solo se necesita conocer el incremento de presion por efecto de curvatura, la
ecuacion anterior se reduce a

d(Ap)=p a, sena, dx+p a, cosa, dz (2.62)
Si
dx=dr sena,
dz=dr cosa,
se obtiene
d (Ap)= p(senzan +cos’ an) a, dr
Tomando en cuenta que
2

% 2 2m-1
a,=——=-Ce r,"
r

sen’a, +cos’ a, =1
resulta

d(Ap)=—p Ce* r* dr

Integrando entre los limites (r, a r,.)

2m __ 2m (263)
Ap=—p Ce{r"'zr”J +C
m
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Por otra parte, la velocidad media esta dada por

Ce |:rnrfl+1 —_ rnr:L-H :l (264)

m+1

u =
r;f _rna

Despejando Ce

cy (D0, =1 (2.65)

m+l _ _ m+l

v, r

n n,

Sustituyendo (2.65) en (2.63)

-1, )° (2.66)
Ap=pg 22; (m(+1) -7.) (2 = 2m)

m+l m+1) 2 " "
7;1- rn,,

Agregando este incremento de presion a la Ecuacion 2.61 se obtiene:

2 . 2
s st D

1()

n n'

De este resultado se concluye que la distribuciébn de presiones en un canal con
curvatura se puede calcular con auxilio de la relacién general siguiente:

(2.67)

2 2 2
u (m + 1) (rn' - rn(, ) ( 2m _Zm)
7

2 n n'
2gm (rnifwl _ rm+1)

n()

p=pg d sena * pg

Para aplicar esta relacion se debera tener cuidado con el signo, el cual depende del tipo
de curvatura que se tiene en el canal.

2.9 Estimacion de la presion a partir de las ecuaciones de Euler

2.9.1 Ecuaciones de Euler en coordenadas curvilineas

De la Figura 2.1 se observa que se satisfacen las siguientes relaciones:

0z
cosa, =——-
Os
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0z
cosa, =—
on
0z
COS OCb = —
ob

Si adicionalmente se asume que el desarrollo de la profundidad h coincide con la
direccion de z, pero con sentido contrario, resulta que se satisfacen las relaciones

dh dz Oh dz dh 0z . . .

Pl = on Es,tc.) es debido a que h se mide desde un pluntlo u origen
expuesto a la presion atmosférica, que en el caso de los canales coincide con la
superficie libre del agua, hasta el punto de interés en que se desea evaluar la presién
p en el seno del sistema en estudio, el cual coincide con el origen de las coordenadas.

Bajo este marco de referencia se satisfacen las relaciones siguientes:

Oh
cosq, =——
Os
oh
cosq, =——
on
oh
cosq, =—
ob

Al adoptar estas expresiones, las ecuaciones (2.2), (2.3) y (2.4) se pueden reescribir en
la forma:

16 2.68
—pas(p+pgh)=as (2.68)
16 2.69
_pan(P—/?gh)=an ( )
(2.70)

1
—p(p+pgh)=db

Considerando coordenadas naturales (tangencial s, normal » y binormal ») y de
acuerdo con las relaciones (1.19), (1.21), (1.22) y (1.23), las ecuaciones (2.68) a (2.70)
resultan ser las que se presentan de (2.71) a (2.73), y que constituyen las ecuaciones
de Euler en coordenadas naturales o curvilineas.

RN o &7
p Os prrg os\ 2 ) ot
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% (p-psh)=

_;g

2 (2.72)
"

10 273
—pab(p+pgh)=0 (=.79)

Si en estas ecuaciones se consideran nulos los términos de aceleraciéon local y
convectiva, y el radio de curvatura tiende a infinito r - o, es decir, se trata de un
sistema plano o de pendiente constante, al resolver la Ecuacion 2.72, entre un punto
ubicado sobre la superficie libre (expuesto a la presidn atmésferica p, = 0) y otro
ubicado a la profundidad h, se satisface en general la relacién p = pgh. Dado que h
corresponde a la profundidad del centro de los ejes coordenados, la ubicacidén del punto
de interés (en el que se determina p) corresponde al origen del eje z (Figura 2.7).

Por otra parte, al considerar un flujo permanente %=O y que no haya efectos

. y 0z .
derivados de la curvatura r — oo, al retomar la relacion 5 = 3o asignar y =pg e
integrar la Ecuacion 2.71 en la direccion s, se obtiene:

2
£(£+Z+L):O
os y 2g

expresiéon comunmente conocida como ecuacidén de Bernoulli, que al ser integrada con
respecto a s entre las posiciones s; a s;,4, resulta:

2 2
(£+Z+L)XHI :(£+Z+L)s’
Y 28 Y 28

De esta manera, la ecuacién de Bernoulli establece que a lo largo de una linea de
corriente que siga la trayectoria s, la suma de las cargas de presién ]2/, de posicion z y

2
de velocidad Z—g, se mantiene constante, lo que satisface el principio béasico de la

ecuacioén de la energia dentro de un sistema en el que no existe adicion o pérdida de la
misma.

2.9.2 Ecuaciones de Euler en coordenadas rectangulares

A partir de las ecuaciones (2.68), (2.69) y (2.70) se pueden obtener rapidamente las
tradicionales ecuaciones de Euler para coordenadas cartesianas. Para esto, se
designan como u, vy w las componentes de velocidad en cada una de las direcciones
coordenadas, de tal manera que se cumple
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2. Distribucion hidrostatica de presiones

_du

A dt
dv

an =

dt
_dw
dt

a

a,

y por definicién de derivada total

Ouods Ouon Oudb Ju

a,=——F+——F——+—

' Osot onot oObot ot
ou Oou ou Ou

a =u—+v—+w—+——
’ Os on ob ot

Y bajo el mismo precepto también se obtiene

ov ov ov  Ov

a =u—+v—+w—+-—

! Os oOn ob ot
ow ow ow ow
Vet W+ —

0s on ob ot

sustituyendo (2.74), (2.75) y (2.

ou

1 o0 ou
———(p+pgh):u—+v—+w
p Os os

on

_li( - h)—ua—v+v@+w
p on p=rg os oOn

ow

76) en (2.68), (2.69) y (2.70), resulta

ou Ou
+

ob ot

ov Ov

+7
ob ot

ow ow

—li(p+pgh)=ua—w+v—+w—+

p Ob 0s on

b o

(2.74)

(2.75)

(2.76)

(2.77)

(2.78)

(2.79)

Estas ecuaciones representan las tradicionales ecuaciones de Euler. Su presentacion
para coordenadas cartesianas x, y y : se obtiene sustituyendo x =s, y=ny z=>b en

las mismas. Si en estas ecuaciones se consideran nulos los términos de aceleracion

local y convectiva, como en el caso de un flujo uniforme tridimensional, al resolver la
Ecuacién 2.78 entre el origen de coordenadas y un punto ubicado sobre una superficie
libre (h = 0) expuesta a la presion atmosférica (p, = 0), se obtiene:

p=pg h
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En donde h representa la profundidad o distancia medida verticalmente desde un punto
expuesto a la presién atmosférica al centro de los ejes coordenados (Figuras 2.3 y
2.7). En el campo de la ingenieria hidraulica se asume que esta relacion es valida para
evaluar la distribucién de presiones en un flujo uniforme tridimensional; esta
caracteristica ha sido adoptada por diversos autores para calcular aproximadamente la
distribucién de presiones en un flujo real, y se han encontrado resultados satisfactorios
en diversos problemas de interés practico (Daily y Harleman, 1981).
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Capitulo 3

Ecuaciones fundamentales

ualquier cuerpo es, en esencia, un sistema de puntos materiales o de particulas.

Si el sistema varia en el transcurso del tiempo, se dice que cambia su estado. El

estado de un sistema se puede caracterizar por la fijacidbn simultdnea de las

posiciones y de las velocidades de todas sus particulas. Conociendo las leyes de
las fuerzas que actuan sobre las particulas y el estado del sistema en un tiempo inicial,
con la ayuda de las ecuaciones del movimiento se puede predecir su comportamiento
ulterior, es decir, determinar el estado del sistema en cualquier instante.

Sin embargo, se debe prever que en algunos sistemas coordenados y bajo ciertas
condiciones, la representacion y el estudio detallado del comportamiento de un sistema
a través de las ecuaciones del movimiento, se puede tornar tan complejo que plantear y
lograr su solucion llega a ser practicamente imposible. Ademas, cuando las leyes de las
fuerzas actuantes se desconocen o no se representan adecuadamente, la descripcion
fisico-matematica del sistema resulta inapropiada e incompleta. Aunado a lo anterior, al
representar un sistema se debe considerar que existen problemas en los que el
examen detallado del movimiento de las particulas aisladas no es relevante, como
suele ocurrir en el caso del estudio del comportamiento de un gas.

Algunos principios generales que son corolarios de las leyes de Newton y que permiten
abordar de otro modo la soluciéon del problema, ayudando a evitar las dificultades
anteriormente sefialadas son los constituidos por las leyes de conservacion. Estas
leyes pertenecen a los principios fundamentales de la fisica y su aplicacién va mas alla
de los limites de la mecéanica, ya que se constituyen y reconocen como leyes
fundamentales de la naturaleza. Hasta ahora no se ha descubierto ningin fenémeno
donde estas leyes no se cumplen (Airodov, 1981). De esta manera, las leyes de
conservacion se han convertido en un instrumento indispensable para la investigacion
cientifica y tecnoldgica, asi como para caracterizar y solucionar fenémenos y problemas
de la fisica-matematica, como en el caso particular de la hidraulica y la mecanica de
fluidos.

3.1 Ecuacion general de conservacion de una propiedad

3.1.1 Sistema y volumen de control

Un sistema se puede ver como una masa bien definida de un cuerpo o materia que se
distingue claramente de sus alrededores. Las fronteras de un sistema forman una
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superficie cerrada que puede cambiar en el tiempo con la condicion de que siempre
contenga la misma masa, es decir, que se cumpla la relacion:

dm (3.1)
=0

dt

El volumen de control se refiere a una region en el espacio a través de cuyas fronteras
entra y sale continuamente un flujo de una propiedad fisica. La frontera de un volumen
de control se llama superficie de control. Este marco de referencia es la base para
deducir una ley general del balance de una propiedad fisica. Esta ley se representa a
partir del establecimiento de una relacidén entre los conceptos de sistema y volumen de
control asociados a la conservacion de una propiedad intensiva. Asi, por ejemplo, en
los campos de la ingenieria hidraulica y de la mecanica de fluidos, la aplicacién del
concepto de conservaciéon de una propiedad intensiva da origen a la deduccién de las
ecuaciones de conservacion de masa y de cantidad de movimiento.

3.1.2 Ecuacion general de balance de la propiedad

Sea p la densidad (masa/volumen) de un sistema fluido y ¢ la cantidad de una
propiedad intensiva, escalar y arbitraria por unidad de masa del sistema (g=

propiedad/masa). La cantidad de la propiedad en cuestion por unidad de volumen esta
dada por el producto pg(q=propiedad/volumen). Considérese ahora un volumen de

control Ve localizado en el seno de un fluido, tal y como se muestra en la Figura 3.1.

v = vector velocidad

b

Figura 3.1 Sistema y volumen de control
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Si dS es un elemento de la superficie de control § (que cubre el volumen de control Vc)
el cual tiene asociado un vector unitario n normal a este y con v como la velocidad con
la que la propiedad ¢ atraviesa dicho elemento dS, entonces la cantidad de la
propiedad ¢ que pasa normalmente por dS en la unidad de tiempo sera:

pq ven (3.2)

De aqui se deduce que la cantidad de la propiedad que atraviesa toda la superficie esta
dada por:

0, =[ pavnds (3.3)

Como el sentido de n es hacia fuera del volumen de control Vc, entonces O,
representa la salida neta de la propiedad de dicho volumen de control.

Por otra parte, la cantidad de la propiedad existente en un elemento de volumen dV en
un instante dado es igual a:

pq dV

De aqui que la variacion en el tiempo de dicha cantidad esté dada por:

0

9 (pq) dv
P (pq)

y en consecuencia la variacion total de la propiedad en todo el volumen de control sera:

0 pq)dV (3.4)

~ - ch(
Si adicionalmente se reconoce que dentro del volumen de control puede existir creacidn
o destruccién de la propiedad, y llamando D[pq]a la tasa de creacién de la propiedad

por unidad de volumen y por unidad de tiempo, entonces la creacion de la propiedad en
todo el volumen de control por unidad de tiempo sera:

C,, =, Dlpgltv (3.5)

Con base en lo anterior se establece el principio de conservacién que dice que durante
una unidad de tiempo la cantidad de la propiedad que sale del volumen de control, méas
la que se acumula en su interior, es igual a la cantidad que se crea dentro del mismo. Al
aplicar este principio de conservacion al volumen de control que se esta analizando, se
obtiene la ecuacién general de balance de la cantidad de propiedad (Aparicio y
Berezowsky, 1989):

49



Hidraulica de canales. Principios basicos 3. Ecuaciones fundamentales

Q,+M, =C (3.6)

~

De aqui que al sustituir (3.3), (3.4) y (3.5) en (3.6) se establece una primera expresion
general de balance de la propiedad:

LPq v-n dS+.[v¢§[('OCI)dV = '[Vg)[pq]dv (3.7)

Al ser pg v una funcion vectorial continua y diferenciable, y con el fin de homogenizar

las integrales en términos de volumen de control, resulta apropiado adoptar el teorema
de la divergencia de Gauss, por lo que se satisface:

[ og ven ds =[div(pg viav (3.8)

Sustituyendo (3.8) en (3.7)

j dlv(pq v)dV+j pq dV J.D[pq

La relacién (3.9) representa la ecuacion general de balance de la propiedad en términos
integrales de volumen. No obstante que div(pq z) implica que pg v sea una funcién
vectorial, continua y diferenciable, gracias a las propiedades de las integrales, es
posible aplicar (3.9) a aquellos casos en que existe un numero finito de
discontinuidades en pg v dentro del volumen de control Ve . Lo mismo puede decirse
respecto a la continuidad de pg en el dominio del tiempo. Integrando la Ecuacién 3.9 en

un intervalo de tiempo Ar =¢, —¢, , resulta

j [, divlpa viav dl+f f (pg)av dt—j [ Dloglv dr (3.10)

ol v.) , oleg v.) , olpa v,)

si divlpg v)= =0 on ob

Al sustituir en (3.10) se obtiene finalmente la ecuacion general de conservacion de una
propiedad g en forma integral:
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f I I Lb "o(og v,) . alpg Vn)+ olpa v, )}Jb dn ds di+

Os on ob (3.11)

1 _aat(pq)}dt db dn ds=["["[" [ Dlpgldb dn ds di

3.2 Ecuacion de conservacion de masa

3.2.1 Concepto de masa

Analizando la segunda ley de Newton f=ma, se tiene que s es el vector fuerza

aplicado a un cuerpo, « es el vector aceleraciéon que le imprime dicha fuerza al cuerpo y
m €S un numero que representa la masa del mismo, es decir, intuitivamente, la cantidad
de materia contenida en este. Esta definicion de masa, ofrecida por el propio Newton,
puede ser complementada con la interpretacion que se describe en los parrafos
siguientes.

La experiencia muestra que todos los cuerpos ejercen cierta resistencia a todos los
intentos de cambiar su velocidad, tanto en médulo como en direccién. Esta propiedad,
que expresa el grado de resistencia del cuerpo a variar su velocidad, se denomina
inercia. En diferentes cuerpos la inercia se manifiesta en grado diferente. Como medida
de inercia se utiliza la magnitud llamada masa. El cuerpo con mayor masa tendra mayor
inercia, es decir, mayor resistencia a variar su velocidad y viceversa (Irodov, 1981). El
concepto de masa se puede introducir determinando la razén de las masas de dos
cuerpos diferentes por la relacién inversa de las aceleraciones, comunicadas a ellos por
fuerzas iguales:

"

5[5

m,

Esta definicion no exige la medicién preliminar de las fuerzas, es suficiente disponer
solamente del criterio de igualdad de las fuerzas. Por ejemplo, si sobre dos cuerpos
diferentes que estan en un plano horizontal liso se actia sucesivamente con un mismo
resorte, orientandolo de forma horizontal y estirdandolo hasta una misma longitud,
entonces se puede afirmar que la accién del resorte sobre cada cuerpo es la misma en
ambos casos, es decir, las fuerzas son también iguales.

De este modo, la comparacion de las masas de dos cuerpos sobre las cuales actla una
misma fuerza se reduce a la comparacién de las aceleraciones de estos. Tomando
cierto cuerpo como patrén de masa, se tiene la posibilidad de comparar la masa de
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cualquier cuerpo con este patréon. Como muestra la experiencia, en la mecanica
newtoniana una masa determinada posee dos propiedades importantes:

e La masa es una magnitud aditiva, es decir, la masa de un cuerpo compuesto es
igual a la suma de las masas de sus partes

e La masa del cuerpo como tal es una magnitud constante que no varia durante su
movimiento
3.2.2 Expresiones generales

Si la propiedad intensiva del sistema fluido que se desea estudiar es la masa, entonces,
por definicién deg:

masa

Sustituyendo (3.12) en (3.11)
(e ) Aty g s ar

NN R NN T

Cuando el flujo es unidimensional, se supone que la variaciéon de la propiedad en las
direcciones n y b es despreciable y que la creacién de la misma es independiente de
dichas direcciones, por lo que (3.13) se reduce a:

(3.13)

I pv L dn ds dr+ [ [ (p)Ll " db dn ds di =

J I ol Ib db dn ds di

Tomando en cuenta que el area transversal esta dada por:

(3.14)

Azjz2ﬁ2db dn (3.15)

Al sustituir (3.15) en (3.14) y considerando fluido incomprensible (p = constante ), se
obtiene:
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NN j dbdndsdt+pj (4), ~(a), Jas=[" [ DIl s a
L ”’I’”v —v, )db dn dt+,oj [ ),]dszij[p]A ds dt

n

(3.16)

Si el canal tiene curvatura, entonces se cumple dn=dr si adicionalmente se adopta la
hipdtesis de que la velocidad varia en la direccion radial de acuerdo con la relacion
v, =Ce r", resulta:

L] v, dn= I Ce r" dr= mil(r " —rl"”]) (3.17)
y dado que
(m+1) (rn, —rn”) u (3.18)
€= m+l _ m+l

v,

n n,

entonces, considerando que r,. = ny 7, =r, resulta:

sz vsdn = (rZ - rl) u

m

Por lo tanto, la Ecuacién 3.16 se puede expresar en la forma:
1y (b 2 ) (S2
p.[ L {[(r, 1) ul,, ~[(r, —1) u, } db dt+pL [(4), -(A), ] ds:£ j DIplA ds dt

La velocidad media . es constante en cada seccion transversal, por lo que puede salir
de la integral respecto a b:

o[, [ =n), db—u, [ (=), dbldr + p[ *[(4), (A, lds =" [* Dlp]Adsar (3.19)
Si

jrz\{Y drz(r2 _”1) u =ujrr2dr

Ul

y siendo
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féfdbdrzA

entonces la expresion (3.19) se reduce a:

pf ) s,~(aws Jars o[ [(4), - (@) J= [ [ Dol as a 220

Si se considera que Q= Auy que el término de creacién de la propiedad esta afectado

por p, la cual se asume como constante, la Ecuacién 3.32 se puede expresar en la
forma:

p[*[0s,-0s kir+p[ [, A ] ds=p[*[* Dl A ds di (3:21)

Esta ecuacion representa la version integral de la ecuacion de conservacion de masa
para un flujo unidimensional. Dicha ecuacion también puede ser expresada como:

fSme Li—mﬁqﬁijAmm

1 Y5

Y por las propiedades de las integrales:
j j ( —-l—p—— A D[1] lds dt =0
Para que se cumpla esta ecuacion, el integrando debe ser nulo, por lo tanto:

oQ oA_ 4 D[]
Os Ot

(3.22)

Esta ecuacién representa la version diferencial de la ecuacién de conservacién de
masa en un flujo unidimensional.

3.2.3 Ecuaciones completas

Hay una interpretacion importante del término de creacién o destruccion de masa
cuando existe una adicién positiva o negativa del fluido desde el exterior del dominio de
solucién de las ecuaciones (3.21) y (3.22). Esta adicién podria ser, por ejemplo,
precipitacion, infiltracion, descargas por alcantarillas o descargas por vertedores
laterales, entre otras manifestaciones, y suele denominarse gasto lateral ¢i(s,t)
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(Aparicio, 1988). Asi, adoptando D[1] = ¢l(s,?) las ecuaciones (3.21) y (3.22) se pueden
expresar de la siguiente manera:

J:2 [Qs2 —Qsl] a,’t+j:12 [At2 —147]] ds = J:Z J:Z ql(s,1) ds dt (3.23)

0Q 0A (3.24)
E+ 5 ql(s,t)

Es de resaltar que ql(s,t) representa fisicamente una extraccibn o aportacion de
volumen por unidad de longitud de conduccién y unidad de tiempo (m*m?%s=m?/s), y
que su magnitud puede cambiar en el espacio y en el tiempo.

3.3 Ecuacion de conservacion de la cantidad de movimiento

3.3.1 Cantidad de movimiento de una particula

La ley fundamental de la dinamica newtoniana indica que la fuerza instantanea aplicada
a una particula es igual al producto de la masa por la aceleracion de la particula. La
representacién algebraica de esta ley se puede escribir como:

i:m a (325)

en donde
f = fuerza instantanea

m = masa

a = aceleracion instantanea

multiplicando por un intervalo diferencial de tiempo dt , durante el cual actia f , resulta:
f dt=m a dt

Por lo que al tomar en cuenta que la masa es constante y que dv =a dt, se obtiene:

[ di=d(m v) (3.26)

Al producto fdr se le llama impulso, mientras que al producto myv se le conoce como

cantidad de movimiento 0 momentum incorporado durante el intervalo dr. Al adoptar
a=adv/dt, la Ecuacién 3.26 se puede escribir también en la forma:
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dm (3.27)

L)_
dt =1

Es decir, la derivada de la cantidad de movimiento de una particula respecto al tiempo
es igual a la fuerza instantanea que actla sobre ella. De esta manera si f =0, entonces,

m y = constante.

Por otra parte, de la Ecuacién 3.27 se deduce que el incremento elemental de la
cantidad de movimiento de la particula en el lapso dr es igual a f dr. De aqui que al

integrar la Ecuacion 3.27 en el tiempo se encuentre el incremento de cantidad de
movimiento de la particula en el intervalo finito de tiempo t, — t;:

(m y)tz —(m L/),] =£2 fat

De esta manera resulta que el incremento de la cantidad de movimiento, en cualquier
intervalo de tiempo, es igual al impulso producido por la fuerza f aplicada en ese

mismo tiempo. Si f es constante, entonces este vector puede salir de la integral, con lo
que resulta:

(m E)tz —(m L})z, = i(tz _tl)

3.3.2 Cantidad de movimiento de un sistema

La cantidad de movimiento de un sistema es igual a la suma vectorial de las cantidades
de movimiento de sus partes por separado:

m L/:Zm Vi (3.28)

donde
m v; = cantidad de movimiento de la i-ésima particula

La cantidad de movimiento del sistema es una magnitud aditiva, es decir, es igual a la
suma de las cantidades de movimiento de sus partes por separado,
independientemente de que interactiuen entre si o no (Irodov, 1981).

Para determinar la magnitud fisica que especifica la variacion de la cantidad de
movimiento del sistema, se procede a diferenciar la Ecuacion 3.28 respecto al tiempo:

dmyvy d mv; (3.29)

De acuerdo con (3.27)
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dmvy;
TZZkiik"'ii

donde

f,.= fuerzas que actiian sobre la i-ésima particula desde otras particulas del sistema
(fuerzas internas)

f,= fuerza que actla sobre la i-ésima particula desde otros cuerpos que no entran en
el sistema considerando (fuerzas externas)

Sustituyendo esta ultima expresion en (3.29), se obtiene:

dd’:”’ - Zi Zk iik +Zi ii

La doble sumatoria en el segundo miembro representa la suma de todas las fuerzas
internas. En correspondencia con la tercera ley de Newton, las fuerzas de interaccion
entre las particulas del sistema son iguales por pares segun su médulo y contrarias en
su direccién. Por esto, la fuerza resultante en cada par de interacciones es igual a cero,
lo que significa que también la suma vectorial de todas las fuerzas internas es nula.
Como resultado, la ultima ecuacidén toma el siguiente aspecto:

(3.30)

dmy B
dt _Ziii_i

donde, en este caso:
f = resultante de todas las fuerzas externas

La Ecuacion 3.30 significa que la derivada de la cantidad de movimiento en un sistema
respecto al tiempo es igual a la suma vectorial de todas las fuerzas externas que actian
sobre las particulas del sistema. Dicha ecuacién también se puede expresar en la
forma:

f dt=d(mv) (3.31)

Notese que esta ecuacion es igual, en forma, a la (3.26); sin embargo, debe tenerse en
cuenta que en la 3.31 f representa las fuerzas externas que actuan sobre el sistema

durante el diferencial de tiempo df y m v es la cantidad de movimiento del sistema,
mientras que en el caso de la 3.26 estos aspectos se relacionan con una sola particula.
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3.3.3 Expresiones generales

Con base en la Ecuacién 3.31 se puede afirmar que la cantidad de movimiento es una
propiedad vectorial; y dado que ¢ debe ser una propiedad escalar, resulta necesario
estudiar por separado cada una de las componentes que intervienen en la cantidad de
movimiento. Afortunadamente para el caso de interés, el flujo es unidimensional, por lo
que la cantidad de movimiento se puede operar como una magnitud escalar. De aqui
que la cantidad de la propiedad ¢ asociada a la cantidad de movimiento en la direccion
s resulte ser:

m Vs (3.32)

Sustituyendo 3.32 en 3.11

on 5o

-[1 .EZJ':I { ( ) stvn) 5(,2;:%)}1[9 dn ds d”_[ J‘ J' [pvs — (o), ]a’b dnds =

I ] pLovidb dn ds d

n

Dado que el flujo de interés es unidimensional en la direccidn s, las componentes de la
velocidad en las direcciones normal y binormal son nulas, por lo tanto, resulta:

CE L2 i an s [ e, o) o -

[T provias an ds d

Si adicionalmente se ha supuesto que el fluido es incompresible ( o =constante) y que
v, es independiente de la direccién binormal (b), se obtiene:

lJ;L{ }jdbmukw+jf (o), = (o), ][ b dn a5 =

ILLﬁMmemm

(3.33)
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Si vs = C. ™, resulta:

" Cez [r2m+l _ I"2m+]] (334)

T omt1t? !

C 2 r2m+1
e

2m+1

n2 7'2 2 2
I vs'dn :I C.” rdr =
I'll rl

i

y tomando en cuenta que de acuerdo con la Ecuacién 3.18 se cumple:

m+l) (rn'—rn”) u

m+l _ _ m+l

r

n n,

Ce=(

Entonces, considerando en 3.34 r, =r, y 1, =r, resulta:

U

oo (m+1) (l"n'—rno )2u2 amil 2mel (3.395)
J.n] vs“dn (r:l” —;;1’:'”)2(2m+1) [rn, n ]

Por procedimientos semejantes, se demuestra que:

sz v dn=u(n, —n, ) (3.36)

Sustituyendo (3.47) y (3.48) en (3.45) y aceptando por simplificacién:
by db = A _ A

b)
b _ _
! (”2 n ) (rn' r. )
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se obtiene:
3.37
. (m + 1)2 (i’n'—rn,,) u’ (r%;n+1 _ pamel )A _ (m + 1)2 (rn._r”n) u? (rZImH _ o )A - ( )
/)J.t,2 (rnr’n+1 - r,::Hl )Z(Zm + 1) ! "o Y (V;;TH—I - I’;ZH—I )2 (2m 4 1) n n,

K 51

[ o), ~Goa) L= [°[ [ Dlowe] ab i s a

S [] D n

que es la version integral de la ecuacion de cantidad de movimiento. En forma
diferencial resulta:

f— 2 n
pa{ (m+l) (I’n rn”) u (r2m+l _r2m+l) A]‘Fpa(:;tu)__[ ZLbZ D[pvs]db dn

n' n,
Os (rn'f”] — ! )Z(Zm +1)

(3.38)

Con el fin de dar una presentacibn mas compacta de estas ecuaciones, resulta
adecuado hacer la siguiente asignacion:

(m+ 1) (r=rn,) (2wt _ ) (3.39)

Cr=
m+1 m+1 2 n "
(rn, -, ) (Zm + 1)

de donde la versién integral se puede expresar en la forma:

p[ llcr wa), ~(crua), ] dr+ [*[(pan), ~(pau), | ds = (3.40)
NN f: “Dipvs] db dn ds dt

y la diferencial

palor 4wy Q= [ ol i a1

3.3.4 Expresiones completas

La creacion o destruccion de cantidad de movimiento se produce por efecto de las
fuerzas externas que actian sobre el sistema fluido. Para aplicaciones practicas en el
campo de la ingenieria hidraulica, las fuerzas externas que comunmente se consideran
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son las fuerzas de presion, la fuerza de gravedad y el esfuerzo cortante (friccion). A
continuacion, se describen detalladamente.

Fuerzas de presion

Esta fuerza esta constituida por la resultante de las fuerzas netas de presidn que
actuan sobre el volumen de control, proyectada sobre la direccidén en cuestién. La parte
del término de creacion o destruccion de la cantidad de movimiento correspondiente a
las fuerzas de presion en la direccion s es igual a:

D[] Z,: (3.42)
Por tanto
[ j,b D, [pvildb dn ds di =- j: (v, )j:’ db dn dt (3.43)

Aceptando la hipdtesis de que la presidn se distribuye de la misma forma que en un
flujo uniforme con curvatura, de la Ecuacion 2.67 se tiene:

2 V2 (rwe=rn Y [ 2y o
21:;711 (n/E’:;nJrl)_(’;erf‘);) (}"2 —}"2, )

n n
n’()

p=pg d sena, *pg

de donde resulta

5 aoan=[ [ o gt P i)

n

.[:2 JZZ p db dn= pg sena, j:z j: d db dn= pg 2L;Zm (nz;il)i(’:;r} )2 J::Z (rnzm - r,fm )JZ2 db dn

n(}

Considerando que n, =n'y n, = n,, se obtiene

Ji"J, pdbdn= pgsena, [ [ ddbdn: pg CLUADA (e ) [ (2 =r2m)[ dbdn (3.44)

n; Jb, ng (rm+1 _ rm+l )2 g ny

n - by
ny n
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Para integrar el primer término del segundo miembro resulta adecuado inspeccionar los
elementos geométricos de una seccidon transversal de un canal (Figura 3.2) e
incorporar las siguientes relaciones:

dx=cos «a, db

dz=cosa, dn

z=¢cosa,

por lo que

dx dz =cos’ a, dn db

Multiplicando ambos miembros por ;

z dz dx=cos’ a, z dn db

Si cosa, =sena, Y z sena, =d , resulta
z dz dx=sena, d dn db

Si z=¢ senc,

se satisface

senca, & di dx=sena, d dn db

Por lo tanto

by 1y ¢y (%2
P8 senasJ.hl J.n, ddndb=p g senaA,L] J;I ¢ dg dx
De aqui que con base en la Figura 3.2, se tenga

P8 senozsjj2 .[:lzd dndb=p g senasfgf d¢ dx

P8 senasfz'[jzd dndb=p g sena, Eza ¢ d¢
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b

S
S

&, n
o

&,

&,

(B, z y 1 astin sobre el mismo planc)

Figura 3.2 Transformacion de coordenadas

De la misma Figura 3.2, tomando en cuenta que el eje 5 tiene su origen fijo en el fondo
del canal, mientras que el origen del eje ¢ se encuentra ubicado a la profundidad en
que se pretende evaluar la presion, lo que significa que el valor de ¢ coincide con el de
d , se tiene:

¢=(d,-n), d=dn
Por lo tanto, resulta

P8 senasLhz and dndb=p g senasjod" O'(do —77) dn=1, (3.45)
El valor de 1, dependera naturalmente de la forma de la seccion transversal del canal.

Por otra parte, tomando en cuenta el segundo término del segundo miembro de la
Ecuacion 3.44 y asignando

Cm = (m + 1)2 (rn2 —7In, )2

2

m rnm+l _ rm+l
2

n

Y dado que dn = dr, resulta

2m+1 2m+l1

1, 2 om _ l/l2 b, n, rnl _2m _ 3.46
(r;l r’lz )dn db_p?-[bl Cm m r”z (I"nz I’nl) db ( | )
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En rigor r, 'y 1, son funcionalmente dependientes de b (Figura 3.3); estas funciones
son diferentes y dependen del tipo de geometria de la seccidn transversal.

Figura 3.3 Radio como funcién de la coordenada binormal

Para fines practicos, y dada la poca variacion que comunmente existe en la direccion
binormal del radio, se puede considerar r, y r, independientes de b, para lo cual se

consideran tanto r, ~como r,  constantes con un valor promedio de sus

correspondientes funciones. Adoptando este criterio, la Ecuacion 3.46 se puede escribir
como:

2 r2m+1 r2m+1

I o Cm— 2(1*12 )dndb p? Cm 7"1—1*2'”(1’”2—}%1) " db

2g n 2m+1 " b

b,
Para evaluar la integral LZ db resulta adecuado tomar en cuenta que:
1

[ ["db dr=a
b’)
[ (=) db=4
Y aceptando la independencia de (r., —r.,) con respecto a b:

o A (3.47)

by (rn2—rnl)

64



Hidraulica de canales. Principios basicos 3. Ecuaciones fundamentales

Sustituyendo en (3.46), se obtiene:

2m+1 2m+1 2
—r

by l/l2 M om 2m n n 2m u
— - b= : ‘ - — A
Ll p Cm 7). (rn ., ) dn db=Cm (rn2 —rnl) (2 +1) n|p 5

Sumando esta con la (3.45) se obtiene:

2m+1 2m+1
r —

J:z_[ p db dn=pg sena_[ (d-n)dn+Cm ( n n _rnim »

A
Tn, — rnl) (2m + 1)

“
2

De aqui que el término de creacion o destruccion de la cantidad de movimiento debido
a la presion resulte ser igual a:

I [ lov] b dn ds dr = 15 o &) ~(1,%p € ), ar (3.48)

n

En donde, tomando en cuentaque r, =1,y r, =r, , C,, esigual a:

2 vi 2m+1 2m+1
(m+1)(r,—r )| n"" = o

(= Fom| (r, =, ) Gm 1)

n

C, =

Fuerza de gravedad

La creacion de cantidad de movimiento por efecto de las fuerzas gravitatorias en la
direccion s estd dada por D, [pv:]= pg donde g, es la componente del vector de

aceleracion gravitatoria en la direccion del flujo (Figura 3.4), por lo tanto, se tiene que:

FIT L Dlow) b dnds ar=["["["["p g b dn ds ar

Considerando como hipoétesis simplificatoria que la componente de la aceleracién de la
gravedad g, es constante entre los limites de integracién en n y b y que el fluido es
incompresible, se tendra:

FIL [ plenldbdndsdt=p g [ [ [ [ db dn ds a (349

by
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Si adicionalmente se toma en cuenta que
n, (b,

[*] db dn=a

n 1

donde A es el area hidraulica, entonces la Ecuacion 3.49 se reescribe en la forma:

[[°]° [ Dlev] db dn ds di=p[*[*g, 4 ds ds (3.50)

Figura 3.4 Componente de la fuerza de gravedad

La componente del vector de aceleracion gravitatoria esta dada por g, =g senq,
(Figura 3.3), de donde al sustituir esta expresion en (3.50) se obtiene:

J.:z J? .[:2 J;,bz D, Lov] db dn ds di = ,OgJ.:2 fz sena, A ds dt (3.51)

Esfuerzo cortante (friccion)

En un flujo uniforme a superficie libre, el escurrimiento se debe a la accion de la
gravedad. La fuerza que propicia este escurrimiento es la componente en la direccion
del movimiento del peso del liquido contenido en el volumen de control. Esta
componente es contrarrestada por la fuerza de friccion generada por el esfuerzo
cortante entre el liquido y las fronteras sélidas.
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Figura 3.5 Flujo uniforme

De la Figura 3.5 se concluye que:

W=y, 6 Vol
W, =y, Vol sena, =y, A As senc,

y la fuerza que la contrarresta, que es igual y de sentido contrario, vale
fr=1, PAs

Por lo tanto, se cumple
v, A As sena, =7, P As (3.52)
de donde
T, = —sen o
Yo P n
y con A/ Pigual al radio hidraulico Rh

7, =y, Rh sena, (3.53)
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El escurrimiento en un canal es por lo general turbulento. Hay que recordar que, para
este tipo de flujo, de acuerdo con Prandtl (Daily y Harleman; 1981), se satisface:

y aceptando por simplificaciéon que 7, =7,, resulta

2
7, Rh sena, = p lz(duj
dn

De aqui que

du _ |y, Rh sen a, (3.54)
dn '\ pl’

Para zonas ubicadas cerca del fondo y canales muy anchos, se puede suponer [ =k 7
Y Rh = (do —77), de donde (3.54) se expresa como:

du _ |y, sena, (do—n)"
dn \| p-16h "

Considerando, por simplificacién del fendmeno, que la velocidad es nula sobre la
rugosidad media de fondo (n=¢) y que en la superficie (77=d0) se presenta una
velocidad equivalente a la velocidad media u, después de integrar esta ultima ecuacion
entre los limites ¢ y d, se obtiene:

1/2
[7}{0‘} 2 d =+ ld, In
o,

=&
2d+2./d,—¢ .[d,

Sie ((do

1/2
. :(HM] {Q@ME L”(gﬂ
pk 44
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Elevando al cuadrado y adoptando Rz, =d,, , resulta

k,pu’=rt (3.55)

o

en donde:

r,es el esfuerzo cortante de fondo y k, es una funcion de ¢y Rh,, es decir
k,=k,(e.Rn,)

De aqui resulta que el esfuerzo cortante de fondo es proporcional a la velocidad media
al cuadrado. Una relacion de este tipo fue propuesta por Chezy (Chow, 1982), de quien

se retoma la siguiente relacion que ha servido de base para practicamente todas las
formulas de friccion a flujo uniforme:

u :C\/Rh Sy

en donde

C = coeficiente que depende primordialmente del tipo de material y del niumero de
Reynolds

s, =pendiente de friccion

Sustituyendo (3.55) en (3.52) resulta:

v, Asena, =k, pu'P
3.56
y, sen a, =k, p u’/Rh ( )

La cual corresponde a la fuerza por unidad de volumen en la direccién ; generada por
el efecto de friccion. De esta manera se puede indicar que la creacion de cantidad de
movimiento por efecto de las fuerzas de friccidbn en la direccions, esta dado por:

D, [p v.s]=p g sena,

En esta ecuacionan corresponde al angulo de la pendiente de friccion, por lo tanto,
resulta conveniente expresarlo comoaf , en el entendido de que se cumple una relacién

del tipo sena, = k,u®/Rh, la cual es vélida para un flujo uniforme.
De aqui, la relacion anterior resulta ser igual a:

Df[p vs]:p g sen o,
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Por lo tanto, se tiene que:

J‘:z N j:z D, [pvs]db dn ds dt =—,0ng2 J:Yz sen o, A ds dt (3.57)

1 Y51 Y

Las tres componentes de creacion o destruccién de cantidad de movimiento, que se
derivan de la accion de las fuerzas anteriormente descritas, se consideran como las
mas significativas y relevantes en los problemas de interés préactico en la hidraulica de
canales. Sin embargo, existen otros sistemas con flujo a superficie libre, en los que por
su influencia fisica se deben incluir otras fuerzas. Por ejemplo, la fuerza de Coriolis, que
es producto de la rotacion de la tierra, adquiere una importancia significativa en los
sistemas geofisicos, es decir, en aquellos que cubren grandes areas como lo son los
mares, océanos y lagos (Aparicio, 1988).

En este trabajo, por tener un alcance acotado a canales, Unicamente se tomaran en
cuenta las tres fuerzas ya analizadas en los parrafos precedentes. Asi, de la sustitucion
de las relaciones (3.48), (3.51) y (3.57) en la (3.40) se obtiene la ecuacién de cantidad
de movimiento en su version integral:

pfz [(Cru® A), —(Cru® A), ] a’t+_.-s2 [(PAw), —(pAu), ] ds:—.[t2 [(Il tp Cuu’ A) —(I, tp Cuu’ A)Yl] dt+

Sy

ng.:z J.:z A(senan - senaf) ds dt (3.58)

y por lo tanto la version diferencial resulta ser:

d(Au)

js[p(Cr iCM)A u’ +II]+p7: pgA(senan —sen af) (3.59)

Cuando el exponente m es igual a cero, lo cual implica que v, permanezca constante

en la direccionn, y los angulos «, y «; sean pequefos, de tal manera que el sena, es
practicamente igual que la pendiente de plantilla del canal s, y el sena, es muy

o

semejante a la pendiente de friccion s, , las ecuaciones (3.58) y (3.59) se reducen a las

versiones tradicionales de la ecuacion unidimensional de cantidad de movimiento,
validas para representar el flujo en un canal en el que no existe curvatura. Este aspecto
se aclara al realizar las operaciones algebraicas correspondientes, con lo que resulta
Cr=1y c, =0, de donde las ecuaciones (3.58) y (3.59) se reducen a las expresiones

siguientes.
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Version integral

pjf [u® A), —* A), ] di+ j “[(pAw),, —(pAw), | ds= (3.60)
_ :z [(11)s2 _(11)s1] dt +pg'|‘;2 J‘:Z A(s,—s;) ds dt
Version diferencial

(3.61)

:S(p A u’ +Il)+p8(§tu)=pgA(so —sf)

3.4 Versiones conservativas y no conservativas de las ecuaciones
fundamentales

Para la resolucién de diversos problemas referentes a la hidraulica de canales, resulta
apropiado, dada la continuidad matemética de las variables hidraulicas que intervienen
en los mismos, expresar las ecuaciones de conservacion de masa y de cantidad de
movimiento en sus versiones conservativa y no conservativa. Esta clasificacion se
aclara y comprende adecuadamente mediante el proceso deductivo de las expresiones
correspondientes para cada una de las versiones indicadas.

3.4.1 Versiones conservativas

Las ecuaciones conservativas tienen la propiedad de ser aplicables a cualquier region
de flujo, incluso a aquellas en que existen discontinuidades de algunas de las variables
hidraulicas, como es el caso de regiones con la presencia de saltos hidraulicos u ondas
de Mach, fenédmenos en los que tanto el area hidraulica como la velocidad presentan
discontinuidades locales.

En estos casos la sumatoria p(Cr+C,,)A u”+1, es continua y diferenciable en toda la

region de flujo considerada, mientras que cada uno de sus términos en forma
independiente son discontinuos y por tanto no diferenciables. De aqui que no sea valido
desarrollar las derivadas parciales con respecto al espacio, es decir, respecto a la
coordenada s, cuando se estudian este tipo de fenémenos. Con base en lo anterior,
desde el punto de vista fisico-matematico, resulta natural que la versién diferencial de
las ecuaciones conservativas incluya dicha sumatoria en un solo término diferencial.
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Ecuacidén de conservacion de masa
Dividiendo las relaciones (3.23) y (8.24) entre p resulta:
Forma integral

[(10. 01 dr+["14, - A1ds=[" " qi(s,0) ds ar (3.62)
Forma diferencial
00 OA (3.63)
—+——=qlls,t
os ot 1 (5-1)
Ecuacion de conservacion de la cantidad de movimiento
Para este caso se toma en cuenta que:
(3.64)

d, d, o
I=pgsenal old,-n)dn=pg sena,| GdA=p g sena, AL

en donde ¢ es igual a la profundidad al centro de gravedad medida a partir de la
superficie libre sobre el eje ¢ ; es decir, perpendicularmente a la plantilla del canal
(Figura 3.2).

Sustituyendo (3.64) en (3.58) y (3.59), se obtiene:
Forma integral

J'lerora).~ler @1a) Jar+ [ (0. -0,) ds= (3.65)
I ¢ sen, az + cu 0*14) ~ (g sen @, AC+Cu Q7 e

of [ Alsen @, ~sen ) ds a

Forma diferencial

lerscn) 0*ra+grena, Al 2 = ga sen @, -sen a,) (3.66)
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En este orden de ideas, asumiendo que se presentan las condiciones que satisfacen
las ecuaciones (3.60) y (3.61), tomando en cuenta que Ii=p g sen a, A £, p = cte,,

C, =1, Cy=0,senc, =cosa, =1y adoptando Q = Au, se tiene:

Forma integral

fz [(Q*1A), —(Q*1A), ] di+ I (Q,-0,) ds= (3.67)
- gJ:Z [(Az)gz - (AZ)M ldt + gJ:Z J.:]z A(So — Sf) ds dt

Forma diferencial

o9 (3.68)

SS(QZ/A+g A?)+§=gA(so—sf)

3.4.2 Versiones no conservativas

Las ecuaciones no conservativas, a diferencia de las conservativas, no pueden ser
aplicables en regiones de flujo que presenten discontinuidades en alguna de las
variables hidraulicas, es decir, no deben ser utilizadas para el estudio de fenémenos
como el salto hidraulico u ondas de Mach en los cuales se presentan discontinuidades
especiales del area hidraulica. Estas versiones incluyen unicamente las formas
diferenciales.

Conservacion de masa
Por la relacion Q=A u, la Ecuacién 3.63 también puede escribirse como:

oAu) OA _ i p)
Os ot ’

Desarrollando las derivadas, se obtiene la expresion no conservativa correspondiente:

Aa—u+ a—IL‘Jra—IL‘:ql(s,t)

; (3.69)
Os Os Ot
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Ecuacion de conservacion de la cantidad de movimiento
Aplicando el teorema de Leibnitz para la derivacion de una integral, se cumple:

0 (do d, O od 60'
. [ od,-m dn=| S d@) =1 o) dn+ld$)=d o, =),

. . . OO L .
Suponiendo canal prismatico Fal 0, la expresidn anterior se reduce a:
S

3.70
2jodoa(do—n) a’n:adf oo dn=A od ( )
Os Os Os

Si, por otra parte

a[pg senaI d 77) dn ]
5 Os

Desarrollando las derivadas y tomando en cuenta las relaciones (3.64) y (3.70), se tiene
que:

%ng sena, A‘ld+pg Azﬁ(senas) (3.71)
Os Os Os

Sustituyendo (3.71) en (3.59) y derivando, se obtiene la forma general diferencial no
conservativa de la ecuacion de cantidad de movimiento:

3.72
(Creon) A% c(crcu) w Paa O (creon)+a P Py (3.72)
os os os oT ot

—O(sena,)

g sena, Aa—d+g AL = gA(sena, —sena )
S Os Os

Para el caso particular en que se satisface la Ecuacion 3.61, tomando en cuenta que
sena, =cosa, =1, C. =1, Cy =0, sena, =s,, senay = s;yp = constante, resulta:

O0(Au) gAa—d—gA(s ) (3.73)
ot os

0 40
—(Au”)+
aS(u)

0 bien, siendo O=A u

—(Q /A)+8Q+ Aad—gA(sO—sf) (3.74)
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3.5 Ecuaciones de Saint-Venant

Las ecuaciones de Saint-Venant (1871) son probablemente las mas conocidas y
empleadas para el analisis del flujo transitorio en canales. Corresponden al grupo de
ecuaciones no conservativas y su deduccion se puede obtener en la forma que se
muestra a continuacion.

Si en la Ecuacién 3.74 se sustituye

O=Au

y se procede a desarrollar las derivadas, resulta:
%+éal+a£+a£_u%+géa£:gé(so_Sf) (375)
ot uo Os Os os u Os u

De la ecuacién de conservacién de masa (3.63) se satisface:

O0A oQ

o = ql(s, t)— .

Por lo que al reemplazar en (3.75) se obtiene:

Adu 00 0A Adad A (3.76)
S T u g =g s, s, )—ql(s.t

u8t+8s M8s+gu8s gu(so sf) q(s)

Por otra parte, con

O=Au

se cumple

9 _,0A, 40u

os os os

de donde

u%:ag_Aai (3.77)
Os Os Os

Al sustituir (3.77) en (3.76) y multiplicar la ecuacion resultante por u/ A, se obtiene:

MO g0 (s —s )= qis,t)
o los Sas St TR

(3.78)

Esta ecuacion y la (3.69) constituyen las llamadas ecuaciones de Saint-Venant.

Ecuacion de conservacion de masa (Saint-Venant)
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ou 0A OA
—tuU—+—=
Os Os Ot
Ecuacion de cantidad de movimiento (Saint-Venant)

LI (s, —5,)——ql(s,1)
or los Sas ST T AR

A ql(s,t)

3.6 Ecuaciones caracteristicas

El método de las caracteristicas es una de las herramientas matematicas mas
comunmente empleadas en la solucion de sistemas de ecuaciones diferenciales
parciales. Esta técnica consiste en transformar el sistema de ecuaciones diferenciales
parciales en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, con lo que el problema
de solucidén, en algunos casos, se llega a simplificar a tal grado que incluso se puede
obtener la integracién analitica. Para el caso en estudio se puede aplicar esta
metodologia a las ecuaciones no conservativas, de manera que el par de ecuaciones
diferenciales parciales se transforma a un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales
ordinarias (Abbott, 1975). Desarrollando las derivadas de la Ecuacion 3.74 se obtiene:

2 3.79
a—QJrZQG—A—Q—Z6—A+g A%=gA(so—sf) ( )
Os AOds A° Os os :

De la Figura 3.6 se puede ver que

od _1aA
Os B 0Os

Figura 3.6 Relaciones geométricas

Y si u=Q/A, entonces la Ecuacién 3.79 se puede escribir en la forma siguiente:
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o0 aQ , | OA (3.80)
1o Al -
Os s T Os [g B ! j Os 8 (SO sf)

Por otra parte, se puede demostrar que la celeridad . de una onda de pequefa
amplitud es igual a:

A2 (3.81)
~[s5)
Al sustituir (3.81) en (3.80) resulta:
%?+2 u?§+(cz—u2)?;:—g A(so—sf):O=L1 (3.82)
La Ecuacién 3.63 se puede escribir también en la forma:
QLA _i(sr)=0-1, (3.83)
Os Os

Proponiendo una relacién lineal entre las ecuaciones (3.82) y la (3.83), de tal manera
que se satisfaga la igualdad:

L +AL, =0

En donde A se establece y conoce como la funcién caracteristica que se debe
incorporar para que se satisfaga matematicamente esta relacién lineal.

Al sustituir (3.82) y (3.83) en la citada relacién lineal, se obtiene:

aQ+2uaﬁQ+(c2—uz)ZA—g A(s —sf)+/1(68Q+Z—ql( t))
s

Factorizando términos de variables comunes y ordenando, resulta:

0 Q0 (02—“ o ~ (3.84)
[ar +2 ”)as}/l{at ﬂ@s} gAls, =5, )~ 2ql(s.) =0
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Si por definicién de derivada total para una variable cualquiera f = f(s,t) se cumple

g _oyds ¥ 385
dt osdt ot

se obtienen, al realizar el analisis y la comparacién de los elementos contenidos en los
paréntesis rectangulares de la Ecuacion 3.84 con respecto a los de la Ecuacion 3.85,
los siguientes resultados.

Del primer paréntesis

©_20 (5, ;)22 (2.66)
dt ot Os

Valida si se cumple

P 387

dt

Del segundo paréntesis

di_ai+(cz_”2)ai (3.88)
dr ot A ot

Valida si se cumple la relacion

&s (¢ -u?) (3.89)

dt A
Igualando (3.87) con (3.89) resulta

2u+ﬁ.:7(c2 _u2)
A

Resolviendo para A
A=—-u+c (3.90)
A=—u-c (3.91)
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Sustituyendo (3.90) y (3.91) en (3.84), se obtienen las direcciones caracteristicas
positivas (+) y negativa (-). De la sustitucion de (3.90)

ds* (3.92)

De la sustitucion de (3.91)

s (3.93)
dr

Adicionalmente, al sustituir (3.90) y (3.91) en (3.84), habiendo tomado en cuenta la
definicién de derivada total, se obtienen las ecuaciones siguientes:

dQ dA (3.94)
E_(M_C)E: gA(sO —sf)—(u—c) ql(s,t)

la cual es valida con (3.92), es decir, a lo largo de la caracteristica positiva, y
Cf—(quc)cZ?:gA(so—sf)—(u+c) ql(s,t) (3.9)

la cual es valida con (3.93), es decir, a lo largo de la caracteristica negativa.

El sistema de ecuaciones de (3.92) a (3.95) se conoce como ecuaciones caracteristicas
y representa, por medio de ecuaciones diferenciales ordinarias, el sistema de
ecuaciones diferenciales parciales formado por las ecuaciones (3.63) y (3.74). Resalta
que, si en (3.94) y (3.95) se sustituye Q =uA, se desarrollan las derivadas, se adopta la

seccioén rectangular B=b=constante y adicionalmente se considera g/ =0, resulta:

(3.96)

;;t(u +2c): g(s,) —sf)

(3.97)

;Zt(u —2c): g(so —sf)

Estas ecuaciones conjuntamente con las ecuaciones (3.92) y (3.93), forman el sistema
de ecuaciones caracteristicas que se suelen encontrar en la literatura basica.
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3.7 Ecuaciones adimensionales para malla fija

En diversos casos, para facilitar el analisis y mejorar la interpretacion fisico-matematica
de un fendmeno, resulta conveniente adimensionalizar las ecuaciones que lo
representan. Esta transformacion permite obtener un conjunto de numeros
adimensionales, a través de los cuales es posible caracterizar el comportamiento fisico
del sistema. En algunos casos resulta conveniente solucionar las ecuaciones
adimensionales, debido a que la interpretacién de los resultados abarca un amplio
campo del comportamiento de las diversas variables que intervienen en los fenbmenos
que se pueden estudiar a través de las ecuaciones originales. Una forma de
adimensionalizar las ecuaciones no conservativas para flujo unidimensional a superficie
libre es la que se indica a continuacion (Liggett y Cunge, 1975).

Si se adoptan las variables adimensionales siguientes

0, (3.98)

0*=0/Q,, d*=d/d

s¥=s/l, =

(2 [

o o0

A*=AlA y gt=ql(s,t)/q,

en donde las variables con subindices o corresponden a caracteristicas hidraulicas
asociadas a condiciones de flujo conocidas, por ejemplo, a condiciones de flujo
uniforme o de régimen critico, se satisfacen las relaciones siguientes:

8 2 Q2 a 2

os (Q ) Al 6s*<Q ) (3.99)
od dood*

B L Bs* (3.100)
0 _ 0, 0Q* (3.101)
ds Al or*

0A _Q, 0A* (3.102)
ot I, ot*

30 _ 0, 80* (3.103)
Os | Os*

o
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Adoptando la ecuacion de Manning para evaluar s,

2 12 s ) (3.104)
51T w2 O =K 2Q 4/3
" AP A Rn*C R AT RR*
en donde
2 2
k= "9
A> Rn}"
Sustituyendo las relaciones (3.91) a (3.104) en (3.63) y (3.74), se obtiene:
Ecuacion de conservacion de masa
ES *
00 +8i:qﬂ q*(s’ t)L (3.105)
Os* oOt* 0
Ecuacion de conservacion de la cantidad de movimiento
* * * #2 (3.106)
i(Q*Q/A*)+6Q L4 i 0d* _ pu Lo so—K%
Os * ot* Fr, Os Frld, A* Rh*""
en donde se ha asignado
Q’ (3.107)

Fri= o
Algd,

3.8 Ecuaciones transformadas para malla adaptiva

En general las ecuaciones diferenciales parciales que representan el flujo
unidimensional a superficie libre no pueden ser solucionadas analiticamente, por lo que
es necesario recurrir a soluciones numéricas basadas en técnicas discretas de
solucién, como los métodos en diferencias finitas y elemento finito. Para simular el flujo
transitorio a superficie libre con fronteras méviles, normalmente se emplean esquemas
discretos de solucion numérica cuya malla se incrementa a través del tiempo debido al
propio crecimiento o decrecimiento de la regién de flujo que representa. De aqui que,
desde el punto de vista computacional, a medida que se avanza en la solucion sea
necesario utilizar también mayores tiempos de computo.
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Para simplificar este problema se recomienda usar una transformacion adimensional de
la coordenada espacial (Aldama y Martinez, 1988), que hace posible el empleo de una
malla adaptiva, es decir una malla que se adapta a la region de flujo sin importar que se
deforme dicha regién debido al desplazamiento de sus fronteras. En la Figura 3.7 se
presenta una comparacioén grafica que muestra las caracteristicas de adaptaciéon de
una malla normal y otra adaptiva a una region de flujo que crece y decrece a través del
tiempo sobre un canal. A continuacion, se desarrollan las ecuaciones de conservacion
transformadas para malla adaptiva (Garcia, 1994).

Normal Adaptiva

Figura 3.7 Representacion del fenédmeno en diferentes mallas

Para este caso conviene definir dos nuevas variables:
=t (3.108)
s—sr (3.109)

- sf —sr
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en donde
sf = posicion del frente de avance

sr = posicion de la retaguardia

La idea es transformar las ecuaciones fundamentales (3.82) y (3.83) con estas nuevas
variables. En particular, la variable & permitira tener un dominio que permanece con una
magnitud unitaria independiente del proceso de expansién o reduccién de la regién de
flujo originada por el desplazamiento de sus fronteras sf y sr. De acuerdo con esta
idea las derivadas espaciales y temporales de las ecuaciones de conservacién de masa
y cantidad de movimiento se pueden expresar de la siguiente forma:

80 _00os 1 80 (3.110)
Os  OE Os  sf—sr O

A1 A (3.111)
as_sf—sréf

Por otra parte
&4_(&4) _0A 0ADE
o \ot), 0Or 0o o
en donde

Gf_a(s—er_ s—Sr dst{ s—Sr 1 }dsr

or ot sf—sr (sf —sr) dt | (sf —sr) - sf —sr | dt
tomando en cuenta (3.121) y asignando
b & a’sf+ E 1 ldsr (3.112)
(sf—sr) dt sf —sr sf—sr| dt
resulta
%_(%j _0A_ OA (3.113)
ot o), ot o0&
Similarmente
aiQ:aiQﬂ)aiQ (3.114)
ot 0ot o0&
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Sustituyendo (3.110) y (3.112) en (3.83) se obtiene la ecuacion de conservacién de
masa transformada:

oA, oA, 1 &0

~e ql(é’ Z')

(3.115)
—tU_—+
or 0§ sf—sroé

Aqui se ha adoptado ql(s,t) = ql(¢, 1), en el entendido que s = s, + (s — s,-) Y que, en
consecuencia, en la solucibn de las ecuaciones adimensionalizadas para malla
adaptiva, se debera introducir el valor de la aportacibn o extraccion de masa ql
correspondiente a la posicién (¢, t) del espacio transformado.

Sustituyendo (3.110), (3.111) y (3.113) en (3.82), tomando en cuenta que

o S—sr
sf —sr

y operando algebraicamente, se obtiene la ecuacién de conservacion de cantidad de
movimiento transformada:

(3.116)

2 2
8Q+(U+ 2u j&Q c"—u" 0A _

oL Als —
ot sf —sr i & (so Sf)

o&  sf—sr 5_

En estas ecuaciones, la longitud del perfil de flujo en el plano transformado
adimensional permanece constante. La distancia adimensional & esta siempre
comprendida entre cero y uno, es decir, tiene longitud maxima adimensional unitaria.

3.9 Ecuaciones adimensionales para malla adaptativa

Para este caso se introducen las variables adimensionales

Q*zQ, A*:i’ q*qu(g’r) yT* Qo
Qo Ao q, Ao lo

T

De aqui que se satisfagan las relaciones siguientes:

0 _, 00+ (3.117)
o T 0&
oA_ , oA* (3.118)
o 7 o&
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0A _Q, 0A¥ (3.119)
or | or*

o0 0, 00* (3.120)
ot Al or*

dsf  Q, dsf (3.121)
dt Al dr*

dsr  Q, dsr (3.122)
dr Al dr*

o 0

Y al igual que en el Apartado 3.7 se adopta:
0*
A*Z Rh w4/3

De aqui que al hacer las sustituciones correspondientes en (3.127) y (3.128) resulte
que las ecuaciones adimensionales transformadas para malla adaptiva sean:

sf:K

Conservacion de masa

aA*{_ & dsf (&-1) dsr}aA*Jr@Q*_ l (3.123)

=_90° %
or* sf—srdt* sf—srdr*| o0& O& Qoq"q (:7)

Conservacion de cantidad de movimiento

Qf@@{Qo{_ N de]Jerou(,u*}Q o0* .

A or* | A\ sf—-srdc* sf—-srdt*) sf—sr | 0&
* %2

L(cf C*z_uf M*Z oai:g A()A* lu SU_KQi

sf —sr oS A% Rp#

Tomado en cuenta que u, =Q, /A, y realizando operaciones algebraicas se obtiene:

oo* |(_ ¢ a’sf+(§—1) dsf |, 21,u* |0Q* (3.124)
or* sf —srdt* sf—-srdrt*) sf—sr| o0&
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2 2 .2 .2 * — *?
sf—sr  gFrl 8¢  Fr, A* Rh*

en donde

0’

Fri=—=o
Agl,

4

3.10 Ecuaciones caracteristicas para malla adaptiva

Proponiendo una relacion lineal entre las ecuaciones (3.114) y (3.115), de la misma
forma que en el Apartado 3.6, se obtiene:

(3.125)

1510 2u A 150 OA c*—u’> 0A _ B
L}r+[U+sf—sr+sf—srj85}4-/{614_(04_/1(#—5‘1’)}65}_&4(% sf)+/'qu(§,T)

De aqui que al analizar el contenido de los paréntesis rectangulares se cumplan las
siguientes relaciones.

Del primer paréntesis:

3.126
aQ _oQ (., 2u . 1 10Q (3.126)
dr 0Ot sf —sr sf —sr ) 0&

valida si se satisface:

dé 2 u A (3.127)
Z=v+ +
dr sf —sr sf —sr

Del segundo paréntesis:

dA A —u’ oA (3.128)
=t ot ——— | —
dr Ot A(sf —sr) ) 0&
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valida si se satisface:

dé cu’
dr A(sf —sr)

Igualando (3.126) con (3.128) resulta:

P+2u A—(*—u?)=0
resolviendo para A
A=c—u

A=—c—u

(3.129)

(3.130)

(3.131)
(3.132)

Notese que estos valores son los mismos que los obtenidos en el subcapitulo 3.6.

Sustituyendo (3.143) y (3.144) en (3.141), se obtienen las direcciones caracteristicas

positiva (+) y negativa (-):

dé* s (c+u)

dr sf —sr
gé;_u_(c+u)
dr sf —sr

(3.133)

(3.134)

Por otra parte, al sustituir (3.132) y (3.133) en (3.124) y habiendo tomado en cuenta la
definicibn de derivada total, se obtienen las mismas ecuaciones indicadas con los
nuameros (3.94) y (3.95), pero con derivadas expresadas literalmente con respecto a ¢
en lugar de t, aspecto que no cambia su representacién fisica ya que 7 = t. De aqui se
concluye que las Unicas ecuaciones que cambian comparativamente con lo visto en el
subcapitulo 3.6 son las correspondientes a las direcciones caracteristicas, en este caso
las expresiones (3.133) y (3.134). Este resultado era de esperarse ya que la
transformacion se realiza en el espacio y no en el tiempo.

Es también interesante observar que cuando las posiciones sf y sr permanecen
constantes, las ecuaciones (3.133) y (3.134) se simplifican y se obtienen las relaciones

(3.92) y (3.93) respectivamente.
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3.10.1 Velocidad de crecimiento de la region de flujo

Del andlisis de las ecuaciones (3.133) y (3.134) se observa que la velocidad con que se
transmite la informacidn dentro de una region de flujo depende de la velocidad con que
la propia region de flujo crece o decrece, es decir, depende de su velocidad de
expansion o contraccion. Si se multiplica » (Ecuacion 3.111) por —(sf —sr) se obtiene lo

que en adelante se denominard como velocidad de desplazamiento de las secciones
transversales y fronteras de la region de flujo con ¢ constante (w,)

dsf | gy dr
a’t+(l eC)dt

Ws =

La interpretacion fisica de w,se comprende al considerar que en cualquier instante la

posicidbn s de una seccidn en el dominio fisico correspondiente a una & fija en el
dominio adimensional se puede expresar, de acuerdo con la relacién (3.109), en
funcion de la posicidn de las fronteras sf y srcomo sigue:

s=[sf(z)—sr(z)] E+sr(7)

Al derivar esta relacion parcialmente respecto a r,es decir, manteniendo fijo &, se
obtiene

(&c) :d(sf—sr)§+dsr=
¢

— — =W
or dr dr

Con este resultado se aclara el significado fisico de la velocidad w,. Esta velocidad
tiene una serie de caracteristicas propias a través de las cuales se pueden obtener una
serie de importantes conclusiones, como son:

a) En la frontera izquierda& =0, por lo que la velocidad de desplazamiento wsde esa
seccidén corresponde a la velocidad con que la retaguardia de la region de flujo
superficial se mueve:

_ dsr

Ws = ——
dt

b) En la frontera derechaé =1, por lo que la velocidad de desplazamientows de esa
seccion corresponde a la velocidad con que el frente de la region de flujo superficial se
mueve:
_ dsf

Ws = ——
dt
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c) Respecto al valor de la magnitud de la velocidad, al multiplicar las ecuaciones
(3.133) y (3.134) por la longitud de la regién de flujo (sf —sr) y reemplazando o(sf —sr)

por -ws, se obtiene:

(sf—sr)ﬁz—ws+u+c
dr

(sf—sr)ﬂz—w.wu—c
dr

dg

De aqui que si en ambas fronteras = cte. (=0 y £=1), es decir, —t:O, se cumplan

las siguientes relaciones:
Por la caracteristica positiva
Ws=uU+cC
Por la caracteristica negativa
Ws=U—C
Si se considera que las fronteras se mueven con un frente en el cualc — 0, resulta:
Ws=U
De este resultado, en combinacion con los presentados en los incisos a) y b), se
concluye que bajo estas condiciones la velocidad con que se mueve el flujo en las
fronteras es igual a la velocidad con que dichas fronteras se desplazan:
dsr
dt
y
ds
asf _,
dt
Como complemento a estos resultados en los subcapitulos 4.3 y 4.4 se obtienen las

ecuaciones que definen la velocidad con que se mueven estas fronteras bajo estas
mismas condiciones y, en consecuencia, la velocidad del flujo en las mismas.

u

d) Con el analisis realizado en los incisos anteriores (a, by c) se ve la influencia que la
velocidad de desplazamiento wstiene en la velocidad de propagacién de la informacion
a través de las direcciones caracteristicas. Esta situacién dificiimente se podria haber
encontrado sin el empleo de la transformacién adimensional para malla adaptiva de las
ecuaciones fundamentales.
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3.11 Ecuaciones para flujo en estado permanente

El disefio de un canal y la generacion de un modelo de simulacion numérica del mismo
parten de una serie de criterios practicos y del establecimiento de ciertas condiciones
de frontera que tienen su origen en el comportamiento y régimen de flujo que
tedricamente se podrian llegar a presentar en estado permanente. De aqui que en el
campo de la ingenieria hidraulica el estudio y la aplicacion de las ecuaciones que rigen
el flujo permanente en canales sea de gran interés en la practica profesional
(Rodriguez, 2008; Sotelo, 2009; Villén, 2007).

3.11.1 Clasificacion de flujos

Desde el punto de vista practico, resulta adecuado establecer una clasificacion de tipos
de flujo (Chow, 1982) tal que, con auxilio de una serie de suposiciones simplificatorias,
permita hacer una distincion de las diferentes formas o estados en que se presenta el
flujo a superficie libre en la realidad.

El flujo unidimensional a superficie libre puede ser clasificado con base en diferentes
criterios, la mas aceptada y conocida es posiblemente la siguiente:

Tipo de flujo Criterio de clasificacién
Permanente y no permanente Tiempo
Uniforme y variado Espacio
Laminar y turbulento Fuerzas viscosas
Subcritico y supercritico Fuerza de gravedad

a) Flujo permanente

Las caracteristicas hidraulicas (velocidad, tirante y gasto) en cualquier seccién
transversal del canal permanecen constantes todo el tiempo o durante un lapso
especifico.

u_y 0,
ot ot ot

b
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b) Flujo no permanente
Las caracteristicas hidraulicas en una seccidén transversal varian de un instante a otro.

o #0, o0 # 0, on #0
ot ot ot
c¢) Flujo uniforme

Las caracteristicas hidraulicas permanecen constantes a lo largo del canal. Este tipo de
flujo se puede presentar en la practica solamente en estado permanente.

u_, 0Q_, o

a_ -0, =0
0s Os Os

0,
d) Flujo variado

La velocidad media y el tirante cambian a lo largo del canal:
ou oh

2 #0, 2 =0
En este tipo de flujo existe una subclasificacion.
Permanente No permanente
gradualmente 0Q/0s=0 0Q/0s #0
Flujo variado rapidamente 00Q/0s=0 0Q/0s#0
espacialmente 0Q/0s#0 0Q/0s#0

La diferencia principal entre un flujo gradualmente variado y otro rapidamente variado
radica en que para el primer caso se presenta una variacion gradual de los tirantes a lo
largo del canal y en el segundo caso dicha variacion se presenta bruscamente entre
dos secciones consecutivas o0 en un tramo muy corto (caso tipico de un salto
hidraulico).

e) Flujo laminar y turbulento

Con relacion a la influencia de la viscosidad, el flujo puede ser laminar, de transicién o
turbulento. La influencia de la viscosidad se mide a través del numero de Reynolds.

__uRh
v

Re
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En la practica se aceptan los siguientes rangos de clasificacion:

flujo laminar Re < 500 - 600
flujo de transicion 500 < Re < 2000
flujo turbulento Re > 2000

El escurrimiento en canales por lo general se presenta en régimen turbulento y muy
raras veces en forma laminar, debido principalmente a la baja viscosidad del agua. En
lo que sigue de este trabajo se considera que el flujo es siempre turbulento a menos
que se especifique lo contrario.

f) Flujo subcritico y supercritico

Por lo que se refiere a la preponderancia de las fuerzas gravitatorias, existe también
una clasificacién, la cual queda definida por el nimero de Froude.

u
Je¥

El flujo se clasifica en:

Fr=

subcritico Fr<l1
critico Fr=1
supercritico Fr>1

3.11.2 Ecuaciones clasicas para estado permanente

De manera habitual en la literatura clasica sobre hidraulica de canales (Chow, 1982) se
desarrolla la deduccién aislada de cada una de las ecuaciones que representan los
diferentes tipos de flujo. Esta presentacién puede dar la impresion de que cada uno de
los tipos de flujo que representan no tienen una relacion bien definida. El objetivo de
este inciso es presentar una deduccién secuencial y ordenada de las ecuaciones que
representan los tipos de flujo permanente a superficie libre mas comunes, de tal
manera que se pueda identificar la forma en que estan relacionadas fisicamente, lo cual
permitira definir los tipos de problemas que se podran solucionar con cada una de ellas,
y en consecuencia sus ventajas y limitaciones.
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3.11.2.1 Flujo espacialmente variado

Conservacion de masa

La Ecuacién 3.63 para flujo permanente se reduce a:

0 3.135

6Q =ql(s) S155)
S

Conservacion de la cantidad de movimiento
Si en (3.78), se toma en cuenta que

ou 1ou’
U—=——
os 2 Os
entonces dicha ecuacion se puede escribir también como:

lou 1 ou> od u
caitag 2 oy o) gyl )

Si se adopta flujo permanente y se llama energia especifica () a

2

A+
2g
se obtiene:
OE u (3.136)
Bs = (So —Sy )_gAql(s)

El dltimo término del segundo miembro se debe a la creacién de masa por efecto de la
aportacion lateral de gasto gi(s). Nétese que cuando ¢i(s)=0, la Ecuacion 3.136

resulta ser la ecuacion de la energia (Chow, 1982):

GE_(S _ ) (3.137)
os 7

Por otra parte, al desarrollar el primer término de la Ecuacién 3.136, se tiene

O _uou od
os gos Os
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de donde, con u=Q/A:

OE _u 00 u QA ad

(3.138)
= — + -
Os gAoOs gA*>0Os Os

Tomando en cuenta que

o _yad
os Os
00
= =gl
= alls)
y
O=u A

la Ecuacion 3.138 se puede expresar como:

OE u u’Bod od (3.139)
—=—ql(s)— —+—

os gA gA Os Os

Si el nUmero de Froude se define como

u
Fr= A 172
5
la Ecuacion 3.139 resulta ser
14

E_ U sy +(1-F2) (3.140)
os gA os

Sustituyendo (3.140) en (3.136), se obtiene:

(1—Fr2)6i:(s0 —sf)—zj;ql(s)
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Despejando Zd y considerando que u=Q/A se obtiene la ecuacion dinamica para
S

flujo espacialmente variado:

20 (3.141)
ai_ (so _sf)_qul(s)
os (I—Frz)

Esta ecuacidn es vélida para aportaciones positiva o negativas del gasto lateral ¢l(s),
con la condicién de que sean perpendiculares al flujo (Garcia, 1989).

3.11.2.2 Flujo gradualmente variado

En este tipo de flujo el gasto lateral gl es nulo, por lo que las ecuaciones (3.135) y
(3.141) se reducen a:
Ecuacion de conservacion de masa

ag_o (3.142)
os

Ecuacion de conservacion de la cantidad de movimiento (ecuacién dinamica para
flujo gradualmente variado) (Chow, 1982)

od _S,=5; (3.143)
os 1-Fr’

3.11.2.3 Flujo uniforme

Ecuacion de conservacion de masa

Es vélida la Ecuacién 3.142

0

af -0

Ecuacion de conservacion de la cantidad de movimiento
La Ecuacion 3.143 también puede expresarse en la forma:

(I—Frz)a—d:s

-5,
5 f

o
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y siendo que para un flujo uniforme se cumple
od _
os

entonces la ecuacion anterior se reduce a:

0

(3.144)

S, = Sf

la cual corresponde a la ecuacion general para flujo uniforme.

3.11.2.4 Flujo rapidamente variado (salto hidraulico)

Ecuacion de conservacion de masa
Son validas las ecuaciones (3.135)

00
s ql(s)

ola(3.142)

2 _,
Os

dependiendo de si existe 0 no aportacién lateral de gasto.

bl

Ecuacion de conservacion de la cantidad de movimiento
Considerando flujo permanente en la Ecuacion (3.68), se obtiene:

;S(QZ/A+g AL)=g Als,-s,) (3.145)

La sumatoria de los términos entre paréntesis es conocida como funcibn momentum
(M), de tal manera que la Ecuacién 3.145 también puede expresarse en la forma:

om _
0s

¢ A(so B Sf) (3.146)

la cual corresponde a la ecuacién dinamica para flujo rapidamente variado (Chow,
1982).
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Cuando el canal es horizontal s, =0 y la friccion se puede considerar despreciable
s, =0, la Ecuacién 3.146 se reduce a:

oM
os
Expresion que al ser integrada entre dos secciones cualesquiera s, a s, resulta igual

con:

0

Ms, = Ms, (3.147)

(@*1A+g AC), =(0*1A+ g AZ),

Relacion que en la practica corresponde a la ecuacion mas empleada para el estudio
del fenédmeno conocido como salto hidraulico.

3.11.2.5 Régimen critico

Este es un estado del flujo que se presenta con energia especifica minima con respecto
al tirante d, es decir, cuando se satisface la relacion:

E _,
od
Recordando que

2
u

E=d+——
2g

entonces se debera cumplir

a(d+u2j:1 wou . Q 0(Q/4A)

— — +——=1+
od 2g g od gA od

2 2
Q d.{_i =1+ Qzag_Q3aA
od 2g gA~ od gA’ dd
con
0Q/od =0
y
0A/dd =B
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resulta:

2
E_|_BQ_,
od g A

De aqui que se cumpla la relacién

0 _ & (3.148)

g B

la cual corresponde a la condicion de régimen critico (Chow, 1982). Esta condicidon es
aplicable para canales rectos, es decir, en aquellos en los que no se tiene curvatura.
Aqui es de interés hacer notar que, si

cz=gé
B
y
2

RN (3.149)

la cual implica que en régimen critico la velocidad y la celeridad de onda son iguales.

3.11.2.6 Flujo sobre vertedores tipo cimacio

En la actualidad el estudio del flujo permanente sobre vertedores con un cierto grado de
curvatura se suele realizar con auxilio de modelos matematicos basados en la teoria de
flujo con potencial (Sotelo, 1979). En este inciso se presentan las ecuaciones
unidimensionales que describen este tipo de flujo; este tipo de representacién
unidimensional es una alternativa que simplifica la interpretacion fisica del problema.

Ecuacion de conservacion de masa
Es aplicable la Ecuacién 3.142

2 _,
0s
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Ecuacion de conservacion de la cantidad de movimiento

Adoptando flujo permanente en la Ecuacion 3.66 se obtiene:
2 a (3.150)
aa{(CriCM)a+ gcosa, AQ’} =g A(senan —senaf)
A)

Esta ecuacion es en general valida para el estudio de cualquier tipo de problema en
canales con un cierto grado de curvatura. Sin embargo, con base en los criterios de
diseno de las obras de excedencia tipo cimacio, resulta apropiado despreciar los

efectos de friccidn, de tal manera que la ecuacion resultante sea:

0 0’ _ (3.151)
| (Cr+Cu)=—+gcosan AL |=g A senaom
os A
La cual al ser integrada entre los limites s, y s, se escribe en la forma:
(3.152)

52
Sy
} =gL A sena,
51 :

|:(CF—CM)%+gCOSC¥n AL

En los casos en que se desea estudiar flujos permanentes con curvatura. en los cuales
existe gasto lateral y efectos de friccion considerables, las ecuaciones aplicables son:

Conservacion de masa
Es aplicable la Ecuacion 3.135

00
s ql(s)

Conservacion de la cantidad de movimiento

Es aplicable la Ecuacion 3.150

2
a{(CriCM)a+ gcosa, AL |=g A(senan —senaf)

Os
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Capitulo 4

Ecuaciones transformadas aplicadas a una region de flujo superficial
que crece y decrece en el espacio y en el tiempo

ara ejemplificar y generalizar este tipo de flujo, se tomara como referencia el
proceso fisico que ocurre durante el riego intermitente. El riego intermitente, al
igual que un flujo sobre un rio, estd constituido por una parte superficial y una
subsuperficial. A continuacion, se presenta una breve descripcion de las
ecuaciones que lo representan.

Las ecuaciones fundamentales que describen el fendmeno en su parte superficial
considerando flujo unidimensional son las expresiones completas de Saint-Venant.
Para representar el flujo subsuperficial lo mas apropiado seria emplear un modelo
basado en la ecuacién de conservacion de masa y la ecuacion de Darcy aplicables a
medios porosos. Una ecuacion que resulta de su combinacién es la de Richards (1931).
Para su aplicacion se necesita disponer de informacién relacionada con las
caracteristicas y estados de humedad del suelo, cuya obtencidon requiere equipo
especial que por lo general no esta disponible.

La magnitud del flujo subsuperficial se puede estimar utilizando ecuaciones empiricas
que tomen en cuenta el proceso de infiltracion sin que se afecte considerablemente la
representacién del comportamiento del flujo superficial. Al respecto una de las
ecuaciones mas utilizadas es la de Kostiakov-Lewis. Ante esta alternativa y bajo una
serie de hipédtesis simplificatorias resulta factible estudiar totalmente el problema
superficial sin que sea necesario conocer a detalle el comportamiento del flujo
subsuperficial.

Si bien para el caso de interés resulta factible utilizar ecuaciones empiricas para
simplificar el flujo subsuperficial, en lo que se refiere al flujo superficial tales
simplificaciones no son generalmente recomendables. El sustituir las ecuaciones
completas de Saint-Venant por sistemas simplificados implica aceptar una serie de
hipotesis restrictivas que limitan ampliamente los rangos de aplicacién de los modelos
de simulacion resultantes.

e Los modelos de inercia-cero requieren que las aceleraciones y los efectos
inerciales que influyen en la ecuacion de cantidad de movimientes sean minimos
(Strelkoff y Katopodes, 1977; Elliot, Walker y Skogerboe, 1982), lo cual es
cuestionable cuando se tienen pendientes de plantilla y gastos de descarga
considerablemente altos.

e Otras limitaciones adicionales, a las de los modelos de inercia-cero, se presentan
en los modelos de onda cinematica en los que la ecuacién de cantidad de
movimiento se reduce a una relacion de flujo normalizado, es decir, se supone que
las areas y velocidades del flujo se hallan relacionadas por alguna expresion
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derivada de la ecuaciéon de Chezy, como la de Manning (Abbott, 1980). Esta
situacién limita directamente los modelos a sistemas de riego con pendiente mayor
que cero. Por lo general, los modelos resultantes, entre ellos el propuesto por
Walker y Humpherys (1983), no consideran la influencia de la condicién de frontera
aguas abajo de la regidén de flujo y por lo tanto no se puede controlar el tipo de
régimen, subcritico o supercritico, que se presenta en la region de flujo.

e Algunos modelos de balance de volumen estan basados en la ecuacién de
conservacion de masa complementada con una relacién lineal de almacenamiento-
descarga (Singh y Yu-Cheng, 1988), para lo cual se requieren una serie de factores
de peso que dependen del comportamiento del propio fenémeno (Elliot y Walker,
1982), es decir, que en la realidad son modelos calibrados. Se aplican unicamente
a los sistemas en que se ha calibrado o en otros con caracteristicas muy
semejantes.

La simulacién del flujo transitorio unidimensional a superficie libre con una frontera
movil implica normalmente que la malla de cualquier esquema discreto de solucién
numeérica se incremente a través del tiempo. El fendmeno es ocasionado por efecto del
propio crecimiento o decrecimiento de la region de flujo que representa. De aqui que,
desde el punto de vista computacional, a medida que se avanza en la soluciéon sea
necesario utilizar mayor capacidad de memoria y, en consecuencia, también mayores
tiempos de maquina.

Para simplificar la problematica, Aldama y Martinez (1988) han propuesto el uso de una
transformaciéon adimensional de la coordenada espacial, lo que permite emplear una
malla que se adapta a la region de flujo sin importar que se deforme debido a la frontera
mévil. Partiendo de esta idea, se pueden transformar las ecuaciones de Saint-Venant
de tal forma que el numero de nudos en la coordenada espacial de la regidén discreta en
que se apligue un esquema de diferencias finitas permanezca constante a través del
tiempo, y que sea por tanto independiente del crecimiento de la region de flujo. Al
aplicar dicho criterio, resulta factible y adecuado simular el flujo intermitente con un
modelo discreto basado en una versién transformada adimensionalmente de las
ecuaciones de Saint-Venant.

4.1 Modelo completo

Las ecuaciones no conservativas para flujo unidimensional se pueden representar de la
siguiente manera (ver expresiones 3.94 y 3.95 del apartado 3.2.6).
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Conservacion de masa

62+ 0A _ ql(s,t) (de la 3.94)
oS ot

Conservacion de la cantidad de movimiento

o0 o0 0A (de la 3.95)
a—TJr 2u g+(c2 —uz)gz g A(sg —sf)
En la Ecuacidon 3.94 el término ¢l representa la sustraccién de masa por efecto de la

infiltracion de flujo a través de la superficie del suelo. La infiltracion se puede
representar como la variacion del volumen total infiltrado por unidad de longitud del
conducto a través del tiempo (Elliot, Walter y Skogerboe, 1982).

j=_9Z (4.1)
T="or

Aqui Z puede ser evaluada con auxilio de alguna expresién diferencial basada en la
ecuacion de conservacion de masa, aplicada a un volumen diferencial de suelo, o por
una relacién empirica como la ecuacion de Kostiakov-Lewis (Walter y Skogerboe,
1987). En el presente trabajo se adopta esta ultima, cuya expresién es:

7 = k Toa + fo To
Reemplazando (4.1) en (3.94) se obtiene:

o0, _oz 42)
Os ot ot

Utilizando los procedimientos descritos en el subcapitulo 3.8 se obtienen las siguientes
ecuaciones transformadas para malla adaptativa, que sustituyen a la ecuacion
transformada para malla adaptiva (3.95) y (4.2):

Conservacion de masa

oA 1 80 {az az} (4.3)
—+uo—+ —=——40—
ot OE  sf—sr O or O
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Conservacion de la cantidad de movimiento

(4.4)

2 2
a—Q+ v+ 2u a—Q+C —u a—Azg A(so—sf)
or sf —sr )0&  sf —sr 0& :

Con el fin de tener una presentacion mas compacta, las relaciones (4.3) y (4.4) pueden
ser expresadas también en la forma:
Conservacion de masa

A A 8Q 07 oz (4.5)
+ + == —v_—
or 0f o  or of

Conservacion de la cantidad de movimiento

87Q+¢67Q+987A

or 7 os acf:gA(S”_Sf)

donde para las ecuaciones (4.5) y (4.6) se tiene

§ dsf (&-1) dsr
sf —sr dt sf —sr dt

1
4 sf —sr

v=-—

o=0+y 2u
9=y(c2—u2)
u=0Q/A

c= (g A/B)”2

Si se adopta la ecuacién de Manning para evaluar la pendiente de friccion sy, al
sustituir dicha expresion en (4.6) y despejar Q se obtiene:

60 00 eA) AT (4.7)
0=gs, A~———p_—-9 | — 75
ot o0& o) ng' P
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Se sugiere adoptar las ecuaciones (4.5) y (4.7) al simular un flujo superficial que crece y
decrece en el espacio y en el tiempo dentro de un canal, como el que ocurre durante el
riego intermitente en surcos, o el que se presenta por efecto de una avenida en un
cauce natural inicialmente seco.

4.2 Modelo simplificado

Si bien la representacién del flujo superficial mediante modelos simplificados vy
empiricos no es muy recomendable, existe una serie de iniciativas para obtener una
primera aproximaciéon del mismo. De esta manera, el avance de un frente de onda
como el que ocurre durante una avenida en un cauce seco o durante la primera fase del
riego por gravedad, puede ser simulado con modelos basados en versiones
simplificadas de las ecuaciones de Saint-Venant. Entre estas alternativas se encuentran
los modelos de onda cinematica (modelos de flujo uniforme) que incluso pueden ser
utilizados para la simulacién del riego intermitente (Walter, 1983). Dichos modelos se
basan en las siguientes ecuaciones.

Conservacion de masa

00 oA oz (4.8)

os ot ot

Conservacion de cantidad de movimiento

S, =5, (4.9)
Si a estas ecuaciones se les aplica el criterio de malla adaptativa, se obtiene:
Conservacion de masa

OA O0A 0Q 0Z 0Z (4.10)

v——+ =———U——
or of o  or of
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Conservacion de cantidad de movimiento

5, =, (4.11)

Siguiendo un procedimiento semejante al empleado para obtener la relacion (4.7),
resulta:

A6 (4.12)

Las expresiones (4.10) y (4.12) constituyen las ecuaciones de un modelo de onda
cinematica.

4.3 Velocidad del frente de avance

Una de las caracteristicas mas importantes que debe ser tomada en cuenta durante la
simulacion del proceso del crecimiento de una region de flujo ocasionado, por ejemplo,
por una avenida sobre un cauce, es la velocidad con que la frontera derecha de la
region de flujo se desplaza. La representacion fisico-matematica de este proceso se
puede obtener a través de un balance de volumen, tal y como se muestra a
continuacion.

4.3.1 Relacion espacial y temporal entre variables

Para realizar el andlisis de conservacién de masa en el frente de onda se debe tener
sumo cuidado ya que A, Q y Z no son regulares en s=sf(r) debido a que algunas de
sus derivadas respecto al espacio y al tiempo son discontinuas en s=sf y s=sf +Asf
(Figura 4.1). Por lo anterior, no pueden realizarse arbitrariamente expansiones en serie
de Taylor alrededor de s=sfys=sf+Asf en el espacio y el tiempo. Ante esta
condicién en el proceso de deduccion que se desarrolla a continuacion se ha procurado
evitar dichas discontinuidades (Garcia, 1994). Por desarrollo en series de Taylor, de
acuerdo con la Figura 4.1, se cumplen las relaciones siguientes:

Olsf. t+at)=0ls. z)+aaQ At

t (A‘f ,

+0(AP )+ +13)

)

Q(Sf+ASf, f+At)=Q(sf, t+At)+8£ (4.14)

A +0(Asf? )+
S

sf, r+At)
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O (sf, £)=0

/A(Sff) =0

~1
Zy Olsf, t+421=0Olsy, rl+_Q N
5, ¢
A'sf f4+ 408 |= Algf, f'+—‘
i, ¢

O (sf+Asf; t+Af) =0
A (sFHAsT, t A =0

L Ay
sf () Sf(E+AY)

i
Q[sf+ A5t £+MJ=Q[sf, 3]4—%[3 +%Iﬂ;f N Ol asf?
£ gfLt+ At

aa |

A s+ hsf, b+ ae s, oA o Olat* st |
E Jodlor )2 o2

srtl PFles g el

Figura 4.1 Velocidad de desplazamiento del frente de avance

Reemplazando (4.13) en (4.14) resulta

Q(Sf+ASf, t+At)=Q(sf, t) aaQ (%t )+8Q( Asf )+ 0( Asf2)+ (4.15)
S sf, t+Ar

Por un procedimiento semejante, se obtiene

Alsf + st 1+a1)=Alsf, 1)+ 22 ar +ai‘ Asf +0(A%, Agf? )+ (4.16)
ot (Sf ) (sf I+At>

Tomando en cuenta que:

Olsf +Asf, t+A1)=0 (4.17)

olsf. 1)=0 (4.18)

Alsf +Asf, t+A1)=0 (4.19)
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Alsf. t)=0 (4.20)

Al reemplazar A(sf, t):o conjuntamente con (4.17), (4.18) y (4.19) en (4.15) y (4.16) y
despreciar términos de orden O(Aﬁ, Asfz) y superiores, resulta:

Mgl o0 @.21)
Asf 05 | Bs )
oAl oA (4.22)
Asf Ot b )™ o (o7, ra)

4.3.2 Evaluacion del volumen almacenado en el frente de onda

El volumen v(r+Ar), Figura 4.1, se puede evaluar a través de la siguiente funcion
integral:

Vieran)=["" A, v arkis =] {A(sf, )+ ‘2‘?

At +8A{ s prolar.(s—sf ¥ +...)}ds

(Sf> 7) Os sf, 1+At

Al integrar tomando en cuenta que A(sf,z)=0 y despreciando términos de orden
O(AtzAsf, Asf3) y superiores, resulta

2 4.23
Vie+ar)=ar agPh) LAY 0A (423)
Ot (sf, t) 2 Os (sf, t+Az)

Este mismo volumen también puede ser evaluado de la manera siguiente:
t+ At sf+dsf
V(e+ar)=| Q(sf, rjdz i Lf Z(s, 1+ At Yds
Que al recurrir a expansiones en serie de Taylor se puede expresar en la forma

V(e Ar)= J;’W{Q(sf, ) a@?(g r)(t—t)+0(t—t)2...}dt—

of +Asf (/4 (/4
_Lf I:Z(sf, t)+8t ﬁt,fas

gs - sf O(Atz,(s - sf)2)+ : }ds

sf, t+At
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Al integrar tomando en cuenta que Q(sf, t)zo, Z(sf, t):o y despreciar términos de
orden O(Aﬁ, Asf?, AtAsf2) y superiores, resulta:

Asf2 o7 (4.24)
2 os

(sf, z+Az)

4.3.3 Velocidad del frente de onda

Por conservacion de masa los volumenes expresados a través de las ecuaciones (4.23)
y (4.24) deben ser iguales, de aqui que se cumpla la siguiente relacion:

2 2 2
g @ LAY 0A A NVIN L A
ot 2 0Os 2 0ty ot 2 Os
(1) (sf. ) o (1) (sf. r+a)
Dividiendo entre Asf > se obtiene
2 (4.25)
AroAl 1oa ifwaYao a0z 1oz
Asf Ot| . 20s 2\Af ) dr ) A ot 2 0Os
[’v’ rj sf, 1+At . (“'f: I) sf, t+At
Reemplazando (4.21) y (4.22) en (4.25)
(4.26)
124 1.ar 09 A 0Zz) 19z
205\, . 2AS o CAsf o 24
Sl o) el b, 1420) el (1) ’ (s, 1)
Si por desarrollo en serie de Taylor se cumple:
Z(sf +ASf, 1+A1)=Z(sf, 1)+ aaf A + ZZ Asf +0(Ar? )+ O(Agf? )+
(‘rf’ rj s (sf, t+Al)

y considerando que en el frente de onda el volumen infiltrado es nulo (se esta haciendo
referencia al volumen infiltrado respecto al volumen que ha ingresado al canal durante
una avenida o, en el caso del riego intermitente, durante el ciclo en que se encuentra el
riego):

Z(sf +Asf, t+At)=Z(sf, 1)=0
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Al despreciar términos de orden O(AtZ, Asfz) y superiores, resulta

Aoz _ oz 4.27)
ASf ot (Sf ’) Os (sf, t+At)

Reemplazando (4.24) en (4.23) se obtiene

Aol o0 Ay oz (4.28)
At Os (sf, I+Al) os (sf, r+Az) At Os (sf, Z+At)

En el limite, cuando Ar — 0

dsf 0A _0Q dsf 0Z (4.29)

dt 0s Os dt Os

De aqui que la velocidad del frente de onda esté dada por la siguiente ecuacién
diferencial:

49 (4.30)
dsf _ s
a oA oz

Os Os

Otra forma de representar la Ecuacién 4.30 resulta al considerar en la Ecuacion 4.27
que At — 0, con lo cual se obtiene la siguiente relacion:

Moz oz
Asf ot 0s

Que al ser reemplazada en (4.30) conduce a la relacién siguiente

o0 oz (4.31)

—+
dsf _ o5 ot
dt 0A

as
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la cual, al considerar la Ecuacion 4.1, se puede expresar en la forma

00 (4.32)
dsf o5 4
dar 0A
0s

En términos fisicomatematicos, tanto la Ecuacion 4.31 como la 4.32 son equivalentes a
la 4.30, por lo que pueden ser utilizadas indistintamente. Su seleccion depende de la
informacion disponible para su aplicacién.

Las expresiones (4.30), (4.31) y (4.32) representan la ecuaciéon de conservacion de
masa en el frente de onda y, por lo tanto, para representar adecuadamente el
comportamiento de este frente, debera tomarse en cuenta la ecuacién de cantidad de
movimiento ya que el avance del frente de onda depende también del cambio en la
cantidad de movimiento en el mismo.

Si en la Ecuacion 4.27 se hace tender Ar— 0 y se reemplaza la Ecuacién 4.1, se
obtiene

_azay
Os dt

Esta relacion indica matematicamente que en la frontera (sf, t), mientras exista
velocidad de desplazamiento de las fronteras y un gradiente longitudinal de infiltracién,
existira infiltracion en el frente de onda. Si bien este resultado es notable, no se debe
perder de vista que la expresion anterior por si sola no describe la fisica del fendbmeno
ya que es una expresion derivada de una caracterizacion geométrica de la posicion del
frente de onda para dos instantes diferentes de tiempo y no toma en cuenta las leyes
fundamentales de conservacién de masa y de cantidad de movimiento. Hay que
considerar que, de acuerdo con la Ecuacion 4.32, que toma en cuenta el principio de
conservacion de masa, cuando la velocidad del frente de onda es cero resulta:

o0
1= os
mientras que de la expresion bajo la cual se plantea esta discusion resulta ¢=0, lo cual
fisicamente es falso.
4.4 Velocidad del desplazamiento de la retaguardia

El proceso de recesion, es decir, el avance de la frontera izquierda, es tan importante
como el proceso de avance de la frontera derecha. También la representacion
fisicomatematica de este proceso se puede obtener a través de un balance de volumen.
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4.4.1 Relacion espacial y temporal entre variables

Por desarrollo en series de Taylor, de acuerdo con la Figura 4.2 se cumplen las
relaciones siguientes:

Q(sr +Asr, t+ At): Q(sr, t)+ a@? (sr+%\‘l:’, t)+ a@?(m t)Asr + O(Aﬁ’Asrz)_,_ ...
A(sr + Asr, t+ At): A(sr, t)+ (Z? (m%sth t)+ (Z:(”’ Z)Asr + O(A[Z’ASr2)+ .

Posicidn de la V()
frontera izquierda
(retaguardia)en el

tiempot _'—_.__\‘\-n
N
Posicion de la
frontera izquierda
(retaguardia)en el

tiempot + At
\\ sr(t + At)
Y
Asr
o0 o7 volumen
_ R iy infiltrado
dsr _0Os Ot
dt (-‘_-1

Os
Figura 4.2 Velocidad de desplazamiento del frente de recesion (frontera izquierda)

Tomando en cuenta que:
Q(sr+Asr, t+At)=O, Q(sr, t)zO

A(sr+Asr, t+At):0, A(sr, t)zO
y despreciando términos de orden O(Atz,Aer) y superiores, se obtiene:

A3

Q0 _o0
Asr Ot

- (4.33)
(sr+;r, t) as

(or. 1)
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At 0A (4.34)

Asr Ot

_ oA
(sr+A5r, f) as

(5r. )

4.4.2 Evaluacion del volumen almacenado en el frente de retroceso

El volumenv(r), Figura 4.2, se puede evaluar a través de la funcion integral siguiente:

(s—sr}+O(s—sr) +--| ds

(s 1)

Al integrar tomando en cuenta que A(sr, t)zO y despreciando términos de orden
O(Asr3) y superiores, resulta

V(r):j”””A(s, tjds =[] Alsr, t)+ZA

sr sr A

2 0os

(5r. )

Este mismo volumen también puede ser evaluado como:

ViO)=["" 0lsr+asr, t)dt+ IA[Z(S t+A1)-Z(s, 1) ]ds

Expresion que al aplicar expansiones en serie de Taylor se puede representar en la
forma siguiente

o0
(t t)+g

V(t) = J‘;wl:Q(sr, t)+ %?

( )Asr+ o((t—1))+ o(asr) +- -}dt

( S —sr)—Z sr, t —6—2
(sr. 1)- % »

(.§r+Asr, t)

- J.:rﬂw{Z(sr, t+ At)+ 6—2

sr as

s-sre (s o) s

(sr, t+At)

Al integrar tomando en cuenta que Q(sr, t):O y Z(sr, t+At):Z(sr, t), despreciar
términos de orden O(Asr3, AP, AsrzAt) y superiores, resulta:

oz

A 60 oz j (4.36)
(5. 1)

(Ar t) 2 al'

V( ) Asr At —= o0

(sr, t+At) Os

N Asr? 8£
(AF+AS}“, t) 2 aS
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Si

(4.37)
At + oz

(sr+Asr, t) s

Z(sr +Asr, t+ At)z Z(sr, t)+ a@f

%sr J)r O(Atz, Asr? )+ -

Z(sr+Asr, t+At):Z(sr, t+At)+a—Z (4.38)

5 (Asr+0(Asr2)+-~
g (s

r, 1+At)

Restando (4.38) de (4.37) y tomando en cuenta que
Z(sr, t+At)=Z(sr, t)

Al despreciar términos de orden O(Atz, Asrz) y superiores, resulta

- (4.39)

o

oz

At 0Z
s
)

Asr a5

(sr+Asr, t)

(or. 1)

(sr, t+At
Si se reemplaza (4.39) en (4.36), se obtiene:

V(t)=Asr a2
os

2
LA 20

a0 N At Asr 6£ (4.40)
() 2 o

(sr+Asr, t) 2 at (sr+Asr, t)

4.4.3 Velocidad del avance de la frontera izquierda

Por conservacion de masa se deben satisfacer simultdneamente las ecuaciones (4.40)
y (4.35). Al igualar estas expresiones y dividiendo entre Asr> la relacion resultante, se
obtiene:

1oA  _ad0 A0 Ar_oz 41
2 aS (sr, t) AS}" 8s (sr, t) 2AS}"2 at (sr+Asr, z) ZASI’ at (Sr+Asr, t)

Al reemplazar (4.33) en (4.41) y simplificar, resulta

asroAl - _oo| ez (4.42)
At as (sr, t) as (s;»y t) 82‘ (sr+Asr,r)
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en el limite cuando Asr —0

dsroa_2Q oz (4.43)
dt Os Os Ot

De aqui que la velocidad con que avanza la frontera izquierda esté dada por la
ecuacion diferencial siguiente:

00 0z (4.44)
7+7
dsr _ s o
dt [24)
Os

Otra forma de presentar esta velocidad se obtiene al reemplazar la expresion (4.1) en
(4.44), con lo que resulta

00 (4.45)
dsr a—ql
@A
0s

La Ecuacién 4.45 es fisicomatematicamente equivalente a la (4.44) y por lo tanto ambas
pueden ser utilizadas de manera indistinta, de aqui que su seleccién dependa de los
datos disponibles para su aplicacién. El segundo miembro de la Ecuacion 4.45 es
algebraicamente igual al segundo miembro de la Ecuacién 4.32 y la misma similitud
ocurre entre la (4.44) y la (4.31). Sin embargo, no es factible encontrar una similitud
semejante con respecto al segundo miembro de la (4.30) debido a que las relaciones
espaciales y temporales entre la infiltracion en el frente de onda y el frente de la
retaguardia son diferentes, tal y como se puede apreciar al comparar la expresion
(4.27) con la (4.39).
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