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Resumen

Se presenta un nuevo analisis 2-D de placas de cimentacidn sobre suelos estratificados con
sus modulos de deformacién volumétricos Mv(m?/Tf) usando una malla triangular de
elementos finitos con matriz de rigidez de cada elemento de 9x9. Este método es una extension
de los modelos 1-D propuestos por Deméneghi[5] y Molano[10] para simular por reticulas la
placa. El célculo del vector de cargas ocasionado por carga uniforme conocida qo(Tf/m?) se
realiza con un vector lleno de 9 filas (valores diferentes de cero). El calculo de la Ecuacion
Matricial de Asentamientos [EMA][Qzm]= -[ &:i], se realiza segun Damy R. [4] usando cargas
verticales g.m uniformemente repartidas sobre superficies poligonales de cualquier forma. El
ensamblaje y solucion del sistema completo de ecuaciones lineales con incognitas ;i , Oxi , By
, Qzm Se realiza segun Deméneghi[5] usando un método directo sin iteraciones. Se presentan
dos alternativas de modelacion de dovelas: a)Todas las dovelas rectangulares(formadas por
triangulos) tienen su centroide en el centro de gravedad del rectangulo y b)igual que el caso a)
para las dovelas interiores, pero las dovelas perimetrales tienen su centroide en el extremo
medio del rectangulo que toca el perimetro de la placa. Se calcula la matriz de resortes Kss[d;;,
Bxi, Byi](placa de concreto+suelo) debajo de las cargas concentradas Pi, segun Molano[15]. Se
presenta un ejemplo numérico.

Palabras clave: interaccion suelo estructura, elementos finitos triangulares, modulo de
deformacioén volumeétrico, suelos estratificados

Abstract

A new 2-D analysis of foundation plates on stratified soils with their volumetric deformation
moduli Mv(m2/Tf) is presented using a triangular finite element mesh with a 9x9 stiffness matrix
for each element. This method is an extension of the 1-D models proposed by Deméneghi[5]
and Molano[10] to simulate the plate using grids. The calculation of the load vector caused by
known uniform load qo(Tf/m2) is carried out with a vector filled with 9 rows (non-zero values).
The calculation of the Settlement Matrix Equation [EMA][qzm]= -[ &zi], is carried out according
to Damy R. [4] using vertical loads gzm uniformly distributed on polygonal surfaces of any
shape. The assembly and solution of the complete system of linear equations with unknowns
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ozi , Bxi, Byi , qzm is carried out according to Deméneghi[5] using a direct method without
iterations. Two segment modeling alternatives are presented: a) All rectangular segments
(formed by triangles) have their centroid in the center of gravity of the rectangle and b) the same
as case a) for the interior segments, but the perimeter segments have their centroid at the
middle end of the rectangle that touches the perimeter of the plate. The spring matrix Kss[dzi,
Oxi, Byi] (concrete plate+soil) is calculated under the concentrated loads Pi, according to
Molano[15]. A numerical example is presented.

Keywords: soil structure interaction, triangular finite element, volumetric deformation moduli,
stratified soils

1. Introduccion

En el analisis de la interaccidn suelo-estructura de cimentaciones el autor evalu6 los métodos
propuestos por Deménegui[5] y Molano[10] que calculan asentamientos del terreno, momentos
y fuerzas cortantes usando vigas 1-D en las dos direcciones para simular la reticula, y el
método riguroso 2-D para el calculo sélo de asentamientos del terreno segun Gonzales A. J.
L.[6] que usa poligonos(rectangulos) para modelar tanto el suelo como la cimentacion en
concreto y se encontré que dichos métodos presentan excelentes ventajas por separado que
permiten crear un nuevo método directo(mas exacto) pero que difiere completamente de cada
formulacién, pues en el analisis 2-D se utilizan elementos finitos triangulares de 9 grados de
libertad por elemento (dz1, Ox1, By1, Oz2, Ox2, By2, 823, Ox3, By3) , un vector de cargas 9x1(todas las
filas llenas) ocasionado por la carga conocida qo(Tf/m2) y la ecuacion matricial de
asentamientos [EMA] usando la metodologia propuesta por Damy R.[4] para cargas verticales
desconocidas g.m(Tf/m2) sobre superficies poligonales de cualquier forma(en este caso
triangulos). El ensamblaje y solucién del sistema completo de ecuaciones lineales con
incégnitas & , 6xi , Byi Qzm, Se realiza segun Deméneghi [4] usando un método directo sin
iteraciones. Como valor agregado de esta investigacion se calcula la matriz de resortes Kss[dzi,
Oxi, Byi] (placa de concreto+suelo) debajo de cada carga concentrada Pi, segun Molano[15]
cuyos valores pueden ser ingresados en el software ETABS, SAP2000, MIDAS, etc., para el
célculo de los asentamientos diferenciales de la Superestructura.

2. Derivacion de Propiedades de Elementos
2.1.Matriz de Rigidez de 9x9 y Vector de Cargas de 9x1 del Elemento Finito Triangular

Para la matriz de rigidez 9x9 del elemento triangular, en los siguientes grados de libertad
oz1, 6x1, By1, 8z2, Bx2, By2, &z3, 6x3 y By3, en coordenadas globales se tomara el modelo
presentado por Jeyachandrabose C. and Kirkhope J.[7] tal y como se muestra en la Fig. 1,
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donde los nudos se ordenan en el sentido anti-horario es decir 1-2-3, con el eje Y’ hacia
arriba.

X

n, (1I,m,)

1,
(a,b)

na(lsms)

ny(lz,m;)

(c,d)

y

Fig. 1. Elemento Finito Triangular (3 gdl/nudo)

Para el vector de cargas 9x1(todas las filas llenas) en coordenadas globales ocasionado
por carga uniformemente distribuida qo(Tf/m2) se tomara el modelo presentado por Butlin
G.A. and Ford R.[3] pps 324 y 328 para los siguientes grados de libertad (F1-06z1, F3-6x1,
F2-6y1, F7-0z2, F9-6x2, F8-0y2, F13-0z3, F15-6x3, F14-8y3).

Cada triangulo contribuye, en coordenadas globales, a formar la Matriz de Rigidez total [K]
del sistema y el vector de Cargas [Po] generado por cargas concentradas Pi y distribuidas
go(Tf/m2) conocidas y desconocidas g.m segun Molano[10] asi:

[KIX]=[Po] (1)

Para el calculo de las solicitaciones internas de los elementos triangulares se usara la
siguiente expresion, tomada de Petyt M.[16] pps 213-214:

[o]=[DI][B][a] (2)

Siendo [0]"=[Mx, My, Mxy, Qx, Qy] el vector de solicitaciones internas para cada elemento
triangular.

2.2. Anadlisis de Asentamientos de Terreno. Calculo de la matriz EMA

Se supone que el suelo situado debajo de la placa de cimentacion se compone de uno o
varios estratos horizontales, de propiedades uniformes dentro de cada uno de ellos, como
lo es su Mddulo de deformacion Volumétrico (Mvi en unidades m?/Tf). Estos estratos de
espesores H;, descansan sobre una base poco compresible.

A partir de la anterior estratigrafia, sus condiciones hidraulicas y propiedades esfuerzo-
deformacion del subsuelo (M.i), datos proporcionados unicamente por el Ingeniero
Geotecnista, se obtiene la matriz de desplazamientos unitarios del suelo con ayuda de al
Ecuacién Matricial de Asentamientos (EMA), mediante el calculo de los coeficientes de
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influencia lijk que resultan de aplicar presiones unitarias (gz:n=1.0) sobre superficies
poligonales(dovelas) de cualquier forma segun Damy R.[4], en este caso triangulos. Se
considera el poligono(dovela) de la Fig. 2 y se desea obtener el esfuerzo g; en un punto
que se encuentra a una profundidad z bajo el punto P.

Si se conoce la integral de g-m sobre un triangulo de forma cualquiera para el punto situado
a una profundidad z bajo uno de sus vértices, se puede conocer la integral sobre el
poligono, ya que sera la suma algébrica de las contribuciones de cada uno de los triangulos.
Obsérvese que la numeracion de los nudos debe seguir el sentido antihorario. (ver Fig. 2).

1 (X, Y)

2 3 0L.Y))

2 (X,,Y,)

Fig. 2 Area poligonal uniformemente cargada Damy R.[4].

Es necesario enumerar todos los vértices del area(dovela) cargada, conociendo las
coordenadas Xiy Yi de cada uno de los vértices tal y como se muestra en la Figura 3.

5 £ s
. Area
\ 7 uniformemente
. A cargada

P LY))

Fig. 3 Area triangular uniformemente cargada

Cada triangulo de la Fig. 2 hace su contribucion en el calculo de las presiones g:m tal y
como se indican en la Fig. 3 y en el procedimiento presentado por Damy R.[4] en las pags
84-85 para cada valor de X segun el caso, en todo tipo de suelos (aluviales cuaternarios,
residuales, coluviales, etc):

X =1.5(Westergaard), para un suelo fuertemente estratificado reforzado por estratos
horizontales multiples e indeformables vs=0.0.

X =2.0(Fréhlich), suelo estratificado con estratos de diferentes deformabilidades.
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X =3.0(Boussinesq) , suelo homogéneo e isétropo.

X=4.0(Froéhlich)], suelo homogéneo en que la compresibilidad se reduce con la
profundidad, como en el caso de las arenas.

El asentamiento total d,i debajo del punto i sera:

p m
=0zi = (Z Myij. Hj . Z lij.Qzk) (3)
=1 k=1

siendo: p = el numero de estratos del subsuelo.
m = el numero de dovelas (rectangulos conformado por triangulos)

Por lo tanto:
_[5zi] mx1 =[&k] mxm-[qz]mx1=[EMA]mxm.[qz]mx1 (4)

De esta forma la matriz [EMA] esta en 2-D, pues toma en cuenta el sentido corto de
la placa de cimentacion tal y como lo define Zeevaert[18] en la paqg 52.

Se presentan dos alternativas de modelacion de dovelas: a)Todas las dovelas
rectangulares(formadas por triangulos) tienen su centroide en el centro de gravedad del
rectangulo(opcién dovelas=2) y b)igual que el caso a) para las dovelas interiores, pero las
dovelas perimetrales tienen su centroide en el extremo medio del rectangulo que toca el
perimetro de la placa(opcion dovelas=1).

Zeevaert[18] recomienda realizar dos analisis independientes, que conciernen al modulo
de elasticidad del concreto Ec de la placa de cimentacion:

a) Al terminarse la construccion, corto plazo, usar como médulo de elasticidad E=Ec/2.0

b) Alargo plazo, usar como modulo de elasticidad E=Ec/3.0

La placa de cimentacion debe disenarse para momentos flectores y fuerzas cortantes
(espesor y refuerzos longitudinal y transversal) en la situacion mas desfavorable que
resulte de estos dos analisis.

2.3. Compatibilidad de Desplazamientos

Se establece la compatibilidad de desplazamientos con el procedimiento directo sugerido
por Deméneghi[5] y verificado por Molano[10] donde los asentamientos del suelo &, Ec.
(4), se sustituyen en el sistema estructural de la Ec. (7). En esta forma desaparecen como
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incoégnitas los asentamientos & y quedan unicamente como incognitas los giros Oxi , Byi y
las presiones del suelo ¢gzm. El nUmero de ecuaciones lineales es igual al numero de
incégnitas, con lo que ya es posible resolver este sistema. Luego usando la Ec. (4) se
obtienen los asentamientos del suelo &zi.

3. Presentacion de Resultados con un Ejemplo Numérico

Se tomara el ejemplo de Zeevaert[18] con opcidn 2 para las dovelas. Los datos de entrada
para modelo 2-D estan en la Tabla 1 y Figuras 4 y 5. Los datos de salida del analisis 2-D se
muestran en las Tablas 2 a 4 y Figuras 6 a 8.
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Tabla 3. Resultados Desplazamientos y Presiones (Cont)

Andlisis 2-D Andlisis 2-D
Andlisis FEM 2-D Zeevaert [1980] Andlisis FEM 2-D Zeevaert [1580]
By (5.3 b g b qr iy B &z qr &r qr
NUDD {rad) {rad) {m) |(Ti/m2)| [m) [({TH/m2) MUDO [rad) [rad) [m) |{T8/m2)| {[m} |({THm2}
119 0.0000993 ) 00001590 -0.1529 156 | -0.000116S) -0.000304T | -0.1525
1M 00000468 | 0L0001159) -0.1527 157 0.0 10| -0 GO0 | -0, 1545
121 0.0000166] 0.0000930) -0.1525 158 | 0.000D00] | -0.0003306) -0.1537
122 | -0.0000002) 000005621 -0.1525 159 | 0.000OT2 -0.0002702| -0.1532
123 | -0.0000058| 0.0000357)-0.1524 160 | 0.000Z707(-0.0001551) -0.1528]
124 | -0.0000080| 0.0000022)-0.1524 161 | 0.00014959| -0.0000757| -0.1526
125 | -0.0000025| -0.0000175] -0.1524 162 | 00000985 -0.0000379| -0,1525
126 D.m!] -0.0000533] -0.1525 163 | O.0DEDT2G -0.00000) -0.1525
127 l].m!ﬁgl =L0000E34 | -0.1526, 164 DD TS| 0.000Z1T| -0.1525
128 0.0000663 | -0,0001541) -0.1528 165 O.0MI0GZ| 0.0000739| -0.1526
120 0.0001649 ) -0.0002794) -0.1531 166 | 00002019 0.0001543) -0.1527
130 00003304 -0 0004287 -0.1536 167 0.0603GRT| 0.DO0I0TI -0.1531
131 | -0L0002529] OU0000202| -0.1528 168 00007516 00004864 -0.1537
132 | -0.0000825| 0.0000631)-0.1527 169 | 00011315 0.0004555 -0.1536
133 | -0.0000363| 0.0000807)-0.1526 Promedio -0,1529 -0.1763
134 | -0.0000104| 0.0000230)-0.1525
135 -ﬂ.m}l[ 0L0000382 ) -0.1525%
116 0.0000064] 0.0000400) -0.1524
137 0.0000026] 00000028 -0.1524
138 00000031 | -0.0000074| -0.1525
130 | -0.0000104) -0.0000478 ) -0.1525
140 | -0.0000238 1 -0.00006%0 ) -0.1526
141 | -0.0000550| -0.0001449) -0.1527
142 | -0.00007121 -0.0002585) -0.1529
143 | 0.0000255| -0.0003650) -0.1531
134 D.0001381) 0.00000.21) -0.1527
145 D.0001205) 0L0001EE9) -0.1527
16 0LO000E1T| 00000970 | -0L 1526
147 0.000048421 0L0000T737) -0.1525
148 0.0000177] 0.0000408| -0.1525
149 | -0L0000012| O.0000280) -0.1524
150 | -0.0000121| 0.0000015)-0.1524
151 | -0.0000198| -0.0000084 | -0.1524
152 | -0.0000230| -0.0000356| -0.1524
153 | -0.0000252 | -0.0000556 | -0.152%
154 | -0.0000273) -0,0001140 ) -0.1526
155 | -0.0000550] -0,0001861 ) -0.1527

4. Analisis de Resultados con CSI-ETABS

Se hace un analisis comparativo con el software CSI-ETABS, usando_elementos finitos
rectangulares de tipo “thick”, adicionando unicamente los valores de los resortes del suelo

en la direccion Z (No se utiliza el Coeficiente de Balasto Tf/m3) en cada nudo de la placa
discretizada cada 1.0m en ambas direcciones, para obtener. a) Asentamientos, b)
Solicitaciones (Ms11, Ms22, Vsmax) ¥ ¢) Refuerzo Longitudinal, tomando como Factor de Carga
FC=1.2 para el disefio del secciones doble refuerzo, es decir My11 =FC* Ms11, Mu22 =FC* Ms22,
Vumax =FC* Vsmax. Los datos de salida del analisis 2-D se muestran en la Tabla 3. El célculo de
resortes [Kss](placa +suelo) se muestran en la Taba 4. Los resultados del Dr. Zeevaert[18] son:
El asentamiento promedio es de 0.1763 m, el Momento flector negativo en Dir-1 de 36.53Tf-

m/m, el Momento flector positivo en Dir-1 de 44.69Tf-m/m en el centro de la placa.
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Los resultados con elementos finitos triangulares (analisis 2-D de esta investigacion) son: el

asentamiento promedio es de 0.1529m, el Momento flector Positivo en Dir-1 de 46.22Tf-m/m,
en Dir-2 de 42.89Tf-m/m, el Momento flector negativo en Dir-1 y Dir-2 de 30.11T-m/m .

Los resultados con CSI-ETABS 2-D son: el asentamiento promedio es de 0.16244m segun

la Fig. 6, los momentos flectores positivos en Dir-1 de 42.74Tf-m en centro de la placa, en Dir-
2 de 67.15 Tf-m/m en centro de la placa, en Dir-2 de 96.44Tf-m/m en los extremos centrales
de la placa, los momentos flectores negativos en Dir-1 de 174.84Tf-m/m debajo de carga Pi(-
311.12Tf), en Dir-2 de 40.13T-m/m debajo de carga Pi(-311.12Tf).
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Tabla 4. Calculo de Resortes [Kss] (Placa +Suelo)
debajo de Cargas Concentradas Pi para el Ejemplo 1, Molano [15]

l XVIICCG / VIICRG-V. Del Cauca

Nudo X(m) Y(m) Nudo X(m) Y(m)
1 0.00 0.00 169 24.00 12.00
Sz Ox Oy Sz Ox Oy
| 10,888.26 8,848.86 -6,637.85 oz I 12,109.53| 4,800.66 8,423.36 Sz
62,666.28 423.60 Ox 68,296.54 6,909.91 Ox
SIM 80,320.70 Oy SIM 55,911.03 Oy
Nudo X(m) Y(m) Nudo X(m) Y(m)
13 0.00 12.00 157 24.00 0.00
Sz Ox Oy Sz Ox Oy
| 11,897.75 -9,101.86 2,744.90 oz I 12,155.21)| -4,152.97 11,085.57 Sz
92,196.42 33,968.65 Ox 112,519.80| 16,819.61 Ox
SIM 187,752.70 Oy SIM 65,538.90 Oy
Nudo X(m) Y(m) Nudo X(m) Y(m)
40 6.00 0.00 130 18.00 12.00
Sz Ox Oy Sz Ox Oy
| 13,052.99 1,160.85 187.56 oz I 13,291.66| -3,017.82 3,688.97 Sz
317,313.78 -76,520.89 Ox 301,015.75| 85,227.76 Ox
SIM 264,710.66 Oy SIM 273,965.81 Oy
Nudo X(m) Y(m) Nudo X(m) Y(m)
52 6.00 12.00 118 18.00 0.00
Sz Ox Oy Sz Ox Oy
| 13,058.93 -4,806.38 2,501.96 oz I 13,198.27 608.46 1,763.94 Sz
283,870.66 76,485.51 Ox 320,909.38| -81,030.84 Ox
SIM 270,220.75 Oy SIM 271,661.38 Oy

Es claro que los resultados de Fuerzas Cortantes y Momentos Flectores obtenidos con
CSI-ETABS son mas precisos que el método usado en esta investigacién, puesto que es

un excelente software comercial, y se usaran para el calculo del refuerzo longitudinal (in%/m)
de secciones doble refuerzo, mostrados en las Figs. 7 y 8, en ambas direcciones con ayuda
de la Tabla 5 Molano[13] con los siguientes datos de soporte:

bw=1.0m, h=0.770830m, d’=0.075m, dt=h-d’=0.695830m, d’/dt=0.107785, h/dt=1.107785,

p’/p=0.625, F’c=3.5Ksi=2460.78Tf/m2, Ec=3372.17Ksi, ecu=0.004, (31=0.85, Fy=60Ksi,

Es=29000Ksi, pg=qu/gy, Rn(adimensional)=Mu(Tf-m/m)/[0.9F c.bw.dt?], bo=5.7832m

(perim. para revisién cortante 2-D), @vc-2D=115.76Tf/m2. Se suponen columnas

medianeras de 0.60mx0.60m que entregan la carga de la super-estructura a la placa de

cimentacion. Con p =0.333%(minima), p’=0.625*p=0.208% >= 0.18% del acero de
retraccion y temperatura que exige el ACI 318-19 en el numeral 24.4.3.2.

La Tabla 5 muestra un refuerzo total con un tenor de 66 Kgfim2 o
(66Kgf/m2)/(0.77083m)=85.62Tf/m3 que esta dentro del rango 50-110Tf/m3 segun el “anexo 7
de cuantias de refuerzo para elementos estructurales” pag 959 Alvéstegui[1].
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5. Conclusiones

Se ha presentado un nuevo analisis 2-D de placas de cimentacién sobre suelos estratificados
con sus modulos de deformacién volumétricos Mv(m?/Tf) usando una malla triangular de
elementos finitos con matriz de rigidez de cada elemento de 9x9 y su respectivo vector de
cargas 9x1 ocasionado por carga uniforme conocida qo(Tf/m?). La Ecuacion Matricial de
Asentamientos [EMA][Qzm]= -[ 0z], se realiz6 segun Damy R.[4] usando cargas verticales
desconocidas g.m uniformemente repartidas sobre superficies poligonales de cualquier forma.
El ensamblaje y solucion del sistema completo de ecuaciones lineales con incognitas & , 6xi ,
Byi , 9zm Se realizé segun Deméneghi[5] usando un método directo sin iteraciones. Se calculd
la matriz de resortes Kss[dz, 0Ox, 6yi](placa de concreto+suelo) debajo de las cargas
concentradas Pi, segun Molano[15] para usarse en cualquier software comercial y asi
determinar los asentamientos diferenciales de la Super-estructura. Se hizo un ejemplo
numérico obteniéndose buena concordancia en el calculo de presiones, asentamientos,
momentos flectores y fuerzas cortantes con el modelo 1-D de Zeevaert [18] cuando se tienen
en cuenta los esfuerzos de contacto en el sentido corto de la cimentacién. Se realizé6 ademas,
un analisis comparativo con ayuda del excelente software CSI-ETABS, suministrandole en
cada nudo de la placa unicamente los valores de los resortes del suelo(Tf/m) obtenidos en esta
investigacion, sin usar el coeficiente de balasto(Tf/m3), calculando asi asentamientos, fuerzas
cortantes(Tf/m) y momentos flectores (Tf-m/m) mas exactos que el modelo presentado por el
autor, para su respectivo disefo estructural, con un factor de carga de FC=1.20 como ejemplo
tedrico para el disefio por flexion de secciones doble refuerzo que garantizan un adecuado
factor de ductilidad por curvatura L.
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