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PROLOGO

El Célculo Integral es parte del Analisis Matematico, en la cual se estudian la Integral Indefinida y
la Integral Definida, asi como su aplicacién al célculo de areas de figuras planas, longitud de curvatura,
volumen y areas de superficies de cuerpos de revolucién, tanto en su forma de integral simple como en
su forma de integral multiple. Especial interés es su aplicacion a la Ingenieria Civil, en especial a la
Ingenieria Estructural, abordandose temas muy importantes y necesarios para un mejor entendimiento
del curso, asi como su aplicacion practica en su formacién profesional.

Por lo general, el dictado del curso de Calculo Integral, se centra en la descripcién tedrica y en la
resolucion de un escaso numero de problemas, lo cual dificulta el proceso de aprendizaje, mas aun,
tratandose de un curso eminentemente practico y con una diversidad de problemas.

El presente libro nacié, después de comprobar las grandes dificultades mostradas por los alumnos
de pregrado en la aplicacion directa del célculo integral a la ingenieria estructural, como ocurre en los
cursos de estatica, resistencia de materiales y analisis estructural. Es por ello, que tomé el reto de
escribir un libro, que haga mas didactico el proceso de estudio individual, resolviendo en forma seria y
con el rigor cientifico 106 problemas tipo, propiciando, de esta manera, una forma mas amena de
convivencia con el Calculo Integral y conducente a un mejor dominio de la materia.

En el presente libro, se tratan temas que en la mayoria de universidades se estudian, excepto su
aplicacién a la ingenieria estructural, que es muy importante en su formacién profesional.

Como base se tomé la experiencia adquirida en el dictado de cursos de estructuras a nivel de
pregrado en la Universidad de San Martin de Porres, Universidad Peruana de Ciencias Aplicadas,
Universidad Privada Antenor Orrego y Universidad Privada del Norte.

En mi modesta opinién, el presente libro es Unico en su género, tanto en la forma de resolucion de
problemas; asi como en su contenido, que no es una repeticion de otros textos, editados anteriormente.

El presente libro consta de 4 capitulos, anexo y bibliografia.

En el primer capitulo se resuelven problemas de la Integral Indefinida, abordandose el método de
la descomposicion, método de la introduccién de variable en la diferencial, método de la sustitucién de
variable, método de la integracién por partes, integral de fraccion racional, integral de fraccion irracional e
integral de una funcién trigonométrica.

En el segundo capitulo se resuelven problemas de la Integral Definida, abordandose el método de
integracion directa, método de la sustituciébn de variable, método de la integracidbn por partes,
convergencia de integral definida, areas de figuras planas, longitud de curvatura plana, volumen y areas
de superficies de cuerpos de revolucion.

En el tercer capitulo se resuelven problemas de la Integral Mdltiple, abordandose la integral doble,
la integral triple, areas de figuras planas por la integral doble, volumen de cuerpos por la integral doble y
volumen de cuerpos por la integral triple.

En el cuarto capitulo se resuelven problemas de Calculo de la Integral aplicado a la Ingenieria
Estructural, abordandose el momento estatico y momento de inercia, reacciones y diagramas en vigas,
deflexiones de miembros cargados axialmente, angulo de giro en torsién, pendiente y deflexién en vigas,
pendiente y desplazamiento en arcos y carga critica de barras en flexion longitudinal.
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En el anexo se da la tabla de integrales simples, con la finalidad de una correcta aplicacion en la

resolucion de problemas.

El presente texto esta dirigido a estudiantes de Ingenieria Civil y docentes que imparten el curso
de Calculo Integral; asi como, a ingenieros civiles e investigadores en el area de estructuras.

Este libro se lo dedico a mis profesores de Matematica Superior de la Universidad Nacional de
Ingenieria Civil y Arquitectura de Kiev, quienes tuvieron la responsabilidad de prepararme para la
Olimpiada de Matematica Superior en el ano 1987, teniendo el gran honor de haberlo ganado y ser parte

de la historia de mi Alma Mater.

Ph.D. Genner Villarreal Castro
genner_vc@hotmail.com

Lima, Setiembre
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CAPITULO 1
INTEGRAL INDEFINIDA

1.1 METODO DE LA DESCOMPOSICION
PROBLEMA 1.1 Resolver el siguiente integral

J.(XS —3x* —7x +5)dx

Solucion:

Descomponemos cada parte en forma separada, obteniendo:

J.(XS —3x* —7x +5)dx =Ixsdx—3jx4dx—7jxdx +5Idx = le’ —ix5 —zx2 +5x+C
6 5 2

PROBLEMA 1.2 Resolver el siguiente integral

2+3/x2 +5x
j dx
JxP

Solucion:

Resolvemos en forma analoga al problema anterior

3 2
12+3*K+5*Rdxzzjx3’2dx+3jx5’6dx+5jdx T s 8/x +5Mn|x|+C

i

PROBLEMA 1.3 Resolver el siguiente integral

X
xe® —x
I dx
X

Solucioén:
Efectuamos la division y obtenemos:

[ “Xax=[(e" ~nax= [erdx - [dx =e* x4
X

PROBLEMA 1.4 Resolver el siguiente integral

_[ dx
x* +x?

Solucion:

Efectuamos el siguiente artificio
x> +1-x? x* +1 x? dx dx
.[ __[ _j 2,2 dX_J. 2,2 dx:J.T_J- 2
x* +x2 x*(x* +1) X (x“+1) X(x“+1) X x“+1

dx 1
=|x?dx — =———arctgx +C
'[ J.X2+12 X &
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PROBLEMA 1.5 Resolver el siguiente integral

1
.[ 2 2 X
(sen”x)(cos” X)
Solucioén:
Como sen’x +cos’x =1, reemplazamos esta igualdad en el numerador

J- 1 dXZJ-sen2x+coszxdxzj-co<i>;x+j dx ~tgx —ctgx +C

(sen’x)(cos” x) (sen’x)(cos” x) sen’x

PROBLEMA 1.6 Resolver el siguiente integral
J.cosz(x/2)dx

Solucioén:

Sabemos que:

l+cosx=2c0s’(x/2) = cos’(x/2)= %

Reemplazamos en el integral y obtenemos:

ICOSZ(X/Z)CIX =Iw

1 1 1 1
dx = —Idx + —Icos xdx = —x+ —senx +C
2 2 2 2
PROBLEMA 1.7 Resolver el siguiente integral
J.tgzxdx

Solucion:
Sabemos que:

5 = tg2x= ! -1

l+tg’x = 5
cos” X cos” X

Reemplazamos en el integral y obtenemos:

J.tgzxdx :J.[coslz . —1)dx :J.COCi)EX —J.dx =tgx —x+C

METODO DE LA INTRODUCCION DE VARIABLE EN LA DIFERENCIAL
PROBLEMA 1.8 Resolver el siguiente integral

J'ex/zdx

Solucion:
Efectuamos el siguiente proceso:

je"”dx = je“zzd(x/z) = 2je’“2d(x/2) =2¢*'? +C
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PROBLEMA 1.9 Resolver el siguiente integral
dx
I 5x-1*
Solucioén:

Efectuamos el siguiente proceso:

1

dx 1 4 1 i
J. 5 .[(SX )" 5dx 5.[(5)( ) d(dx -1 15G5x _1)° +C

6x-D*
PROBLEMA 1.10 Resolver el siguiente integral

2xdx
IX4 +9

Solucion:

Efectuamos el siguiente proceso:

2xdx d(x?) 1 x2
= =—arctg—+C
J.)(4+9 J.()(2)2+3>2 3 8 3

PROBLEMA 1.11 Resolver el siguiente integral

_[ dx

x* +6x+10
Solucioén:

Descomponemos el denominador:

x> +6x+10= (x> +6x+9)+1=(x+3)* +1

Reemplazamos en el integral:

J' dx __[ d(x+3) _J- d(x+3) _ arcta(x +3)+ C
X2 +6x+10 Y (x+3)*+1 °(x+3)*+1° 8
1.3 METODO DE LA SUSTITUCION DE VARIABLE
PROBLEMA 1.12 Resolver el siguiente integral
2
J-ln X dx

X
Solucion:

Efectuamos la siguiente sustitucion:

t=Inx = dt=ldx
X

De esta manera, tenemos:

t? In® x
_ 2 _ (24 — _
dx—J-(ln x)d(lnx)—J‘t dt—3+C— 3 +C

In* x
=
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PROBLEMA 1.13 Resolver el siguiente integral

3 Jarctgx
[
I+ x

Solucion:

Efectuamos la siguiente sustitucion:

1

1+x° dx

t=arctgx = dt=

De esta manera, tenemos:

j\/mdx _J‘(z/F)d(arcth) J.xfdt jt1’3dt = (21r<3tz‘:~”’<)4/3

1+x2

PROBLEMA 1.14 Resolver el siguiente integral

J.(\/cos 5x +1)sen5xdx

Solucion:

Efectuamos la siguiente sustitucion:
1
t=cosS5x +1 =  dt =-5sen5xdx senSxdx = — gdt

Reemplazamos y obtenemos:

[ (leos 5x +Tysensxdx =jt“2(—;dtj =—;jt“2dt S 2y C=—125\/(cos5x+1)3 +C

15

PROBLEMA 1.15 Resolver el siguiente integral

dx

cosIn x
X
Solucion:
Efectuamos la siguiente sustitucion:

t=Inx = dt=ldx
X

De esta manera, tenemos:

J‘COSlnXdX =I(coslnx)d(lnx) =Icostdt= sent+C =senlnx +C
X

PROBLEMA 1.16 Resolver el siguiente integral

J~ dx
\/az _x2
Solucioén:

Efectuamos la siguiente sustitucion:

X = at = dx=adt
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De esta manera, tenemos:

.[ _I a 0 —I /1d_tt2 =arcsent+C:arcsen§+C

PROBLEMA 1.17 Resolver el siguiente integral

J. tgxdx
Solucion:
Efectuamos la siguiente sustitucion:
t=cosx = dt=-senxdx

De esta manera, tenemos:

dx = =—| —ln‘t‘-FC——ln‘COSX‘-i-C
COS X t

Itgxdx =I(s:zrsl):( _J‘dcosx _dt

PROBLEMA 1.18 Resolver el siguiente integral
J.e_"zxdx
Solucioén:

Efectuamos el siguiente proceso:

Ie‘xzxdx = —;Ie"xz (—2x)dx = —;Ie_xzd(—xz) = —;e‘xz +C

PROBLEMA 1.19 Resolver el siguiente integral
2
X
J. dx

NS

Solucion:
Efectuamos el siguiente proceso:

J- d(x’)

JI=(x%)?

PROBLEMA 1.20 Resolver el siguiente integral

larcsen(x )+C

e

xdx
I 5+7x*
Solucioén:
Efectuamos el siguiente proceso:

e N e
5+7x* 147 (51T +(x*)? 14715 \'s
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PROBLEMA 1.21 Resolver el siguiente integral

dx
JAex +1

Solucion:

Efectuamos el siguiente artificio:

J‘ dx _J'ex+1—ede:J'ex+1dX_J-ede zj.dx—_[d(ex+1):x—1n

e’ +1 e +1 e +1 e +1 e +1

PROBLEMA 1.22 Resolver el siguiente integral

s

Solucion:

Efectuamos el siguiente artificio:

X—a X+a

x> —a’ 2a’ (x+a)(x—a) " 2a

2a X—a

I dx _ 1 Gxra)-(x-a) 1]( 1 1 jdx—l d(x —a)

X—a

(Infx —a|~In|x +a)+ C = L In
2a

+C

_ 1
2a X+a

PROBLEMA 1.23 Resolver el siguiente integral

I dx
senx
Solucién:
Efectuamos las siguientes operaciones:
{3
dx _ dx _ dx _ 2 _dinlte®
SENX osenXcos > 2tgrcos’ > tgx
2 2 2 2 2

De esta manera, tenemos:

dx X X
=|dnitg— =Initg—|+C
J.senx I 8 2 8 2
METODO DE LA INTEGRACION POR PARTES

PROBLEMA 1.24 Resolver el siguiente integral
J. x* In xdx
Solucion:
Efectuamos la siguiente sustitucion:
_dx
X

u=Inx = du

10

ex+1‘+C

_Lj-d(x+a)

2a X+a
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dv = x*dx =  v="-

Sabemos que:
_[udv = uv—jvdu

Reemplazamos y obtenemos:

3 3 3
Ilenxdx :X—Inx—lszdx:x—lnx—X—+C
3 3 3 9

PROBLEMA 1.25 Resolver el siguiente integral
J. xe “dx
Solucion:
Efectuamos la siguiente sustitucion:
u=x = du =dx

dv=e"dx = v=e®

Reemplazamos y obtenemos:

J.xe"dx =xe" —Iexdx =x¢"—e"+C=e"(x-1)+C

PROBLEMA 1.26 Resolver el siguiente integral
J. xsenxdx

Solucion:

Efectuamos la siguiente sustitucion:
u=x = du =dx
dv = senxdx = V=—COSX

Reemplazamos y obtenemos:

J.xsenxdx = X(—Ccos X) — I(— cos Xx)dx = —xcos x + Icos xdx =—xcosx +senx +C

PROBLEMA 1.27 Resolver el siguiente integral
J. (2x +3)sen3xdx

Solucion:
Efectuamos la siguiente sustitucion:

u=2x+3 = du = 2dx

1 1
dv = sen3xdx = V= Isen3xdx = 5J‘(sen3x)d(3x) = —gcos 3x
Reemplazamos y obtenemos:

I(ZX +3)sen3xdx = —;(ZX +3)cos3x + ijcos 3xdx = —;(ZX +3)cos3x + gsen3x +C

11
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PROBLEMA 1.28 Resolver el siguiente integral

J.Xln2 xdx
Solucion:
Efectuamos la siguiente sustitucion:
2 1
u=In"x = du=2Inx.—dx

X

2
X
dv = xdx = vV=—

Reemplazamos y obtenemos:

2
J‘xln2 xdx = X?ln2 x—jxlnxdx

[GoodPDF]

Aplicamos una vez mas integracién por partes para resolver la integral J.xln xdx

Efectuamos la siguiente sustitucion:

u=Inx = du=d—X
X
2

dv = xdx = V:%

En consecuencia:

2 2 2
lenxdx :X—Inx—lj.xdx :X—Inx—X—+C
2 2 2 4

De esta manera, reemplazamos en la integral inicial y obtenemos:

2 2 2
jxln2 xdx :X—Inzx—x—lnx+X—+C
2 2 4

PROBLEMA 1.29 Resolver el siguiente integral
J. x* cos xdx

Solucion:

Efectuamos la siguiente sustitucion:
u=x"’ = du = 2xdx
dv = cos xdx = vV = senx

Reemplazamos y obtenemos:

J.x2 cos xdx = x“*senx — 2J. xsenxdx

Aplicamos una vez mas integracion por partes para resolver la integral J. xsenxdx

Efectuamos la siguiente sustitucion:
u=x = du =dx

dv = senxdx = V =—COS X

12
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En consecuencia:
Ixsenxdx =—XCOSX + J.cos xdx =—xcosx +senx +C
De esta manera, reemplazamos en la integral inicial y obtenemos:

J.X2 cos xdx = x?senx + 2x cos x — 2senx + C

PROBLEMA 1.30 Resolver el siguiente integral
I e” cos xdx

Solucioén:
Efectuamos la siguiente sustitucion:

u =Cos X = du = —senxdx
dv =e*dx = v=e"
Denotamos el integral inicial como I, reemplazamos y obtenemos:

I= Ie" cosxdx =e* cos X + Ie"senxdx

Aplicamos una vez mas integracién por partes para resolver la integral J.exsenxdx

Efectuamos la siguiente sustitucién:

u = senx = du = cos xdx

dv=e"dx = v=e®

En consecuencia:

J.exsenxdx =e’senx — Iex cos xdx

De esta manera, reemplazamos en la integral inicial y obtenemos:

1= Je" cosxdx =e* cosx + Ie"senxdx =e” cosx +e*senx — J.e" cosxdx =e*(senx +cosx)—1I

Trasladamos I de la parte derecha a la izquierda, obteniendo:

1= ;e" (senx +cosx)+C

INTEGRAL DE FRACCION RACIONAL
PROBLEMA 1.31 Resolver el siguiente integral

J‘ dx

x> —10x +16
Solucion:

Efectuamos el siguiente artificio:

dx dx d(x-5) 1 (x=5)-3
J. 2 :J. 2 :J. 2 7 = In-—F—+C
X" —10x +16 (x" —10x +25)+ (16 —25) (x=5°"-3 23 |(x=5+3
=11nX_8+C
6 |x-—

13
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PROBLEMA 1.32 Resolver el siguiente integral
3x+5
Sz
X" +4x+13
Solucion:

Efectuamos el siguiente artificio:

-1
.[23’(74'5 J' 3x+5 dx — jg;tidtzfsj. 2t dt—J. 2dt
X +4x+13 (x+2)*+9 t“+9 t°+9 t°+9
2
_3dro) ¢ d 2_4 49— farctg L= ax+13- 7arctgi2+c
t"+9 t"+3 3 2 3
Siendo:
X+2=t = x=t-2 dx =dt

PROBLEMA 1.33 Resolver el siguiente integral

I xdx
x> +x+1
Solucion:

Analizamos el denominador:
2
X2 4x+l=x?+2x b tipo(xal) 43
2 4 4 2 4

Reemplazamos en el integral:

1 , 3
d xdx t—= tdt 1 dt ! d(t +4j . i

.[ ZXX :I 2 :j 2 dt:j -~ =_ _7J‘ i

X" +x+1 1 3 2 3 2 3 2 ) 3 2 5 3 ) 3

) I S S B B s B
2 4 4 4 4 4 5

_11nt2+3_1-23r0tgt+C=1lnx2+x+1—1arctg2X+1+C

21 M2 s 2 AR

2
Siendo
2 2

PROBLEMA 1.34 Resolver el siguiente integral

x *dx
J.x2+1

Solucion:

Analizamos el integral de la siguiente manera:

4
il

de:.[ dx — Idx+jx +1—X33—x+arctgx+C

14
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PROBLEMA 1.35 Resolver el siguiente integral

X+2
f sz
Solucion:
Si factorizamos el denominador obtenemos:
x> +5x —6=(x—1)(x +6)
Ahora, analizamos la fraccién de la siguiente manera:
X+2 _ A N B =A(X+6)+B(X—1)
x*+5x-6 x-1 x+6 (x—D(x+6)
Igualamos el numerador:
Xx+2=A(x+6)+B(x—-1)=(A+B)x+(6A—-B)
De donde obtenemos 2 ecuaciones:
A+B=1
6A—-B=2
Resolvemos y obtenemos:
A=
7
=4
7

Reemplazamos en el integral:

_[ X+2 dX=§I dx +iJ‘ dx _E d(x—l)+ijd(x+6)_3
7x-1 17

. - = x—1+ Tl 6+ C
X" +5x—-6 x+6 7Y x-1 77 x+6 7 7

PROBLEMA 1.36 Resolver el siguiente integral

9-5x
I dx
x-Dxx-2)(x-3)
Solucion:
Analizamos la fraccion de la siguiente manera:
9-5x A N B N D _ AX-2)x=-3)+BEE-Dx-3)+Dx-D(Ex-2)
(x-D(x-2)(x-3) x-1 x-2 x-3 (x —1)(x —2)(x —3)

Igualamos el numerador:
9-5x=Ax-2)x-3)+Bx-D)(x-3)+D(x-1)(x-2)
Efectuamos operaciones y agrupamos, obteniendo:
9-5x =(A+B+D)x> —(5A + 4B +3D)x + (6A + 3B + 2D)
De donde obtenemos 3 ecuaciones:
A+B+D=0
5A+4B+3D=5
6A+3B+2D=9

15
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Resolvemos y obtenemos:

2
1

A
B
D=-3

Reemplazamos en el integral:

[ 9-5x dx=_[( 2 1 jd _2Id(x D, d(x 2) 3J-d(x 3)
x-Dx-2)(x-3) x—1 x-2 x-3

=2In/x — 1 +Inx —2/~3In|x — 3|+ C

PROBLEMA 1.37 Resolver el siguiente integral

I 3x” +2x +1
X
(x+D*(x* +1)
Solucion:
Analizamos la fraccion de la siguiente manera:
3x*+2x+1 A . B +Dx+E_A@?+D+BQ+D@2+D+GM+EXX+D2
x+D*(x*+1D)  (x+1)> x+1 x*+1 x+D* (x> +1)

Igualamos el numerador:
3 +2x+1=AX* +D+Bx+D(x* +1)+ (Dx+E)(x +1)*
Efectuamos operaciones y agrupamos, obteniendo:
3x*+2x+1=B+D)x’ + (A+B+2D+E)x> + B+ D+2E)x+(A+B+E)
De donde obtenemos 4 ecuaciones:
B+D=0
A+B+2D+E=3
B+D+2E=2

A+B+E=1
Resolvemos y obtenemos:

1
-1

A
B=

D=1

E=1

Reemplazamos en el integral:

3x% +2x+1 x+1 xdx dx
dx +
'[(x+1)2(x2+1) J.(x+1) J.x+1 J.x2+1 I(x+l) J.x+1 J.xz+1 J.xz+1
_J~d(x+1)_ d(x+1) J-d(x +1) dx _ 1
(x+1)? x+1 2 x? +1 x*+1  x+1

—1nx+1+;1nxz +1‘+arctgx +C

16
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1.6 INTEGRAL DE FRACCION IRRACIONAL
PROBLEMA 1.38 Resolver el siguiente integral

dx
I\ﬁ(+1'+%ﬁ(+1
Solucion:
Asumimos:
x+1=t® = dx=6tdt
Reemplazamos en el integral y obtenemos:
tS

I dx —6I @ +D-1
X 4+1T+x+1 t+t°

t+1

d(t+ 1)

~dt= J.—d t=6 dt 6J.(t t+1)dt—6j

3 2
=6(t3—tz+tJ—61nt+1+C:2x/x+1—33\/x+1+66\x+1—61n§/x+1+1+C

Siendo:
t=28x+1
PROBLEMA 1.39 Resolver el siguiente integral

J- xdx

\Jx2+2
Soluciodn:
Asumimos:
tdt

x’+2=t> = X:\/t2 -2 . dx =

Reemplazamos en el integral y obtenemos:

3 [2 _ A3 3 [.2 3
| X dx =j\(t 2) tdt:j(ﬁ—z)dt:t—2t+C=\(X MNP SRS
Jx? 42 ) 3 3

PROBLEMA 1.40 Resolver el siguiente integral

J- x’dx
\/(1 x*)?
Solucion:
Asumimos:

X = sent = dx =costdt

Reemplazamos en el integral y obtenemos:

J- x dx _J~sen3tcos tdt J-sen t Isen “t.sent dt = (1—cos?* t)dcost
Ja-x?)? cos’ t cos’t cos’ t cos’t
dcost 1
I Id —+cost+C— +4/1-x* +C
cos” t cost NS
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Habiendo considerado que:

x=sent = cost=-/1—x>

PROBLEMA 1.41 Resolver el siguiente integral

J- X+3 X

Jx2+ 4x +5
Solucioén:

Efectuamos la siguiente descomposicién de la raiz cuadrada del denominador:
x> +4x+5=(x+2)" +1

Asumimos:

X+2=t = x=t—-2 dx =dt

Reemplazamos en el integral y obtenemos:

J‘ X+3 J X+3 _j t+1 dt—

dt
\/x2+4x+ Jx+2)? +1 I N J‘x/t +1
J-d(t +l) dt

— =/t +1+1n‘t+\/t2 +1‘+C=x/x2 +4x+5 +1n‘x+2+x/x2 +4x+5‘+C
A/t AT+

1.7 INTEGRAL DE UNA FUNCION TRIGONOMETRICA
PROBLEMA 1.42 Resolver el siguiente integral

J‘ dx
4cos X +3senx +5
Soluciodn:
Asumimos:
X 1-t2 2dt
tg—=t = senx=_——; COSX = ——; dx = 5
2 1+t 1+t 1+t

Reemplazamos en el integral y obtenemos:

J' dx _2J~ dt _ZJ- dt _ J‘d(t+3)
4cos X +3senx + 5 1—t2 2t 5 t> +6t+9 (t+3)*
> +3 >+5 (1+t )

1+t 1+t
=_t23+C=_ X2 +C
+
tg—+3
g2

PROBLEMA 1.43 Resolver el siguiente integral

sen’x
Iizdx
1+cos” x
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Solucién:
Asumimos:
cosx=t = -—senxdx =dt

Reemplazamos en el integral:

J- sen’x J'senzxsenx _J~(1 coszx)senx _ J~l+t J-t —1

dx
1+ cos? x 1+ cos® x 1+ cos? x t? +1

C+D=2, I[l‘

| jdt =t —2arctgt + C = cos x — 2arctg(cos x) + C
t* +

PROBLEMA 1.44 Resolver el siguiente integral

J‘ dx
2 2
sen-x —4senx cos X + 5cos” X

Solucioén:
Asumimos:
t? 1 dt

tex =t = sen’x=—: «cos’x=—: dx=

& 1+t 1+t 1+t
Reemplazamos en el integral:
J' dx _J- dt _I dt

sen’x — 4senx cos X +5¢0s” x t’ t 1 ) t* —4t+5

5= +5 5 (1+t )
I+t I+t 1+t
= [ : d(; 2 _ arcte(t—2) +C = arctg(tex —2) + C
t_

PROBLEMA 1.45 Resolver el siguiente integral
J. sen’xdx

Solucion:

Descomponemos el integral de la siguiente manera:
J. sen’xdx = J. sen’xsenxdx = —I (1—cos? x)d(cos x) = —Id(cos X)+ J.(cosz x)d(cos x)

3
S X

co
=—COSX + +C

PROBLEMA 1.46 Resolver el siguiente integral
J.sen2x cos* xdx

Solucion:
Sabemos que:

sen’x = ;(l—cos 2X)
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cos’ X = ;(l+cos 2X)

1
SENnX cos X = EsenZX

Descomponemos el integral de la siguiente manera:

2
Isenzxcos“ xdx = I(Senxcos X)z cos? xdx sten42X.1+C;S 2x dx

=—|(sen”2x)dx + — | (sen“2x)(cos 2x)dx = — | (1 —cos4x)dx + — | (sen”2x)d(sen2x
§J (en?20dx + [ (sen*2x)(cos 2x)dx = [ ( x+ [ (sen*2x)d(sen2x)

= ix — Lsen4x + isen32x +C
16 64

PROBLEMA 1.47 Resolver el siguiente integral
_[ senSx cos 3xdx

Solucion:

Sabemos que:

senox cos Bx = ;[sen(oc +B)X +sen(o — B)X]
senoxsenfx = ;[cos(oc —B)x —cos(a + B)X]

1
COS 0LX COs BX = E[COS(OL —B)x +cos(a + B)X]
Aplicamos la primera formula y obtenemos:

IsenSX cos3xdx = l_[(senSx +sen2x)dx = —Lcos 8x — lcos 2x+C
2 16 4
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CAPITULO 2
INTEGRAL DEFINIDA

2.1 METODO DE LA INTEGRACION DIRECTA
PROBLEMA 2.1 Resolver el siguiente integral

2
J-xzdx
-1
Solucion:
Integramos y reemplazamos los valores extremos:

2 312

szdx=x— =Z Sl
3

-1 1

PROBLEMA 2.2 Resolver el siguiente integral

0,5

J‘ dx
0 \/1—X2

Solucion:

Integramos y reemplazamos los valores extremos:

0,5

J‘ dx
0 \/l—X2

0,5 T
= arcsenx| = = arcsen(,5 — arcsen(0 = 3

PROBLEMA 2.3 Resolver el siguiente integral

\J@ dx
1 x+/1—-1In? x
Soluciodn:

Efectuamos el siguiente proceso:

Ve e
dx dInx Je Y
- — | ——=arcsenlnx| =arcsenln \/E —arcsen In1 = arcsen0,5 — arcsen() = —
'!‘Xx/l—lnzx '!‘\/1—ln2x : 6

PROBLEMA 2.4 Resolver el siguiente integral

2
dx
!2){—

Solucion:

Efectuamos el siguiente proceso:

2
[ dx fjd(zx D l1 n2x -1 —(1n3—1n1):lln3
1 2x -1 2
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2.2 METODO DE LA SUSTITUCION DE VARIABLE
PROBLEMA 2.5 Resolver el siguiente integral

j~ xdx
3 X +1
Solucién:
Asumimos:
Jx+l=t = x=t>-1 dx = 2tdt

Analizamos los limites del integral:
SiX=33t=\/3+ =2
Six=8 = t=+8+1=3

Al cambiar de variable, estos seran los nuevos limites del integral.

A

PROBLEMA 2.6 Resolver el siguiente integral

Reemplazamos y obtenemos:

8 3.2 3

xdx t-—1 t
= 2tdt=2| ——t
'!x/X-i—l '! t [3 ]

a

I\/az —x*dx

0
Solucion:

Asumimos:

x=asent = dx=a(cost)dt
Analizamos los limites del integral:
Six=0 = sent=0 .. t=0

T
2

Al cambiar de variable, estos seran los nuevos limites del integral.

Six=a = sent=1 .. t=

Reemplazamos y obtenemos:
a

i —xPax =

0

a’ sen2t 2
=2 |+
2 2

0

2
a

cos’ tdt = ——
2

Ja* —a’sen’t.(acost)dt =a’

(1+ cos 2t)dt

O 0 | 3
O | 3
O 0 | A

)

3

o
[N

PROBLEMA 2.7 Resolver el siguiente integral

j~ dx
()1+\/;

22


fhdgj


[GoodPDF]

Solucion:

Asumimos:

x=t’ = dx =2tdt

Analizamos los limites del integral:

Six=0 = t=0

Six=4 = t=2

Al cambiar de variable, estos seran los nuevos limites del integral.

Reemplazamos y obtenemos:

. 2 2 2
jos J-2tdt 921 g~ g far- [ 40 1o o —mmft+1))} = 4-21n3
o L++/x I+t o 1+t o L+t ’

PROBLEMA 2.8 Resolver el siguiente integral

2In2
¢ dx

15[2 et —1

Solucion:

Asumimos:

2
Jef—-1=t = dx= tdt2

1+t

Analizamos los limites del integral:

Six=lh2 = t=1

Six=2In2 = t=-/3

Al cambiar de variable, estos seran los nuevos limites del integral.
Reemplazamos y obtenemos:

2T2 2tdt f dt

2, et — It(l+t) t*+1

= 2(arctgt);5 =

PROBLEMA 2.9 Resolver el siguiente integral
j )(2de
0\/4-x
Solucién:
Asumimos:
x=2sent = dx =2costdt
Analizamos los limites del integral:

Six=0 = t=0
Six=1 :t:E
6

Al cambiar de variable, estos seran los nuevos limites del integral.
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Reemplazamos y obtenemos:

U4X

T

6

4sen t
I 2costdt=4
0

O N | B

A 4 4sen’t

2.3 METODO DE LA INTEGRACION POR PARTES
PROBLEMA 2.10 Resolver el siguiente integral

Solucion:

1
Ixexdx
0

Efectuamos la siguiente sustitucion:

u=Xx

dv=e"dx

= du =dx

= v=e"

Reemplazamos y obtenemos:

|

1
—Ie‘dxze—e+1:1
0

PROBLEMA 2.11 Resolver el siguiente integral

1
J.de
1 X
Solucion:
Efectuamos la siguiente sustitucion:
d
u=Inx = du = e
X
d 1
dv = —); = V=——o'
X 4x
Reemplazamos y obtenemos:
tlnx nx|° 1tdx W2 1 W2 15
j sdx=—— + IS ai-ws i
! X 4xt| 44 x 64 16x*, 64 256
PROBLEMA 2.12 Resolver el siguiente integral
‘[xcos xdx
0

24
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- ; j (cos 20)d(2t)

0

(= T
o
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Solucion:

Efectuamos la siguiente sustitucion:
u=x = du =dx
dv = cos xdx = Vv = senx

Reemplazamos y obtenemos:

T T

T T
J.XCOS xdx = xsenx‘0 —Isenxdx =COSX|, = -2
0 0

PROBLEMA 2.13 Resolver el siguiente integral

3

J. x(arctgx )dx

0
Solucion:

Efectuamos la siguiente sustitucion:

dx
1+x?

2
X
dv = xdx = vV=—

u = arctgx = du =

Reemplazamos y obtenemos:

3 2 3 2
X 3 lepxdx 9
x(arctgx )dx = —arct —— | ——=—arctg3—
{ (arctgx)dx = - aretgx|, 2] ctg

9 17 1 9 1 3 3
= _—arctg3——||1- dx = —arcte3 — —(x —arct = Sarctg3 — —
et I( 2) Jaretgd = ( )] 8-

2 1+x

0

2.4 CONVERGENCIA DE INTEGRAL DEFINIDA
PROBLEMA 2.14 Resolver el siguiente integral
T dx
Jx?+6x+11

Solucion:

Jixr 2"

(1+x) 1 X
1+x?

[GoodPDF]

En este problema ambos limites de integracion son infinitos, es por ello, que dividimos este integral

en dos.
+o0 +00 0 b
J‘ dx _J‘ J- dx T J‘ dx hmJ‘ dx
x +6x+11 (x+3) +2 (x+3) +2  ao- (x+3) +2 bt (x+3) +2
0 b
) d(x+3) d(x+3) ) 1 x+3 lim 1 x+3°
= lim = lim arctg arctg——
a—)w:!' (x +3)2 +(\/§) b—>+oo£ (x +3)2 +(\/§)2 a——oo \/7 \/7 b—>+oo /7 \/7
1 a+3 . 1 b+3 1
—arctg arctg

+ lim ——arctg - arctg i
2 2 20 W2 V2
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o

PROBLEMA 2.15 Resolver el siguiente integral

J-3X +2
O AKX
Solucioén:
Dividimos el integral en dos:
1 2
j3X 2 4x —3j dx +2j +21, 3(6J+2(6):102
’ 3/7 /7 7 7
Siendo:
1 4 7!
I, = ngdx = §x5 = 9
e 7 . 7
1 d 0—g; 7% 1 7%
L= = j 3dx+j 3dx—hm x ‘dx+lim [x %dx
3 X a]—>0 £,—0

O+¢,

= 3lim(g, )" +3+3-31lim(e, )"’ =6

g,—0 £,—0

PROBLEMA 2.16 Resolver el siguiente integral

—_——

x =1y
Solucion:

Integramos y reemplazamos valores.

2

2 2 1

=j(x D3dx-1)=3x-1)3 =

dx
1 /(X 1)2 1 1

2.5 AREAS DE FIGURAS PLANAS

‘—:

PROBLEMA 2.17 Determinar el 4rea que forma la parabola y = x” con las lineas x =—1, x=2y
con el eje de la abscisa.

AY

10 2
Fig. 2.1
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Solucion:
Utilizamos la siguiente férmula:

b 2 ) X32
A=|fx)dx = dx=— =3
! (x)|dx IX X ;

1 1

PROBLEMA 2.18 Determinar el area que forman las curvas y = x* e y= Jx

AY y: )(2

y=/x

0 »X

Fig. 2.2
Solucion:

Determinamos los puntos de interseccion
x, =0
2 1
X = x/; =0 =
X, =1

Utilizamos la siguiente férmula:

[, () — £, () Jdx = i[&_xz]dx - @X; _ ; XgJ

A=

0 e

PROBLEMA 2.19 Determinar el rea que forma la pardbola x = y” con lalinearecta x =2—y

A
X=2-y

Y
&
OQ i

Fig. 2.3
Solucion:
Determinamos los puntos de interseccion
=1
Y, = 2
Utilizamos la misma férmula anterior:
b 1 2 3 !
9
A=[[f,x)-f,0kx = [[2-y-y Hy=[2y- 2 -7 =—
![2() Ne3)s L[ y—y*Hy (y 27372
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PROBLEMA 2.20 Determinar el &rea de la elipse X =acost, y = bsent
AY

b
- o
N
Fig. 2.4

Solucion:

Podemos indicar, que el area total de la elipse es igual a la suma de cuatro veces el area

sombreada, denotada como A,
A=4A, = A:4Iydx
0

Por condicion del problema:

y = bsent

dx = —asentdt
Determinamos los limites de integracion, analizando x =acost
t
0 /2
a 0

Reemplazamos en el integral y obtenemos:
™
T T 2

0 2 2
A= 4'[ bsent(—asent)dt = 4abJ- sen’tdt = 2abI(1 —cos2t)dt = 2ab(t - ;sen2t]
T 0 0

= mab

0
2

PROBLEMA 2.21 Determinar el area formada por la curva p = asen3¢
Solucion:
Graficamos el esquema de la curva, para ello, determinamos el periodo de la funcién p = asen3¢, a
través del periodo T, siendo:
asen3(¢+T)=asen3p = sen3(¢+T) =sen30p
Efectuando operaciones obtenemos:

sen3@cos 3T + cos 3psen3T = sen3p

De donde:
sen3T =0
cos3T =1
De esta manera:
3T=2n = T= 237:
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. - , 27
Siendo suficiente graficar la curva en el sector 0 < @ < 3

Como el radio polar p debe ser positivo, entonces el intervalo de variaciéon del angulo ¢ debe estar

b T 21 )
eneltramo 0< o< § En el tramo restante § << ? se tendrd que p <0 vy los puntos en este

tramo no existen.

T
Paraeltramo 0<¢ < 3 la funcién sen3¢@ crece de 0 a 1y para el tramo — < ¢ < — desciende de

n T
6 3

1a0.

Considerando lo indicado anteriormente, graficamos la funcién p=asen3¢p para el tramo

T , _ L 2n
0<op< 3 en el sistema de coordenadas polar. Como el periodo de la funciéon p =asen3¢ es 3
entonces hasta el angulo 2w se desarrollan 3 lazos, estando el segundo lazo en el tramo
2n 4n Sn _
— < @ <7 y el tercer lazo en el tramo 3 << 3 tal como se muestra en la figura 2.5

3
a

Fig. 2.5
Para determinar el &rea de cada lazo, se aplicard la siguiente féormula:

15 2
Alazo = 2£[p((P)] d(P

Como son 3 lazos, el area total de la curva formada sera:

3 2 g 2 g 2
A= 3.ljazsen23(pd(p = 3i.|.(1 — cos 6¢p)do =3a{(p— 1sen6(p} _arn
29 4 5 4 6 o

2.6 LONGITUD DE CURVATURA PLANA
PROBLEMA 2.22 Determinar la longitud de la curva de un cardioide p =a(l+cos @), siendo a >0
Solucién:

Construimos la curva del cardioide, considerandoque p=0y 0< @ <2n

T T (L T T T
— — — | T+ —+
¢ 0 6 4 2 2 6 2

T T
4 3
3 A2 3 1 2 3

29
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31t 21

1 T T T 31t
T+ T+ T+ T et .
© 6 4 3 2 2 6 2 2

[\
[\

i T3
) ) e () o)
p ) ) a 2a

De esta manera, la curva del cardioide se muestra en la figura 2.6
m

Fig. 2.6
De la figura 2.6 se puede observar que el cardioide esta formado por 2 partes simétricas, la primera

es AmO para el intervalo 0 < @ < 7t y la segunda OnA para el intervalo < ¢ < 2. Es por ello, que

es suficiente con determinar la longitud de la mitad de la curvatura y multiplicarlo por dos para
obtener el total.

Para calcular la longitud de la curva aplicamos la féormula:

B
Lewns = | [P@F +[0' (@] do

Aplicamos al tramo Am0, obteniendo:

L amo) J.\ 1+coscp] +[ asen(p] dop= a.[ /Wd(p 2aj\cos ((pjd(p
0

T

—2afcos| @ ldo = o) _
Liamoy = 2a_([ cos[zjd(p = 4asen(2j 0 =4a
Luego:
L=2L .0 =82

PROBLEMA 2.23 Determinar la longitud de la parte que se intersecta la semiparabola cubica

1
> =(x—p)’ conlaparabola y* = 5p2X

Solucioén:

Esquematizamos los graficos (figura 2.7), entendiéndose, que para este problema la longitud que
nos piden es BAB’, formada por 2 partes simétricas, por ello, es suficiente calcular la longitud de la
curva AB y duplicamos su valor.

Para determinar los limites es suficiente con determinar la abscisa del punto B, porque la abscisa del
punto A es conocido e iguala p.

30
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Resolvemos el sistema de ecuaciones de las dos parabolas:

P=(x-p)’ N
1 = X— =_-p°x
y? = - p’x (x=p) ’ p
2
Resolvemos la ecuacién cubica y obtenemos x = 2p
AY
B
A/ o
0 P 5o »X
B
Fig. 2.7

Como la funcién se puede expresar por la ecuaciéon y ={f(x), entonces para su resolucién

aplicamos la siguiente formula:

L, = T\/H [t o[ dx

Siendo para este caso los limites de integracién a=p y b=2p

Ademas:

£(0) =+ /(x—p)’

1

, 3 =
f (x)=_(x-p)?
2
Reemplazamos y obtenemos:

L=2f\1+B(x—p)2 dx_zj e X——pd

3
29,0941
ollT4P Ty

u.)\t\.)

3
ng 1+2p -1
2710 4

2.7 VOLUMEN Y AREAS DE SUPERFICIES DE CUERPOS DE REVOLUCION
PROBLEMA 2.24 Determinar el volumen del cuerpo que se genera por el giro respecto al eje OX,

del sector de interseccion de la semielipse y =3+/1—x” con la semiparabola x = 1=y con el
eje QY
Solucion:

2
La ecuacion y = 3+/1—x> corresponde a la parte superior de la elipse %+ x* =1
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.z 7 2 . .z
La ecuacion x = ./l—y corresponde al lazo derecho de la pardbola x” =1—y con interseccion

con el eje QY en el punto (0,1) y con el eje OX en los puntos (1,0) y (-1,0).
Alrededor del eje OX gira la figura sombreada ABC. El volumen de dicho cuerpo de revolucién lo
obtenemos como la diferencia de los cuerpos de revoluciéon OBC y OAC, tal como se muestra en la

figura 2.8
AY
3B
A
10 1|< >X
Fig. 2.8

Para dicho célculo, aplicamos la siguiente formula:
b
v =nf[feof dx

Reemplazamos y obtenemos:

1

1 1
V:nj9(l—xz)dx—nj(l—xz)2dx =7 (9)(—3)(3]1 —[){—27(3 +1X5j :gn
) ) 0 305 15

0

2 2 2
PROBLEMA 2.25 Determinar el area de la superficie formada por el giro del astroide x* +y?* =a?

alrededor del eje OX
Solucioén:
Esquematizamos el astroide, para ello, escribimos la ecuaciéon del mismo en forma paramétrica:

X =acos’ t
3
y =asen't
El astroide es simétrico respecto a los ejes de coordenadas, por ello, es suficiente con determinar el
area de la superficie del giro del tramo AB, ubicado en el 1er cuadrante y multiplicamos por dos.

AY
Bla
-a a
0 A » X
-a
Fig. 2.9
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Como el tramo AB se encuentre en el intervalo de 0 a m/2, aplicamos la siguiente férmula para
determinar el area de la superficie del giro de dicho tramo respecto al eje OX

Ay =21] yor[x OF +[y 0 ac

4
Reemplazamos y obtenemos:

T

Ay =221

O —y0 | 3

2
asenStx/(—3a cos’ tsent)” + (3asen’tcost)’dt = 4nI (asen’t)(3asent cos t)dt
0

™
s E
sen’t|2 12
2 =""na’

A, =12ma’ 5

(sen‘t)d(sent) =12ma

ct—u |3

0
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CAPITULO 3
INTEGRAL MULTIPLE

3.1 INTEGRAL DOBLE
PROBLEMA 3.1 Resolver el siguiente integral, considerando (0<x <1, 0<y <?2)

ﬂ xy dxdy
D

Solucion:

Agrupamos por variable, considerando los limites de integracion y efectuamos el célculo respectivo.

ijxydxdy :jxdxjydyzjxdx( ;j

0 0 0

2

J.Zxdx =X ‘ =1

0

PROBLEMA 3.2 Resolver el siguiente integral, considerando (0<x <1, 0<y<1)
” e Y dxdy
D

Solucioén:
Agrupamos por variable, considerando los limites de integracion y efectuamos el célculo respectivo.

ﬂe"+ydxdy = Hexeydxdy = jexdxjeydy = j.exdx(ey):) = (e—l)je"dx =
D D 0 0

0 0

=(e-1?

PROBLEMA 3.3 Resolver el siguiente integral, considerando (0<x <1, 0<y<1)

I

>-dxdy

Solucioén:
Agrupamos por variable, considerando los limites de integracion y efectuamos el calculo respectivo.

2 1 { | 1 3
_g 1_):}]2 dXdy = '(l;XZdX-([lf};Z - !XZdX(HCtgy)L _ Z!dex _ Z(XSJ

PROBLEMA 3.4 Resolver el siguiente integral, considerando (0<x <1, 0<y<1)

” dxdy
(x+y+1)°
Solucioén:
Agrupamos por variable, considerando los limites de integracién y efectuamos el calculo respectivo.

dxdy 1 1 1 1 ~
J‘J.(eryjtl) -([dxl‘(XerJrl) Idx( X+y+J ;[(XJrl X+2jdx—ln

0

—m?
3

1
x+1
X+2 0
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PROBLEMA 3.5 Resolver el siguiente integral, considerando (0<x <m/2, 0<y<2)

ﬂ x>y cos(xy > )dxdy
D

Solucion:

Agrupamos por variable, considerando los limites de integracién y efectuamos el calculo respectivo.

;o > z
1
” x*ycos(xy *)dxdy = l.[xdx.[cos(xyz)d(xyz) = lJ.xdx [sen(xyz)]‘z = —jxsen4xdx
D 2 0 0 2 0 2 0
: :
= lJ.xd(—cos4x) = —lxcos 4)(‘7”2 + lJ.cos 4xdx = —+ Lsen4x Mr__ T
8 8 0 8 16 32 16

0 0

En esta ultima parte, se aplico el método de la integracion por partes, considerando:
u=x = du =dx

dv=d(-cos4x) = v =—cos4x

PROBLEMA 3.6 Resolver el siguiente integral

Solucion:

Integramos de derecha a izquierda.

_dejdy jAdX(y)\F Ix/7d 2 =%a3/2

PROBLEMA 3.7 Resolver el siguiente integral

Jay feras

Solucioén:
Integramos de derecha a izquierda.

Iny 2 2 2 2
Idy Ie dx = = J.(elny ~Ddy = .[eh‘ydy—J-dy = Iyelnyd(m y)—1= %e“’y 12 -1
1 1 1 1
— In2 _le]nl _1=l
2 2
Para el ultimo integral aplicamos el método de la integracién por partes.
2 2 2
_ Iny _ Iny _ Iny 2 lny . lny . _ X Iny 2
I—-l[e dy—_!‘ye d(Iny) =ye ] _!- dy =ye -1 S I_2e 1
Siendo:
u=y = du =dy
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dv=e™d(lny) = v=e™

PROBLEMA 3.8 Resolver el siguiente integral, considerando que el sector de integracién esta
limitado por las rectas x=2, y=x e hipérbola xy=1

.g);zdxdy
Solucion:

: 1 , , :
Cuando x=1 se cumplirda que — = X, de esta manera los intervalos de integracién son:
X

1<x<2

De esta manera, tenemos:

[ oy =fox | Xay= i T o
—dxdy dx | —dy= 2d){— ] = (X - szdx = | (x’ —x)dx =( - J =
1 1/x y y 1/x 1 X 1 1 4
3.2 INTEGRAL TRIPLE
PROBLEMA 3.9 Resolver el siguiente integral
1 2 3
J.de-dyJ.dz
0 0 0
Solucioén:
Resolvemos el integral de derecha a izquierda.
1 2 3 1 2 3 1 2 1 ) 1 .
[ax[dy[dz=[dx[dy(z)|, = [dax[3dy = [dx3y)|; = [6dx =6x] =6
0 0 0 0 0 0 0 0 0
PROBLEMA 3.10 Resolver el siguiente integral
a b c
IdedyI(x +y+2z)dz
0 0 0
Solucioén:
Resolvemos el integral de derecha a izquierda.
¢ a b
Idxjdyj(x +y+z)dz= Idxjdy(xz +yz+ j = I ( XC +yc+ de
0 0
a 2 2 \® 2 2 2 2 2\
=Idx Xcy + y C+C—y =I xbc +b—c+bi dx = bex +b X +bc x C(a+b+c)
0 2 2 s 0 2 2 2 2 2 .
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PROBLEMA 3.11 Resolver el siguiente integral
a X y
I dXJ‘ dyJ‘ xyzdz
0 0 0

Solucioén:
Resolvemos el integral de derecha a izquierda.

y X

a X y a X 2 a X 3 a 4 a 62 6
XyZ Xy Xy I¢ s X a

dx|dy| xyzdz= | dx dy(J =|dx| —=—dy= dx(j =—|xdx=—] =—
ffofmar=fusfol % | <% w=fo Y ) =sfve= -
PROBLEMA 3.12 Resolver el siguiente integral

e—1 e—x—1 X+y+e
In(z —x —
J‘ dx J‘ dy (z—x-Yy)
0 7 - (x—e)x+y—e)
Solucion:
Asumimos:
Z,=72—X-Y = dz, =dz
z,(@)=e—x—y
z,(x+y+e)=e
Cambiamos variable y limites de integracion.
e—1 e—x—1 X+y+e e—1 e—x—1 e
In(z — x —

Idx J- dy (z=x=y) dz = J.dx I dy J‘lnzldzl
0 0 . (x—e)x+y-—e) 0 0 (x—e)(x+y—e)e+y

e—1 e—x—1
= | dx zInz -z )

-([ ;[ (x— e)(x +y— e)( ! ! 1)3"”
El dltimo integral fue resuelto mediante integracién por partes.

d
u=lhz = du= 21
Z

dv=dz, = V=12,

Reemplazamos y obtenemos:
o

-1

dy

[e-x-y)—(e—x-y)In(e-x—y)|=

X—¢€

= T dx jf
0 0

Asumimos:

°
<) —
R

(x—e)(x+y—e)

0

y,=e—-x—-y =  dy,=-dy
y,(0)=e-x
y,(e=x-1)=1

Una vez méas cambiamos la variable y limites de integracion.
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e—1 d 1 e—l d
= j . I (_lnYI +1)(13’1 = J‘iX(ZYI _Y11n}’1)l_x
o x—e . X—e

El dltimo integral fue resuelto mediante integracion por partes.

dy,
Yi

u=hy, = du=

dv=dy, = vV=y,

Reemplazamos y obtenemos:
0

- jln(e x)d(e x)+2jdx+2j

[(e x)In(e —x) —2(e —x) +2]= { In(e —x) +2 +

2 }dx
X—e

O'—ul

e—1

=2e-5

d(x e) [

Para resolver este Ultimo mtegral se apllco una vez mas la integracion por partes.
d(e—x)
e—Xx

u =In(e — x) = du =

dv=d(e—x) = v=e—X

PROBLEMA 3.13 Resolver el siguiente integral, sabiendo que el sector esta limitado por un cilindro

y=-/X ylosplanos y=0, z=0, X+Z=g

Jﬂ ycos(z + x)dxdydz

Solucioén:
De acuerdo a los datos del problema, se asume que los intervalos son:

T
0<x<—

Reemplazamos y resolvemos el integral.

TE TE

J]:[ ycos(z + x)dxdydz = J.dx Idy J. ycos(z+x)dz = Idx J.ydy[sen(z + x)]‘

1a

TI T

Jx 2 Jx 2
1
_([ y(I—senx)dy = I(l - senx)dx[ 5 J = EI (x —xsenx)dx =

SE

1

+ — | xd(cos x
5 ( )

X
4

O'—.I\J\T-l
= L

0

2 - 2

T 1 Im
cos xdx =———senx‘ ==
16 2 ° 16 2

T
n® xcosx|z 1
+ —_

6 2 |, 2

O —yo| 3
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Para resolver el tltimo integral se aplicé la integracion por partes.
u=x = du =dx

dv =d(cos x) = V =COSX

3.3 AREAS DE FIGURAS PLANAS POR LA INTEGRAL DOBLE
PROBLEMA 3.14 Determinar el area de la figura plana formada por las rectas x =0, y =0,
x+y=1
Solucion:
Como x+y=1 = y=1-x
Por conocimientos simples de funciones, podemos indicar, que los intervalos en los cuales se
integrara son:
0<x<l1
0<y<l1

Ahora, determinamos el area formada por dichas rectas.

X

A =j;dxj;(l—X)d}’ =idX(Y‘XY)lo zi(l_x)dx :(X_;j

PROBLEMA 3.15 Determinar el area de la figura plana formada por las rectas y =x, y =5x,

x=1
Solucion:

y =5x
Podemos indicar, que los intervalos en los cuales se integrara son:

0<x<1

=X
Comoy }:x:O

x <y <5x

Ahora, determinamos el area formada por dichas rectas.
1 5x 1 1 !

A =[dx [dy = [ (5x —x)dx = [4xdx =2x’ =2
0 X 0 0

2

PROBLEMA 3.16 Determinar el area de la figura plana formada por la parabola y2 =—X conla
a

b
recta y = —X
a

Solucion:
2

Como yz——x = X= a y
a b’

2
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Ademas y=9x = X=3y
a b

De donde:
a y? = a y N y=0
b* b y=>b
Ahora, determinamos el area formada por la parabola y la recta.

(b b) ab
=al ——— | = —
2 3 6

b

b %y bla a yz y3
A=|dy | dx= (y—y2jdy=a[—j
! I '[ b b’ 2b  3b* o

a 2 0
Y

3.4 VOLUMEN DE CUERPOS POR LA INTEGRAL DOBLE
PROBLEMA 3.17 Determinar el volumen del cuerpo generado por la interseccion de los planos

2 2

.y
x =a, y =b con el paraboloide eliptico z = —+ =—

2p 2q
Solucion:

Determinamos el volumen del cuerpo generado.

2 y2 ~ a Xzy y3
[ I O (e I ey

[x% b&]a a’b  ab’ ab(az sz
6p 6g9 ) 6p 69 O6(p q

PROBLEMA 3.18 Determinar el volumen del cuerpo generado por los cilindros y = x/;, y= 2x/;,

b a X2b b3
dx = J.(+ jdx
o o\ 2p 69

conlosplanos z=0, x+z=6

Solucioén:

Cuando z =0, los intervalos de integracién son:
0<x<6

Jx <y<24x

Ademas, sabemos que:
X+z=6 = z=6-X

De esta manera, determinamos el volumen del cuerpo generado.

V=[] (6-x)dxdy = idxzf(é— x)dy = j(6 —x)~/xdx = T(6sz " hix
D 0 NS 0

0
_ (4)(3/2 _ 2X5/2j
5

6x32  x3? 6 6 48
= -z -2 /6
3/2  5/2 o 5

0
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PROBLEMA 3.19 Determinar el volumen del cuerpo generado por el paraboloide hiperbdlico
z=x">—y’ conlosplanos z=0, x =3

Solucion:

Cuando z=0 = y==x

De esta manera, determinamos el volumen del cuerpo generado.

X 3 %4X%
dx = I[2X3 - ]dx IT —
0

x 0

3 X 3

\Y =IdXI(X2 —yz)dy =j;(x2y—y;J

0 —X

0

PROBLEMA 3.20 Determinar el volumen del cuerpo generado por los cilindros y =e*, y=e ",

2 2
z=e" —y conelplano z=0
Solucién:

Cuando z =0 se cumplira:

—X

Cuando x =0 se cumplird que e* =e¢

Cuando x =1 se cumplird que e* =e¢
De esta manera, el sector formado es simétrico respecto al eje QY, calculando el volumen del cuerpo

generado.

e
1 e

V=2[dx [ (e’ —y*)dy = 2i[e2y—y33]

0 e

X

1
dx = 2[(263 —e™? 4 le3X ]dx
e 3 3

1=262_2e3+1
. 9

3.5 VOLUMEN DE CUERPOS POR LA INTEGRAL TRIPLE

V= (463X -2e*"? + 263")
3 9

PROBLEMA 3.21 Determinar el volumen del cuerpo formado por los cilindros Z=4—y2,

z=y>+2 conlosplanos x =—1, x =2

Solucién:

Por datos del problema sabemos los limites de integracion en “x”
—1<x<2

[T ] “_

Para conocer los limites de integracion en “y”, igualamos ambas funciones respecto a “z
2
z=y +2

= yi42=4—vy? - y=+1
Z:4_y2} y y oy
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De esta manera, tenemos:

-1<y<1

“o

Para saber los limites de integracion en “z’, se recomienda graficar los cilindros z=4—y2,

zZ= y2 + 2, con la finalidad de saber el inicio y final de la integracion, siendo, para este caso, los
extremos los siguientes:

(Y’ +2)<z<(4-y?)
De esta manera, determinamos el volumen del cuerpo formado.

V= jdxjdyjdz—jdxj(z 2y*)dy = j(zy—ZfJ dx=j(4—:jdx=§jdx=8

-1 -1 y 240 -1 -1

PROBLEMA 3.22 Determinar el volumen del cuerpo formado por los paraboloides z =x’ +y2,

z=x"+2y’ conlosplanos y=x, y=2x, x =1

Solucion:

u ” [Tl

Para conocer los limites de integracion en “x”, igualamos ambas funciones respecto a “y

y=x
= x=2x .. x=0
y =2x
De esta manera, los limites de integraciéon en “x” son:
0<x<1
Sin necesidad de graficar, podemos indicar que los limites de integracién en “y” son:
x <y<2x

u ”

Para saber los limites de integracion en “z”, se recomienda graficar los paraboloides z = x° + y2,
z=x"+ 2y2 , aunque sin mucho esfuerzo podemos notar que los limites de integracion son:
(x* +y2) <z<(x? +2y2)

De esta manera, determinamos el volumen del cuerpo formado.

1 2x xP+2y? 1 2x 11 17 3 7 4! 7
V= Idx}[dyxz‘[y dz-!dx!yzd :!).},3,( dX=E|).3(8X3—X3)dX :!)';dx=lxz():12

PROBLEMA 3.23 Determinar el volumen del cuerpo formado por los paraboloides z = x* + yz,

z =2x>+2y’con el cilindro y = x* y el plano y = x

Solucion:

, igualamos ambas funciones respecto a “y

Para conocer los limites de integracion en “x

y=X2 :>X2:X . X:O
y =X X =1

De esta manera, los limites de integracion en “x” son:
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0<x<1
Al graficar, nos damos cuenta que para “y” en el sector intersectado, el limite inferior es y = X’ y el
limite superior y = x
2
X" <Sy<Xx
Para saber los limites de integracion en “z”, se recomienda graficar los paraboloides z = x? + yz,
z=2x"+ 2y2 , aunque sin mucho esfuerzo podemos notar que los limites de integracion son:

(x> +y*)<z<(2x” +2y%)
De esta manera, determinamos el volumen del cuerpo formado.

X 2x2+2y2 1 X

V=‘:[dxj‘dy I dz=jdxi(x2+y2)dy=j;(xzy+}§}

XZ X2+y2 0

1 6 3
dx =I(—X3—X4 +4§jdx

X2 0
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CAPITULO 4
CALCULO INTEGRAL APLICADO A LA INGENIERIA ESTRUCTURAL

4.1 MOMENTO ESTATICO Y MOMENTO DE INERCIA

PROBLEMA 4.1 Determinar el momento estatico y el momento de inercia del triangulo respecto al
eje OZ

Fig. 4.1
Solucion:

El area del elemento diferencial (sector sombreado) sera:
dA =b(y)dy
Por relacion de triangulos tenemos:

b(y) _b _bo
hey b b(y) = (h-y)

De esta manera, el momento estatico sera:

h

b'" b yzh y3

S, =[yda="[yh-yydy="| ¥ -
. iy h!“ y)dy h(z 3 )

e
6

Ahora, determinamos el momento de inercia:

bh’
12

bh
I, =[y'dA="[y*(h-y)dy =
A 0

PROBLEMA 4.2 Determinar el momento de inercia del rectangulo respecto al eje OZ

AY
TdA
h/2 -“R/Y
5 >7
h/2
b
Fig. 4.2

Solucioén:
El &rea del elemento diferencial (sector sombreado) sera:

dA = bdy
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Luego, calculamos el momento de inercia

_ bh?
12

4.2 REACCIONES Y DIAGRAMAS EN VIGAS

PROBLEMA 4.3 Para la viga simplemente apoyada y sometida a una carga sinoidal
X
w(x) = wsenf, se pide determinar las reacciones en los apoyos y graficar sus diagramas de

fuerza cortante (V) y momento flector (M)

Re trs

Fig. 4.3
Solucioén:
Como la carga es simétrica, las reacciones en los apoyos seran iguales, siendo sus valores igual a la
mitad del area de carga, la cual la calculamos mediante integracion.

L

wL

0 T

15 1§ X wL  7mx
R, =R; = —Iw(x)dx = —.[wsen—dx =——CO0S—
2 29 L 2n L

De esta manera, la fuerza cortante por la longitud de la viga sera:

T L L wL
Vx)=R, —.[w(t)dt = W——stenn—tdt = W—Jr W—cosn—t
0 Ty L T T

X
wL X
= —CO0S —
L, =

Siendo:

t —variable en los limites 0 <t < x

X — parametro y limite superior del integral

Ahora, determinamos la ecuacién del momento por la longitud de la viga, para lo cual aplicamos la
relacion diferencial entre fuerza cortante y momento flector.

M
M _y,
dx
Integramos y obtenemos:
[ rwLl LL at] wL’
M(x) =M, +IV(t)dt = jw—cos n—tdt W Een ™ =W . sen -
0 y T L n n Lj, =

Siendo:

M, - momento flector al inicio de la viga, es decir, cuando x=0 y su valor es cero.
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Con las ecuaciones obtenidas, determinamos los valores de la fuerza cortante y momento flector en

los puntos principales, entendiéndose que para graficar una curva, tan solo es necesaria obtener tres
puntos (tabla 4.1)

Tabla 4.1

X \ M

wL
0 T 0
wl?

L/2 0 2
wL

L b 0

Luego, procedemos a graficar los diagramas de fuerza cortante y momento flector, tal como se
muestra en la figura 4.4

=
s

_>

—
g
[

<

SE—
P
@ ®

W2

—

2
7T
Fig. 4.4

4.3 DEFLEXIONES DE MIEMBROS CARGADOS AXIALMENTE
PROBLEMA 4.4 Un resorte se alarga 0,02m debido a la accién de una fuerza de traccién de 50N.

Determinar el valor del trabajo realizado para que el resorte se alargue 0,10m
Solucion:

Para resortes sabemos que:
F=Kx
Siendo:
F —fuerza
K - rigidez del resorte
x — alargamiento
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Reemplazamos valores para el caso del estiramiento de 0,02m y obtenemos el valor de la rigidez del
resorte.

50 =K.0,02 = K =2500N/m

En consecuencia, la fuerza en funcién de x serd F(x) = 2500x

De esta manera, el trabajo necesario para lograr un alargamiento de 0,01m sera:
0,1

0,1
W= IZSOOXdX =1250x* =125N.m=12,5J
0

0

PROBLEMA 4.5 Una barra de seccién transversal rectangular y espesor constante “t” se somete a

traccion por fuerzas P. El ancho de la barra varia linealmente desde b, en el extremo izquierdo
hasta b, en el extremo derecho. Obtener una férmula para el alargamiento de la barra y calcular su

valorsi b, =4plg, b, =6plg, L=60plg, t=1plg, P=8000lb y E =30.10°psi

=

L

o
==

Fig. 4.5
Solucion:

Aplicando la geometria, determinamos el valor del lado b _ para la seccién a una longitud “x” del
extremo izquierdo
b, —b,)x
b, =b, + (b, =b)x
L

Luego:

Ax =bxt = {bl +(bz—b1)Xi|t =|:b1L+(b2 _bl)x}t
L L

En consecuencia:

5 _T Pdx _T Pdx ~PL  td]b,L+(b,-b)x]
VEA [ biL+(b,—b)x ] Et(b,~b)y [b,L+(b, —b)x]
L
8= L1n[blL+ (b, —b)x]; = P b
Et(b, —b,) Et(b, —b,) b,

Reemplazamos valores y obtenemos el alargamiento:

= 80600'60 In 6 =0,00324plg
30.10°.1.(6-4) 4
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4.4 ANGULO DE GIRO EN TORSION
PROBLEMA 4.6 Una barra prismatica AB de seccién transversal circular sélida (rigidez
torsional=Gly,) estd empotrada en su extremo izquierdo y se somete a un momento torsor distribuido
de intensidad constante “t” por unidad de longitud. Obtener una férmula para el angulo de giro en

torsiéon en el extremo libre B de la barra.

. G O
v \wv \wv \wv 7w \wv v v \»¥
L

Fig. 4.6
Solucion:

Se sabe que el angulo de giro en torsidon para un momento torsor distribuido sera:

T dx  Gtxdx 12
¢:£ GI, :l GI, 2GIp
Siendo:
T, - momento torsor puntual a una longitud x del extremo libre
G — médulo de elasticidad en cortante
I - momento de inercia polar

p

PROBLEMA 4.7 Resolver el problema anterior si la intensidad del momento torsor distribuido varia
linealmente desde un valor maximo t, en el extremo A hasta cero en el extremo B
Solucion:

La intensidad del momento torsor distribuido t, a una distancia “x” del extremo B lo determinamos por

relaciones de triangulos rectangulos.

t, t, t X
== = t, =
x L L
t
I
A B
; X '
k - {
Fig. 4.7
El momento torsor puntual a una distancia “x” sera:
1 t x’
T, = ~(x)(t,) =
2 2L

Luego, determinamos el angulo de giro en torsion.
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4.5 PENDIENTE Y DEFLEXION EN VIGAS
PROBLEMA 4.8 Determinar la pendiente y deflexiéon en los puntos A y B para la viga en voladizo
mostrada en la figura 4.8

15kN
S 30kN.m
4 z
A \_B ¥ CE
. 2m , 2m ,
Fig. 4.8
Solucion:
Sabemos que:
d’y

Determinamos por la Estatica las ecuaciones de momento para los tramos AB y BC e integramos
una vez para determinar la pendiente y dos veces para determinar la deflexién, considerando las

condiciones de extremos y principio de continuidad para determinar las constantes de integracion.
TRAMO AB (0<x<2)

La ecuacién de momento sera:
X
M, = —15){2] =-7,5x"

Luego:

2
EI ZZ = 7,5
X

Integramos una vez y obtenemos la ecuacién de la pendiente:

B Y —gro- -2,5x* +C,
dx

Integramos por segunda vez y obtenemos la ecuacion de la deflexion:

4
Ely =— 2’54X +C,x+C,

TRAMOBC (2<x<4)
La ecuacién de momento sera:

M, =-15.2.(x = 1) +30 = =30(x — 1) + 30

Luego:
2
B9 Y = 30x-1)+30
dx
EId—y =-15(x —1)* +30x + C,
dx

Ely = -5(x —1)° +15x° +C;x+C,

Determinamos las constantes de integracion Cz y C,4 aplicando las condiciones de extremo en C
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a) Sixsd = 0_,=0.. C,=I5

b) Six=4=y,_, =0 .. C,=-165

Ahora, aplicamos el principio de superposicion para el punto B, donde termina el tramo AB e inicia el
tramo BC

c) Six=2= 02, =0 .. C, =80
d) Six=2= y® =y . C,=-230

Luego, determinamos la pendiente y deflexién en el punto A, para ello, reemplazamos x=0 en las
ecuaciones del tramo AB

1 80
0, =0 = " [-2,500)* +80|=
AT EI[ 0" +80) El

AB 1{ 2,5(0)° 230
Ya= -

A +80(0)-230|=-="
Y0 T gy 4 © EI

Ahora, determinamos la pendiente y deflexién en el punto B, para ello, reemplazamos x=2 en las
ecuaciones del tramo AB. También se puede obtener reemplazando x=2 en las ecuaciones del tramo
BC, siendo los resultados los mismos.

1 60
0, =02 = [-252)° +80|= —
BT EI[ @) ] El

AB 1 2,5(2)4 80
=y, =——- +80(2)—-230|=——
yA yx—2 EI|: ( ) EI

Para ambos puntos, la pendiente va en sentido antihorario y la deflexion verticalmente hacia abajo.

PROBLEMA 4.9 Determinar la deflexion y pendiente en el extremo libre B de la viga en voladizo

2

W X
mostrada en la figura 3.9, si estd sometida a una carga parabdlica w = 10,2
WO

=

ZA

Z 1B

E

/V L y

| ]
Fig. 4.9

Solucion:

Planteamos la ecuacion de la carga distribuida.

d'y  wx’
E174:_ 5
dx L

Integramos por primera vez y obtenemos:

d’y  owx’
dx’ 312

+C,
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CONDICION:

a) Sixs L=V, =0..C ="

De esta forma, la ecuacion de la fuerza cortante quedard asi:

3 3

L

prdY o WoX W
dx 3L 3

Integramos por segunda vez, obteniendo:

d’y  wx' wx

= + +C
dx’ 1212 3 2
CONDICION:
L2
b) SixsL = M,, =0 .. C, :_WZ

Entonces la ecuacion del momento flector quedara asi:

2 4 2
dy = wX +WOLX_W0L

dx? 12172 3 4

Integramos por tercera vez y obtenemos:

d > Lx* L’

l:_woxz wLx®  w, X+C3

dx 60L 6 4
CONDICION:

c) Six=0=0,,=0 .. C;=0
De esta manera, la ecuacion de la pendiente quedara asi:
Ay w x’ . w Lx® w L’x

dx 6012 6 4

Integramos por cuarta vez y obtenemos:

w.x’ wIx® wL’x’
— 5+ — +C,
360L 18 8

CONDICION:
d) Six=0=>y,,=0..C,=0

Ely =

De esta manera, la ecuacion de la deflexién sera:
6 3 2.2
w,x'  wIx® w L'x

36012 18 8

Determinamos el valor de la pendiente en el extremo libre B

1{ WOL3+WOL3 WOL3:|_ w L’

Ely =

0, =0

“L T EI| T 60 6 4 10EI

De esta manera, se concluye que la pendiente va en sentido horario.
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Ahora, calculamos la deflexion en el extremo libre B

1 {_ w L' w L _WOL4:|__13WOL4

= _ = +
Ye =Yl TR T 360 18 8 180EI

La deflexién en el punto va verticalmente hacia abajo y su valor es maximo.

4.6 PENDIENTE Y DESPLAZAMIENTO EN ARCOS
PROBLEMA 4.10 Determinar los desplazamientos vertical y horizontal, asi como la pendiente en el

extremo libre B del arco mostrado en la figura 4.10

Solucioén:

Determinamos las ecuaciones de los momentos para un punto F del arco, para los casos, cuando
esta sometido a la carga real P y el otro caso, cuando esta sometido a la carga unitaria en el sentido
vertical en el punto B, tal como se muestran en las figuras 4.11 y 4.12

CASO CARGA REAL:

M = —PRseng
ds = Rdo
0<op=<m/2

CASO CARGA UNITARIA VERTICAL:
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0<@<m/2

Luego:
85 _ J- MMldS _ ﬂj_z (_PRsen(p)(—RSCI‘l(p) qu) _ TEPR3
s H 0 El 4FEI

Como el signo es positivo, indica que el desplazamiento es vertical hacia abajo.
Ahora, analizamos el desplazamiento horizontal en el mismo punto B, aplicando una carga unitaria

en el punto y direccién requerida, tal como se muestra en la figura 4.13 y determinamos el valor de
su desplazamiento, multiplicando los diagramas de las figuras 4.11 y 4.13
CASO CARGA UNITARIA HORIZONTAL:
M, =-R(I—cos )
ds = Rdo
0<op=<m/2

[ R(1-cos )

Rcos ¢

Fig. 4.13

B _
5y =]
S
Como el signo es positivo, indica que el desplazamiento es horizontal hacia la derecha.
Ahora, analizamos la pendiente en el mismo punto B, aplicando un momento unitario en el punto, tal

como se muestra en la figura 4.14 y determinamos el valor de su pendiente, multiplicando los

MM n/2 _ _ _ 3
ds _ f (—PRsen)[— R(1 cosq))]R do = PR
EI ) EI 2EI

diagramas de las figuras 4.11 y 4.14
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CASO MOMENTO UNITARIO:

M, =-1
ds = Rdo
0<p<m/2

Fig. 4.14

0, - [MMds _ f (-PRseng)(-) 4 PR
B FI 0 EI EI

S

Como el signo es positivo, indica que la pendiente va en sentido horario.

4.7 CARGA CRITICA DE BARRAS EN FLEXION LONGITUDINAL
PROBLEMA 4.11 Determinar la carga critica para la barra simplemente apoyada de seccion

; . . X
constante y sometida a una carga P en el centro de su longitud. Considerar y = asen T

Fig. 4.15

Solucion:

Para determinar la carga critica aplicamos la siguiente férmula:
L 2. \?2
d
JEI 52| dx
0 dx

P R D A—
crit Ly 2
I(dyj dx
dx

0
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Siendo:

Lp - abscisa del punto de aplicacion de la carga longitudinal.

De esta manera, obtenemos:
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10.

o

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

n+l

TABLA DE INTEGRALES SIMPLES

ANEXO

-1

Ix“dx: *LcC Siendo (n #
n+1
Id—x=ln‘x‘+C
X
J'a"dx:a—+C Siendo (a>0, a#1)
Ina
J.exdx:e"+C

J.senxdx =—cosx +C

I cos xdx =senx +C

COs” X
I d2 =—ctgx +C
sen-x

J.dx zlntg§+C

senx 2

I dx = Injtg LY (e
COS X 2 4

J. 2dX 5 =1arctg(x)+c
X" +a a a

J- 2dx 2:me—a+c
X“—a 2a |x+a

J. = arcs
\/a —X

[

J- dx
\/X2 —a2

Ishxdx =chx +C

=ln‘x

Ichxdx =shx +C

en 2 Jc

+4/x* +a’|+C
+4/x* —a’|+C

Naccmvcmada mav Ol

Siendo ‘X‘ >\a‘

[GoodPDF]
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18. Idx =—cthx+C
sh?x

dx
19, Ichzx = thx +C
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