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(Resistencia de Materiales y Elasticidad) Estudio, aplicaciéon e imple-
mentacidn de las teorias cldsicas eldstico-lineales del célculo estructural con sélidos
deformables.

Competencias y descripcién de contenidos en la memoria de verificacién del grado 0.1

Competencias:

(CG3) Capacidad para identificar y resolver problemas aplicando, con creativi-
dad, los conocimientos adquiridos.

(CE07-CA01) Comprender el comportamiento de las estructuras ante las solici-
taciones en condiciones de servicio y situaciones limite.

(CE15-CA09) Conocimiento adecuado y aplicado a la ingenieria de: los princi-
pios de la mecanica del medio continuo y las técnicas de calculo de su respuesta.

(CE18-CA12) Conocimiento adecuado y aplicado a la ingenieria de: las principa-
les caracteristicas y propiedades fisicas y mecanicas de los materiales.

(CE19-CA13) Conocimiento aplicado de teoria de estructuras.

Descripcion de contenidos:
- Teoria de la elasticidad lineal.

- Célculo de barras y de estructuras que trabajan a traccién-compresion.

Teoria de vigas.

Célculo de estructuras que trabajan a flexién-torsion.

- Estudio de la estabilidad.

Introduccién a la teoria de placas.

Calculo matricial de estructuras.

Resultados del aprendizaje en la memoria de verificaciéon del grado 0.1

(RA01) Comprensioén, andlisis y calculo de problemas sencillos de elementos estructu-
rales bajo comportamiento lineal.

(RA02) Comprensién de la teoria basica y de la solucién de algunos problemas funda-
mentales en elasticidad lineal de sélidos.

(RA03) Conocimiento, comprensién y aplicacién de los métodos de calculo.

(RA04) Aplicacidn, analisis y sintesis de estructuras.



Actividades formativas en la memoria de verificacién del grado 0.1

Lecciones Magistrales (LM).
Resolucién de problemas en el aula (RPA).
Trabajo auténomo de estudio y realizacién de ejercicios.

Preparacion y realizacién de actividades evaluables.
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10 1.1. Prélogo

1.1. Prélogo

Este libro va dirigido a los estudiantes de ingenieria, en especial al grado de ingenieria
aerospacial, siendo una recopilacién del trabajo realizado por el Grupo Avanzado de MOde-
lado y SImulacién NO-lineal de S6lidos (GAMOSINOS) durante los cursos académicos 2020,
2021y 2022.

En sus péginas, los alumnos, descubrirdn un amplio nimero de problemas resueltos que
abarcan los conocimientos necesarios para alcanzar los objetivos en la asignatura de Elasti-
cidad y Resistencia de Materiales de 2° del Grado Aeroespacial.

El libro estd estructurado en diez capitulos y cada uno de ellos estd dividido a su vez en
dos partes. En una primera parte, estan los enunciados de los problemas a resolver mientras
que en una segunda parte estan dichos problemas con sus respectivas soluciones. El capitulo
I esta dedicado al Algebra Tensorial y al MATLAB, el capitulo II esté4 referido a los conceptos
de Elasticidad Lineal (Tensiones, Deformaciones y Desplazamientos), los capitulos III, IV,
V, VI, VII, VIII recopilan los conceptos referentes a la Resistencia de Materiales (Flexion,
Cortante, Axil, Torsién, Giros, Desplazamientos, Deformaciones, Membranas y Pandeo).Y,
finalmente, los capitulos IX y X sientan las bases para un primer acercamiento al cdlculo de
estructuras y al calculo matricial.

Esperamos que esta recopilaciéon de problemas sean de ayuda en vuestro estudio.

Grupo Avanzado de MOdelado y SImulacion NO-lineal de Sélidos
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Capitulo 2. Algebra Tensorial 13

2.1. Enunciados de problemas de Algebra Tensorial

1. Dos tensores de segundo orden A y B tienen las siguientes representaciones matriciales
en la base X:

cosa sina O -1 0 0
[Alx =|-sina cosa 0| ,[B]lx=|0 1 0
0 0 1 X 0 0 1 X

a) Verifica que los dos tensores son ortogonales.

b) Demuestra que el tensor A describe la rotacion.

2. Siga los siguientes pasos que le permitirdn comprender mejor cuestiones sobre el cdlcu-
lo de la energia en el tema de elasticidad:

a) Demuestre que AB: C=A: CBT.

b) Utilice esta relacién para demostrar que para dos tensores de segundo orden cua-

. D . 1
lesquiera, o'y € si definimos una funcién escalar U (o, €) = SO Ese puede calcular
en cualquier base.

c) Utilice las propiedades que conoce de algebra de tensores para demostrar que

1
V.V D
el + =07
2

eP, donde los superindices V y D representan la parte volumétrica y desviadora
del tensor

funcién antes mencionada puede escribirse también como, U = 50‘

d) Demostrar que si ambos tensores tienen los mismos autovectores la funcién antes

. . . 1
mencionada se podria también calcular de la siguiente manera U = 3 (€107 + €905 + €303)

donde 0; y ¢; son los autovalores de ambos tensores.

3. Sea X la base candnica y dada la base X’ definida por:
1 T
erlly=—=|1 0 1

eshe=[0 1 o]

1 T
e;ly=—2|1 0 -1
[ 3]X \/E[ ]X
El estado de un cuerpo se describe con el siguiente vector expresado en la base X’
T
[vlx = [ L3 2 ]x'

A dicho cuerpo le pueden pasar dos operaciones descritas por los siguientes tensores
de segundo orden, expresados en la base X:

2 00
[Tlx=|0 1 0
00 1

X



14 2.1. Enunciados de problemas de Algebra Tensorial

Se pide:

a) Elresultado de T y S actuando sobre v en la base X y X'
b) El vector resultado de ToS y SoT sobre v en las bases X y X’. ;Coinciden?
c) Interpretar lo que significa T y S.

4. Demostrar la relacién

(ei®ej):(ek®el):6ik6]~l (2.1)

utilizada para la definicién del producto escalar de dos tensores de segundo orden i.e.

A:B :AijBij (22)
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2.2. Solucion de problemas de Algebra Tensorial

1. Dos tensores de segundo orden A y B tienen las siguientes representaciones matriciales
en la base X:

cosa sina 0 -1 0 0
[Alx =|-sina cosa 0| ,B]lx=|0 1 0
0 0 1 0 0 1],

a) Verifica que los dos tensores son ortogonales.

b) Demuestra que el tensor A describe la rotacién.

Solucion

a) Para que un tensor cualquiera S es ortogonal, se debe cumplir que:
s's=1

con 1 =e;®e; es el tensor de unidad. Ahora veamos los tensores de segundo orden
A y B, tenemos

1 0 O]
[AT][A]=]0 1 0] = ATA=1
0 0 1]
1 0 0
BT][B]=|0 1 0| = B'B=1
0 0 1

Por tanto, los dos tensores son ortogonales.

b) Un tensor que describe la rotacién debe cumplir que es un tensor ortogonal y que
su determinante sea 1. Por lo anterior, se sabe que el tensor A es ortogonal, ahora
veamos si su determinante es 1. Tenemos:

det(A) = det[A] = 1

Por tanto, el tensor A describe una rotacién
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2. Sigalos siguientes pasos que le permitirdn comprender mejor cuestiones sobre el calcu-
lo de la energia en el tema de elasticidad:

a) Demuestre que AB: C=A:CBT.

b) Utilice esta relacién para demostrar que para dos tensores de segundo orden cua-
lesquiera, o'y € si definimos una funcién escalar U (o, €) = SO ese puede calcular
en cualquier base.

c) Utilice las propiedades que conoce de élgebra de tensores para demostrallr que

V..V D

funcién antes mencionada puede escribirse también como, U = S0 el S0

P, donde los superindices V y D representan la parte volumétrica y desviadora
del tensor

d) Demostrar que si ambos tensores tienen los mismos autovectores la funcién antes

. . . 1
mencionada se podria también calcular de la siguiente manera U = 3 (6107 + €905 + €303)

donde o; y ¢; son los autovalores de ambos tensores.
Solucién
a)

(Aijei ®ej) (Briex®e;): (Cppen ®ey) = (Aiijlez’ ®e;): (Conen®ey) = A;jBjiCyy

(Aijei ®ej) H(Cunenm®ey) - (Bre ®eg) = (Aijei ®ej) (ChunBrnem ® ex) = AijBj, Ciy

Notar que el indice [ en la primera expresién y el indice n en la segunda expresiéon
son mudos.

b) Notando que la matriz de cambio de base es equivalente a realizar una rotacién
(al menos matematicamente) podemos expresar cualquier tensor en otro sistema
de representacién como:

o]y = [Ry_x'1[o)x [Rx_x']"
X T IR X-X X I X=X

y en base a lo que se ha dicho sobre la rotacién y el cambio de base:

o’ =RoRT; & =ReRT

o’:€’=ReRT : RoRT
Usando dos veces la propiedad demostrada anteriormente:
o’:¢’=ReRT :RoR" =¢:R"RoR"R

Como R es un tensor equivalente a una matriz de rotacién, serd un tensor ortogo-
nal:

o€ =¢:RTRoR"R=¢:0
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¢)

Otra forma de calcular la traza de un tensor A es mediante la expresiéon A : I
y dado que la parte volumétrica de un tensor es un escalar multiplicado por la
identidad, queda claro que la doble contraccién de la parte volumétrica de un
tensor & por otro tensor A, e” : A=al : A =a-tr(A)si A es desviador su traza
es 0, por lo tanto, € : A = 0.

Dado que ambos tensores tienen las mismas direcciones principales y ya hemos
visto que la anterior expresion se puede calcular en cualquier base (es invariante),
podemos representar ambos tensores en dicha base y realizar el doble producto
contraido:

1 01 0 0 &1 0 0
EO’ €= — 0 0y 0 : 0 & 0 =
0 0 03 X 0 0 &3 X

1
2 (01€1 + 096 + 03€3)

ppal
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3. Sea X la base canénica y dada la base X’ definida por:
1 T
erlxy=—4=|1 0 1
[ I]X \/E[ ]X

eshe=[0 1 0]

1 T
esly=—2=[1 0 -1
[ 3]X \/E[ ]X
El estado de un cuerpo se describe con el siguiente vector expresado en la base X’
T
[Vlx = [ 13 2 ]x'

A dicho cuerpo le pueden pasar dos operaciones descritas por los siguientes tensores
de segundo orden, expresados en la base X:

2 00
[Tlx=|0 1 0
00 1
1 1 0
0 0 1],

Se pide:

a) Elresultado de T y S actuando sobre v en la base X y X".
b) El vector resultado de ToSy SoT sobre v en las bases X y X’. ;Coinciden?
c) Interpretar lo que significa Ty S.

Solucién

a) Para pasar de un sistema de referencia a otro necesitamos la matriz de cambio de
base, en ese caso tenemos:

L o 4L
V2 V2
[Rlxox =[Rlx_x=| 0 -1 0
L o =
V2 V2
Podemos entonces obtener
3 1
: v 0%
[ T]x' = [ R]xﬁx' [ T]x[ R]x—>x' = (1) 1 (1)
v ' %k
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1 =L o
V2
iRl |l 7 oL
[ S]X’ - [ R]X—)X’[ S]X[ R]X—)X’ - \/E \/5
-1 1
0 % ¥l

asimismo

[Vlx = R])T(’—>X [vlx = [ \/ii -3 \_/_15 ])T(

Considerando entonces la actuaciéon de T y S sobre v en la base X y X’, llegamos a

[Thivik=] & -3 %],

(Theivie=][ 35 3 3]

shvie=] 3(55-1) -3(5+1) 3|

[Shelvi=| 1% 3(3%+1) ‘Ti”];

b) Considerando la composicién, tenemos
[ToSk[vIx=[SKk[Tk[Vix| -3 ~%-3 % |
[SoTlx[Vx=[Tlk([Skk[Vx[ 56 -3 7 |

[ToSk[vVlx =[S [Tl Ve[ 5 7 0],

-6

[SoTlx [vlx =[Tlx[Slx [V]x'[ ; ]T

3
\/§+3 V2 Ix

Sl

c) Analizando los resultados obtenidos vemos que no son coincidentes. Esto es debi-
do a que el producto de matrices es asociativo, pero no conmutativo; asi que, hay
que tener cuidado en el orden de aplicacién de las operaciones.
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2.2. Solucién de problemas de Algebra Tensorial

4. Demostrar la relacién

(ei ®e]-) t(ex®ep) = 6ik5jl (2.3)

utilizada para la definicién del producto escalar de dos tensores de segundo orden i.e.

A:B :AijBij (24)
Solucién
El término 7,j de un tensor de segundo orden A se obtiene proyectando dicho tensor
sobre las bases e; y e;. Expresado matematicamente,

Aij :ei-Aej, (25)

donde Ae; es la aplicacion del tensor A sobre la base e; (i.e. un vector). Dicha proyec-

cién también puede enunciarse de la siguiente manera:

Aij=A:(e;®e;) (2.6)

Por tanto, expresando de forma genérica un tensor T = e; ® e; y proyectandolo sobre
el tensor generado por el producto diddico de las bases ey y e;, se llega a la siguiente
igualdad:

T:(ex®e)=e-Te; (2.7)

Sustituyendo T =e; ®e;j,

(e,-@ej):(ek ®e1):ek-[(ei®e]~)e1] (2.8)

Teniendo en cuenta la propiedad (u®v)w = (v-w)u en el término entre corchetes de
la parte derecha de la Ecuacién (2.8), se llega a

(ei ®e]~) ey ®e;) =eg- [(e]- ~el)ei]
~———

5]'1

2.9

=0jle;-e; (2:9)
= 0ji0ik,
quedando asi demostrada la relacién del enunciado.

Teniendo en cuenta dicha relacién, puede demostrarse la definiciéon del producto esca-
lar de dos tensores de segundo orden:

A:B= AijBkl (ei ®e]‘) : (ek®el) :AijBkléikéjl = AZJBl] (210)
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22 3.1. Enunciados de problemas de iniciacién en MATLAB

3.1. Enunciados de problemas de iniciacién en MATLAB

1. Primeros pasos con MATLAB.

a) Declare una variable a, asigne el valor 5 a esta variable y muéstrela por pantalla a
través de la funcién nativa disp.

b) Escriba el siguiente mensaje
Variable ‘a‘' acquires the following value: 5
sustituyendo el valor de la variable anterior a haciendo uso de la funcién nativa
sprintf (en lugar de escribir 5 directamente).

c) Cree un bucle de 1 a 3 donde se impriman por pantalla dichos valores.

d) Genere una funcién f(x) = x> (bien al final del fichero, o en un fichero aparte de
nombre f.m). Imprima por pantalla los valores (1), £(2), £(3), £(4) y £(5).

e) Declare un vector columna u = [1, 2, 3] y un vector fila v = [4, 5, 6] y
muéstrelos por pantalla. Muestre, asimismo, la traspuesta de dichos vectores, u'

T

yv'.

f) Declare la siguiente matriz A

A=

~N A o
o G N
© o w

e imprimala por pantalla, asi como su traspuesta, A'.

2. Larepresentacién del tensor de segundo orden A en la base X es:
210
[A]X ={1 4 1
0 1 2y
Se pide:

a) Calcular los autovalores y autovectores
b) Determinar la forma matricial del tensor A en la nueva base X’, la cual gira 30°
respecto al eje z de la base X

3. Utilice sus conocimientos de dlgebra de tensores y de programacién en MATLAB para
implementar las siguientes funciones:

a) Una funcién llamada delta_kron que calcule el valor de la delta de 9;; para unos
valores cuales quiera de los indices i y j.

b) Implemente otra funcién levi_cta que calcule el valor de ¢;j para 3 valores cua-
lesquiera de los indices 7, j, k.

Ahora puede utilizar las funciones anteriores para implementar las siguientes funcio-
nes utiles en dlgebra de tensores:

a) my_trace que calcule la traza de un tensor de segundo orden y 3D.
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b)
)

d)

vol_part que calcule la parte volumétrica del tensor de segundo orden y 3D.
dev_part que calcule la parte desviadora de un tensor de segundo orden y 3D.

my_det que calcule el determinante de un tensor de segundo orden y 3D.

Finalmente, defina un tensor de segundo orden cualquier, € cuyos autovalores, &; ~
1E - 6 y para este tensor compare las siguientes magnitudes tr(e) y det(I +¢&)—1 ;Qué
puede observar? ;Puede identificar el motivo de este resultado?

4. Para entender un poco mejor la representaciéon de los tensores de segundo orden en
diferentes base:

a)

b)

Implemente una funcién (dyad) que calcule el producto diddico de dos vectores
UV

Implemente una funcién (delta_kron) que calcule el valor de la delta de ¢;; para
unos valores cuales quiera de los indices i y j

Utilice la funcién dyad para escribir una funcién from_spectral que construya un
tensor de simétrico de segundo orden a partir de sus autovalores y autovectores
utilizando la expresién de la descomposicién espectral.

Construya una funcién scalar_prod que calcule el producto escalar de dos vec-
tores.

Con la funcién scalar_prod, construya una funcién rot_matX_Xp que acepte como
argumentos los vecores base de dos bases diferentes y que devuelva la matriz de
rotacién entre las dos bases [Ry_, x'].

Genere un tensor de segundo orden arbitrario con la funcién nativa de Matlab
rand(3,3) y simetricelo para obtener un tensor de segundo orden simétrico arbi-
trario S. Utilice la funcién nativa de MATLAB eig para calcular los autovalores y
autovectores de S.

Con todo esto, pruebe primero a representar los autovectores de S en otra base usando
la funcién rot_mat y construya el tensor de segundo orden que resulta de las nuevas re-
presentaciones de los autovectores y de los mismos autovalures. Compare el resultado

anterior con el que obtendria con [Ry_,x'][S]x [Rx_x’

]T

5. Sea el tensor de tensiones dado expresados en los ejes X'Y’'Z":

a)
b)

c)

320
[oylxyz ={2 4 0 (MPa)
0 0 7 X'Y'Z’
Calcular los autovalores (Tensiones principales).

Calcular los autovectores asociados a cada autovalor (Direcciones principales).

Rotar el tensor de tensiones a unos ejes XYZ como se muestra en la figura adjunta.
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60°
60°

L=7

d) Implementar los apartados anteriores en MATLAB.
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3.2. Solucién de problemas de iniciacién en MATLAB

1. Primeros pasos con MATLAB.
a) Declare una variable a, asigne el valor 5 a esta variable y muéstrela por pantalla a
través de la funcién nativa disp.

b) Escriba el siguiente mensaje

Variable ‘a’ acquires the following value: 5

sustituyendo el valor de la variable anterior a haciendo uso de la funcién nativa

sprintf (en lugar de escribir 5 directamente).

c) Cree un bucle de 1 a 3 donde se impriman por pantalla dichos valores.

d) Genere una funcién f(x) = x> (bien al final del fichero, o en un fichero aparte de
nombre f.m). Imprima por pantalla los valores £(1), £(2), £(3), £(4) y £(5).

e) Declare un vector columna u = [1, 2, 3] y un vector fila v = [4, 5, 6] y
muséstrelos por pantalla. Muestre, asimismo, la traspuesta de dichos vectores, u'

T

yv'.

f) Declare la siguiente matriz A

>
Il
~N A o
o g N
N )

e imprimala por pantalla.

Solucion
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3.2. Solucién de problemas de iniciacién en MATLAB

%$%% MATLAB TUTORIAL
% Declare a variable e.g.

a =b5;

% Print in command line its wvalue

disp(a);

% Print in command line its value (along with a message)

txt = sprintf('Variable "a’ acquires the following value:
sd', a);
disp (txt)

% Loop

disp('Entering example loop'):;
for i=1:3

disp (i) ;
end

o)

% Compute values for function

disp('Compute different values for function “f° defined
below') ;
for i=1:5
disp(f(1));
end

o)

% Vectors and matrices

u = [1, 2, 3]; % row vector (separated by commas or
whitespaces)

disp (u)

v = [4; 5; 6];

disp(v) % column vector (separated by semicolon) ; (punto y
coma)

o)

viceversa)

disp(u');
disp(v');

% Transpose of a vector (row vector into column vector and
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% Matrix

A = [11 2/ 3;
4, 5, 6;
T, 8, 91;

disp('Matrix A is:

disp (A)

% Function

function y = f (x)
y = x72;

end

")

27
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2. Larepresentacion del tensor de segundo orden A en la base X es:
210
[Alx=|1 4 1
0 1 2|

Se pide:

a) Calcular los autovalores y autovectores

b) Determinar la forma matricial del tensor A en la nueva base X’, la cual gira 30°
respecto al eje z de la base X

Solucién

a) Para calcular los autovalores y autovectores del tensor A, se declara en MATLAB
la matriz de los componentes de este tensor, y se usa el comando eig como sigue:

[V,D] = eig(A)

donde la Matriz D es una matriz diagonal con los autovalores mientras que la
matriz V es una matriz completa donde sus columnas corresponden a los auto-
vectores asociados a cada autovalor. Para este tensor se obtiene:

[1,2679 0 0
D= 0 2000 0
0 0 47321

0,628 —0,707 0,325]
V =[-0,460 0,000 0,888
| 0,628 0,707 0,325

b) La matriz de rotacién de la base X a la base X’ es

) V3 1 0
[Rx_x] = 5|1 V3 0
0 0 2

La forma matricial del tensor A en la nueva base X’ es

3,366 1,366 0,500
[Alx = [Rxox J[Alx[Rxox]” = 1,366 2,634 0,866
0,500 0,866 2,000
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3. Utilice sus conocimientos de dlgebra de tensores y de programacién en MATLAB para
implementar las siguientes funciones:

a) Una funcién llamada delta_kron que calcule el valor de la delta de 9;; para unos
valores cuales quiera de los indices i y j.

b) Implemente otra funcién levi_cta que calcule el valor de ¢;j para 3 valores cua-
lesquiera de los indices i, j, k.

Ahora puede utilizar las funciones anteriores para implementar las siguientes funcio-
nes utiles en dlgebra de tensores:

a) my_trace que calcule la traza de un tensor de segundo orden y 3D.

b

)

) vol_part que calcule la parte volumétrica del tensor de segundo orden y 3D.
c) dev_part que calcule la parte desviadora de un tensor de segundo orden y 3D.

)

d) my_det que calcule el determinante de un tensor de segundo orden y 3D.

Finalmente, defina un tensor de segundo orden cualquier, € cuyos autovalores, ¢; ~
1E - 6 y para este tensor compare las siguientes magnitudes tr(e) y det(I + &) -1 ;Qué
puede observar? ;Puede identificar el motivo de este resultado?

Solucion

Utilice sus conocimientos de adlgebra de tensores y de programacién en MATLAB para
implementar las siguientes funciones:

a) Una funcién llamada delta_kron que calcule el valor de la delta de o;; para unos
valores cuales quiera de los indices i y j.

1 | function val = delta_k(i,j)
2 val = 0;
if i — j
4 val = 1;
end
end

b) Implemente otra funcién levi_cta que calcule el valor de ¢;j para 3 valores cua-
lesquiera de los indices i, j, k.

function wval = levi_cta(i,j.k)
el = [1 0 0];

a e [0 1 0];

4 ed = [0 0 1];

o Mat = zeros(3);

8 Mat(i,:)= el;
9 Mat(j ,:) = e2;
10 Mat(k,:) = e3;

12 val = det (Mat) ;
12 |end
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Ahora puede utilizar las funciones anteriores para implementar las siguientes funcio-
nes utiles en algebra de tensores:

a) my_trace que calcule la traza de un tensor de segundo orden y 3D.

function val = my_trace(T)
val = sum(diag(T));

end

b) vol_part que calcule la parte volumétrica del tensor de segundo orden y 3D.

1 [function volTensor = vol_part (T)
2 assert (size (T,1) = size(T,2), "No tienen la misma dimension”);
a assert (size (T,1) = 3,"No tiene dimension 37);

Id = eye(3);
s volTensor = (1/3)+my_trace(T)=Id;

7 |end

c) dev_part que calcule la parte desviadora de un tensor de segundo orden y 3D.

1 | function devTensor = dev_part(T)
2 assert (size (T,1) — size(T,2), "No tienen la misma dimension”);
a assert (size (T,1) = 3,”No tiene dimension 37);
4 devTensor = T — vol_part(T);
end

d) my_det que calcule el determinante de un tensor de segundo orden y 3D.

1 | function val = my_det(T)

2 val = 0; % we have a sum in 3 indices . val accumulates the sum
3 for i = 1:3

1 for j = 1:3

for k = 1:3

6 val = val + levi_eta(i,j,k)*T(1,1)+T(2,j)+T(3,k);
7 end

8 end

) end

o | end

Finalmente, defina un tensor de segundo orden cualquier, € cuyos autovalores, ¢; ~
1E - 6 y para este tensor compare las siguientes magnitudes tr(¢) y det(I + &) -1 ;Qué
puede observar? ;Puede identificar el motivo de este resultado?
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in

i1

12

13

14

15

16

% first we define the tensors

eps = [2 0 0; 01 0; 0 0 5]*le—6; % The eigvals has to be small
Id = eye(3);

detminusl _small = my_det(ld + eps) — 1;

trace_small = my_trace(eps);

% What happens if the eigvals are not small?

eps = [2 0 0; 01 0; 0 0 5]; %The eigvals are large now

Id = eye(3);

detminusl _large = my._det(ld + eps) — 1;

trace_large = my_trace(eps);

31
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3.2. Solucién de problemas de iniciacién en MATLAB

4. Para entender un poco mejor la representacién de los tensores de segundo orden en
diferentes base:

a)

b)

Implemente una funcién (dyad) que calcule el producto diddico de dos vectores
uu

Implemente una funci6n (delta_kron) que calcule el valor de la delta de o;; para
unos valores cuales quiera de los indices i y j

Utilice la funcién dyad para escribir una funcién from_spectral que construya un
tensor de simétrico de segundo orden a partir de sus autovalores y autovectores
utilizando la expresién de la descomposicion espectral.

Construya una funcién scalar_prod que calcule el producto escalar de dos vec-
tores.

Con la funcién scalar_prod, construya una funcién rot_matX_Xp que acepte como
argumentos los vecores base de dos bases diferentes y que devuelva la matriz de
rotacion entre las dos bases [Ry_, x|

Genere un tensor de segundo orden arbitrario con la funcién nativa de Matlab
rand(3,3) y simetricelo para obtener un tensor de segundo orden simétrico ar-
bitrario S. Utilice la funcién nativa de Matlab eig para calcular los autovalores y
autovectores de S.

Con todo esto, pruebe primero a representar los autovectores de S en otra base usando
la funcién rot_mat y construya el tensor de segundo orden que resulta de las nuevas re-
presentaciones de los autovectores y de los mismos autovalures. Compare el resultado
anterior con el que obtendria con [Ry_,x'][S]x [RX_)X/]T.

Solucion

Para entender un poco mejor la representaciéon de los tensores de segundo orden en
diferentes base:

a)

b)

c)

Implemente una funcién (dyad) que calcule el producto diddico de dos vectores
u®v

1 | %aWe assume u and v are column vecto
function tensor = dyad(u,v)
a tensor = u*v’;

end

Implemente una funcién (delta_kron) que calcule el valor de la delta de ¢;; para
unos valores cuales quiera de los indices i y j

function val = delta_k(i,j)
2 val = 0;

. if i — j

a val = 1;

end

s |end

Utilice la funcién dyad para escribir una funcién from_spectral que construya un
tensor de simétrico de segundo orden a partir de sus autovalores y autovectores
utilizando la expresién de la descomposicién espectral.
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1| % Note that we are again assuming vectors are columns

2 | function tensor = from_spectral(lamb_1, lamb_2, lamb.3 ...

a eigvl , eigv2 | eigv3 )

a tensor = lamb_lxdyad(eigvl ,eigvl) + lamb_2+dyad(eigv2 , eigv2) +

lamb_3+dyad (eigv3 ,eigvd);
s |end

d) Construya una funcién scalar_prod que calcule el producto escalar de dos vec-

tores.

1 | % Note that we are again assuming vectors are columns
2 |function val = scalar_prod(u,v)

3 val = u'sv;

4 |end

e) Con lafuncién scalar_prod, construya una funcién rot_matX_Xp que acepte como
argumentos los vectores base de dos bases diferentes y que devuelva la matriz de
rotacién entre las dos bases [Rx_, x’].

Note that:

ej-e; ey-e] e3-e
[Ry_x 1= [eilx [e2lx lesly |=| er-e) er-e) es-e)

e -e;, ey-ey e3-e,

1| % Note that we are again assuming vectors are columns
2 | function mat = rot_matX_Xp(el,e2,e3,elp,e2p,edp)
a mat = zeros(3);
a mat(1,1) = scalar_prod(el,elp);
mat(2,1) = scalar_prod(el,e2p);
6 mat (3,1) = scalar_prod(el,edp);
T mat (1,2) = scalar_prod(e2,elp);
s mat (2,2) = scalar_prod(e2,e2p);
9 mat (3 ,2) = scalar_prod(e2,e3p);
10 mat(1,3) = scalar_prod(e3,elp);
1 mat(2,3) = scalar_prod(e3,e2p);
12 mat (3 .3) = scalar_prod (el edp);
13 | end

f) Genere un tensor de segundo orden arbitrario con la funcién nativa de Matlab
rand(3,3) y simetricelo para obtener un tensor de segundo orden simétrico ar-
bitrario S. Utilice la funcién nativa de Matlab eig para calcular los autovalores y
autovectores de S.

1 |T = rand(3,3); %random 2nd order tensor adding 1 for all eigvals
positive
2|8 = (1/2)+(T + T'); % Compute the symmetrie part

a | %we can see 8§ = §°
5|5
G 51

« | [V,D] = eig(8);

1w | % The eigvals are in the diagonal of D
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eigvall =D(1,1);
eigval2 = D(2,2);
eigvald = D(3,3);

% The eigvectors are the columns of V

eigvl = V(:,1);

eigv2 = V(:,2);

eigvd = V(:,3);

% Reconstructing S with spectral decomp

S_spectral = from_spectral(eigvall , eigval2,6 eigvald ,...
eigvl , eigv2, eigvd);

3.2. Solucién de problemas de iniciacién en MATLAB

Con todo esto, pruebe primero a representar los autovectores de S en otra base usando
la funcién rot_mat y construya el tensor de segundo orden que resulta de las nuevas re-
presentaciones de los autovectores y de los mismos autovalores. Compare el resultado

anterior con el que obtendria con [Ry_,x’][S]x [RX_>X']T.

positive

2 |8 = (1/2)*%(T + T'); % Compute the symmetric part

s+ | %we can see S = §’

S

s

tn

s | [V.D] = eig(S);

w | % The eigvals are in the diagonal of D
1z |eigvall =D(1,1);
1w |eigval2 = D(2,2);
w |eigvalld =D(3.3);

16 | % The eigvectors are the columns of V (referred to the canonical

i |eigvl = V(:,1);
s | eigv2 = V(:,2);
19 cigvS = \/‘[1,3}:

s | % first we define the canonical basis

B

2 el = [1 0 []] f;
2 | €2 [0 1 0]
s | ed [0 0 l]"

g
I

% first we choose the new basis

3

2 [elp (1/sqrt(2))=[1 1 0]
a |e2p = (1/sqrt(2))=*[—1 1 0]’;

a |edp = [O 0 l] ‘_:

a2

aa | % check the determinant to see is correctly oriented
a1 | basismat = [elp e2p e3p];

as |orientation = det(basismat);

1 |T = rand(3,3); Y%random 2nd order tensor adding 1 for all eigvals

basis)
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ar

as

a9

an

a2z

43

a4

a5

46

4ar

a9

51

52

53

54

55

% compute rotation matrix from canonical to prime

Rean_xp = rot_matX _Xp(el,e2,e3, elp,e2p,edp); % vp = Rean_xp % vcan

% check , we see it is orthogonal
1
Rean_xp#*Rcan_xp

% we represent the eigvecs of S wrt the basis Xp
eigvlp = Rcan_xp=xeigvl;

eigv2Zp = Rcan_xp#eigv2;
eigvidp Recan_xp#eigvd;

% we construct the tensors with the eigvectors represented

Spl = from_spectral (eigvall , eigval2, eigval3,
eigvlp , eigv2p , eigvidp);

% Changing the basis of representation of §
Sp2 = Rean_xp=*S*Rean_xp ;

in

other

basis

35
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5. Sea el tensor de tensiones dado expresados en los ejes X'Y'Z’:

320
[oylxyz ={2 4 0 (MPa)
0 0 7]yyy
a) Calcular los autovalores (Tensiones principales).

b) Calcular los autovectores asociados a cada autovalor (Direcciones principales).

c) Rotar el tensor de tensiones a unos ejes XYZ como se muestra en la figura adjunta.
ﬂ\ Y
X!

60°
60°

N“

L=17
d) Implementar las operaciones en MATLAB.

Solucion

a) Calcular los autovalores (Tensiones principales)

Los autovalores asociados al tensor de tensiones se obtienen resolviendo el deter-
minante:

d@t(Gij—/\):O (31)

quedando,

siendo los autovalores:

A;=1,44 (MPa) 1, =5,56 (MPa) A;=7,0 (MPa)

Las tensiones principales asociadas al tensor de tensiones se obtienen al ordenar
los autovalores de mayor a menor:

01 =7,00 (MPa) > 0, =5,56 (MPa)> o03=1,44 (MPa)
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El autovector asociado al autovalor A; sera:
A =1,44

3-4 2 0 nl 0
i
2 4—/\1 0 ny; =10
0 0  7-Alny] 10
Resolviendo el sistema de ecuaciones:
1 _ 1 1 _
1,56nx, = —2ny, n, = 0
~1,28 . -0,79
ni1 = 1 — Vector unitario — ‘1 =10,62
0 ]
0
El autovector asociado al autovalor A, sera:
A, =5,56
_ 2
3-1, 2 0 n’ﬁ' 0
2 4- ), 0 ng | = 0
0 0  7-A,[lnz] |0
Resolviendo el sistema de ecuaciones:
2 _h2 2 _
2,56r1X, = 2ny, n;, = 0
—1,28 2 0,62
ni2 = 1 — Vector unitario — ‘2 =10,79
. In2]
0
El autovector asociado al autovalor A3 sera:
/\3 = 7,00
3-1; 2 0 n3, 0
X
2 4= 0 ||ny|=|0
3
0 0  7-A;/lnp] [0
siendo en este caso el autovector asociado a la direccién Z’:
0
ni3 =10
1

Propiedades de las matrices simétricas

a) Siempre son diagonalizables
b) Autovalores reales.

¢) Autovectores ortonormales.

37

b) Calcular los autovectores asociados a cada autovalor (Direcciones principales).



38 3.2. Solucién de problemas de iniciacién en MATLAB

c) Rotar el tensor de tensiones a unos ejes XYZ como se muestra en la figura ad-
junta.

Para obtener la matriz de rotacién se realiza la proyeccién de la base X’Y’Z’ en la
base XYZ como se muestra en la figura.

v sen0n) |
60° .

60° E 60° i Sen(60 )

X =X"cos(60°) —Y’sen(60°)
Y = X’sen(60°) + Y’ cos(60°)
72=7

La matriz de rotacién de la base X’ a la base X es

1 -3

2 2 Y
[RX’%X]: ﬁ l 0

2 2

0 0 1

La forma matricial del tensor oy en la nueva base: X es

2,02 -1,433 0
[o3]x = [Ryo—x][oijlx [Rx—x]" = [-1,433 498 0
0 0 7



Capitulo 3. MATLAB 39

$Definicidén del tensor de tensiones.

A=[3 2 0;2 4 0; 0 0 7]

%$Para calcular los autovalores y autovectores se utiliza la
funcidén 'eig'.

%$D=Autovalores (Tensiones principales)

$V=Autovectores (Direcciones principales)

[V,D]=eig (A)

%$Definicidén de la matriz de rotacidn

R=[cosd (60) -sind(60) 0; sind(60) cosd(e0) 0; 0 0 1]

$Definicidén de la traspuesta
$R'

%Rotacidén del tensor

B=R*A*R'
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Elasticidad Lineal
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4.1.

4.1. Enunciados de ejercicios de Tensor de Tensiones

Enunciados de ejercicios de Tensor de Tensiones

1.

Partiendo de un tensor de tensiones o, que queremos girar un angulo 6 en el eje
z, deducir una formulacién general para poder caracterizar cualquier componente del
tensor de tensiones en funcién de las tensiones principales en el plano de giro y el
angulo girado.

Asumir para ello que las direcciones principales del tensor de tensiones coinciden con
los ejes x,y,z del sistema de referencia X antes del giro 6.

. Se define como material incompresible aquel que no sufre cambios de volumen ante

cualquier solicitacién de carga. Considérese el sélido representado en la figura someti-
do a un caso de carga uniaxial:

Oxx =0, Oyy = 077 = Ty = Txz = Tz = 0

Para un material incompresible, isétropo, eldstico y lineal, se desea:

z
Z/
0
g
y/
0 y
a(/
E =70GPa, v?
r=a

a) Hallar el tensor de tensiones, expresandolo en el sistema de referencia de ejes

principales, [cr]xPpal

b) Hallar el tensor de deformaciones infinitesimales, expresdndolo en el sistema de
referencia de ejes principales, [.*S]XPPal

c) Hallar la componente volumétrica del tensor de deformaciones infinitesimales en
el sistema de referencia X’ ({x’,y,2’} en la figura), [¢" ]x/

d) Calcular el valor que debe adquirir el coeficiente de Poisson v para que se cumpla
la condicién de incompresibilidad

Datos: 0 = 7MPa, E = 70GPa, 6 = 1t/6rad

. La figura muestra un elemento de dimensiones 100 x 100 x 5 mm. Sabemos que si reali-

zamos un corte segun el plano I' 1a fuerza resultante f es vertical, aunque desconocemos
su valor. I' estd definido por su vector ortogonal n = (cos(7/4), sin(7/4), 0). Todos los
vectores estan referenciados al sistema X que se muestra en la figura. El corte de I' con
el elemento genera un drea Ar = A/40,5, donde A es el drea seccional del elemento
(100 x 5 mm?). El elemento estudiado es elastico lineal.
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F
a) %
\
N
N\
\\
%
Yy N
O T
T N

Se pide:

a) Calcular en funcién de f = (0, f,,0)T el tensor de tensiones, sabiendo que en el
tensor de deformacién en X cumple que €17 = —vep;.

b) Después del estado anterior se aplica una presidon hidrostética, y sabemos que,
con las nuevas condiciones, en el corte del tensor de tensiones con el plano I
la fuerza sigue siendo vertical, que las direcciones principales estdn rotadas un
angulo de 22,5° en z, con respecto al sistema de referencia del enunciado X, y que
la deformacién €7 en el sistema X es nula. Calcular el coeficiente de Poisson del
material.

c) Justificar la existencia o no de estados planos de tensiones o deformaciones en los

casos de los puntos anteriores 1 y 2.

4. El sélido de la figura posee una unién mediante un ligante que forma un dngulo a con
la horizontal. Esta unién no genera una discontinuidad ni en las deformaciones ni en
las tensiones del sdlido, y se puede considerar mecanicamente homogéneo. No asi a
nivel resistente, donde sabemos que el ligante tiene unas propiedades resistentes de 7,
y o1 segun los criterios de Tresca y Rankine.

Tf

s If

Se pide:

a) Determinar el dngulo «, hacerlo mediante el circulo de Mohr y la rotacién del
tensor.
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4.1. Enunciados de ejercicios de Tensor de Tensiones

AC

G
5 El cubo de la figura de lado L esta representando (
" el estado tensional (MPa) de un punto P.

a) Tension principal maxima (MPa).

)
b) Tension equivalente de Von-Mises (MPa).
c) Cambio de volumen unitario (¢).

)

m3

M
d) Energia de deformacién por unidad de volumen en el punto P. ( J )
Datos: E =200 MPa, v =0,25.; A=80; B=-20; C=-60; D=0; F=40; G=0

6. En la pieza de la figura se han medido las fuerzas actuantes P y T, alineadas con el eje

xy el eje y, respectivamente. Tanto P como T estdn aplicadas sobre una cara lateral de
la pieza, cada una con un area A.

o

. T
F |

~ ||
L

|
|
|

Y

- lp

a) $Es tension plana o deformacién plana?

Se pide:

b) Componentes 0y, 0yy, Tyy, en MPa, del tensor de tension en el sistema de coorde-
nadas de la figura del enunciado.

c) Traza del tensor de tensiones y tension hidrostatica, en MPa.
d) Tensién de Von Mises oy

e) Si se considera el valor de P desconocido, ;cudl seria el dngulo que forma el cor-

tante maximo con los ejes x-y, en funcién de P? Elegir el dngulo y el médulo, en
ese orden.
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f) Valor de la deformacién ¢,, y la tensién o,,, en la direccién z, con los valores de P
y F del enunciado.

7. Las dos cufias de acero que aparecen en la figura se unen perfectamente mediante un
adhesivo $ por una superficie I' que forma 45° con el plano x-y.

Datos: 0,9y = 1,3 MPa, 7,4, = 10 MPa.

Hipotesis
e Fuerzas uniformemente distribuidas sobre las caras del cubo y el adhesivo.
e Grosor del adhesivo despreciable para todos los cédlculos.

e Estado tridimensional de tensiones es homogéneo tanto en el cubo como en el
adhesivo.

e Considere que las tensiones/esfuerzos admisibles del acero son mucho mayores
que las del adhesivo.

: <
o < -

O -

10mm

a) Para las cargas de la figura, determine el valor de la tensién/esfuerzo normal, o,
y de la tensién/esfuerzo cortante, 7, en el adhesivo si este no fallase.

700 N

Y 300 N

b) Seleccione la combinacion de cargas en la que el adhesivo resiste las tensiones sin
fallar. Tenga en cuenta que el adhesivo falla cuando 0,, > 0,qm 0 T > Tadm
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(a) (900N (b) 200N () 4700N (d) 4200N
900 N\ﬁoo N 300 N$200 N

z

Y (e) Ninguna de las anteriores.
T

c) Imagine que se va incrementado el valor de la carga F desde 0 N hasta el fallo del
adhesivo (0, > 03dm O T > Tagm)- Seleccione el orden correcto en el que se produce

el fallo.

e

8. El cubo de la figura representa el estado tensional de un sélido eléstico, lineal, is6tropo,
plano y continuo en un punto P.

a) Seleccionar el tensor de tensiones (MPa).

b) Determinar el esfuerzo equivalente de Von-Mises (MPa).

AV
c¢) Calcular el incremento unitario de volumen (7) (pe).

d) Densidad de energia elastica de deformacién por unidad de volumen (—3)
m

Datos: E = xx GPa, v = xx.
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9. Se platea un estado de tensién plana que esta representado por el tensor de tensiones
definido en el enunciado para los ejes x-y.

J_[Uu (712] X
021 022

a) Calcular la tensién de Von Mises.

)
b) Calcular los tensores de tensiones hidrostaticas (volumétrico) y desviadoras.
c) Calcular el tensor de tensiones referido a los ejes x" —v’.

)

d) Calcular los autovalores del tensor de tensiones dado para los ejes x” —y’.

Datos: 071=40 MPa; 01,=0,1=13 MPa; 0,,=0 MPa; a = 30°

10. El cubo de lado L indicado en la figura (caras vistas) esta sometido al estado de esfuer-
zos (MPa) representado,

a) Vector de esfuerzos asociado a la direccién (1,1,0) (MPa).

b) Esfuerzo normal octaédrico (MPa).

d) Esfuerzo equivalente de Von Mises (MPa).
e) Direccién principal asociada al esfuerzo principal (normal) maximo asociado al
estado de esfuerzos.

)
)
c) Esfuerzo cortante octaédrico (MPa).
)
)

f) Densidad de energia de deformacién (k_]3)
m

Datos: E=210 GPa; v=0.33; A=100 MPa; B=75 MPa; C=50 MPa; D=25 MPa; F=H=0
MPa.
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11. Sea el s6lido representado en la figura, de material lineal elastico e is6tropo, con limite
eldstico S, sometido a un estado tensional hidrostatico, de tal modo que la traza del
tensor de tensiones es tr (o) = 30(y. Asumir el tensor de tensiones homogéneo en todo
el s6lido.

A D
B C
Yy
5 mm
10 mm
F G
5mm

Datos: oy, S,

Se pide:

a) Factor de reserva segun el criterio de Von Mises, RFy.

b) Factor de reserva segun el criterio de Tresca, RFpyeqc,.

El plano 7 esta formado por los vértices A—F — G — D (ver figura)

c) Valor de la tensién normal al plano 7 (componente normal del vector traccién
asociado al plano ) (MPa).

12. El sélido elastico, lineal, isétropo y plano representado en la figura es un estado de
tension plana generalizada. Dicho sé6lido esta sometido a una presién P=200 (MPa) en
el plano x —y.
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P

a) Seleccionar los tensores de tensiones (MPa) tanto en el plano x—y como tridimen-
sional.

b) Seleccionar para el caso tridimensional el tensor de tensiones descompuesto en su
parte volumétrica (0") y en su parte desviadora (o).

c) Determinar el médulo de elasticidad (E) que provoca el cambio de volumen dado

AV

v - 0,5(¢) |- (Dato: v = 0,3)

d) Determinar el coeficiente de Poisson (v) para obtener la densidad de energia de

deformacién por unidad de volumen dada (U =0,85 (&l)) (Dato: E=200 (GPa) )
m

13. a) El estado de esfuerzos en un punto viene dado por el siguiente tensor:

40 0 0
0 -20 60
0 60 80

Determinar el esfuerzo normal minimo (tensién principal minima) asociado al
estado de esfuerzos. (MPa)

b) El estado de esfuerzos en un punto viene dado por el siguiente tensor,

20 0 0
0 -10 30
0 30 40

Calcular el esfuerzo de Von-Mises (MPa).

c) El estado de esfuerzos en un punto viene dado por el siguiente tensor: (E=210

MPa; v=0.33)
10 20 -30
20 30 10
-30 10 20

Determinar el incremento de volumen unitario.
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d) Un cubo L estd sometido al estado de tensiones (MPa) dado. (E= 200 GPa; v=0.33)

0 -20 40
-20 0 60
40 60 O

Calcular la energfa de deformacién por unidad de volumen (kJ/m?).
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4.2. Solucién de ejercicios de Tensor de Tensiones

1.

Partiendo de un tensor de tensiones o, que queremos girar un angulo 6 en el eje
z, deducir una formulacién general para poder caracterizar cualquier componente del
tensor de tensiones en funcién de las tensiones principales en el plano de giro y el
angulo girado.

Asumir para ello que las direcciones principales del tensor de tensiones coinciden con
los ejes x,y,z del sistema de referencia X antes del giro 6.

Solucién

Segun el enunciado, el tensor de tensiones o inicial que tenemos antes de girarlo sera:

Oy O 0
[olx=] O oyy 0 (4.1)
0 0 0y

Donde oy, = 01, 04y = 03 y 0, = 03 son a las tensiones principales del tensor o. Ahora
se aplica un giro segun el eje z para pasar del sistema de referencia X al X’, esto es:

z

Ahora vamos a calcular las componentes del tensor de tensiones girado, para lo cual
vamos a usar notacién indicial, ya que sabemos que al ser el giro en el eje z, las compo-
nentes 013, 023, 033, 031 Y 032 van a ser iguales en los sistemas X al X’. Esto es porque el
eje z del sistema X va a ser ortogonal a los ejes x” e y” del sistema X', y por lo tanto los a
asociados al giro lo serdn. Para el cdlculo de las componentes del tensor [o]y,, usamos:

0} = Aim@jmOmy (4.2)

Como hemos mencionado, cualquier a relacionado con el eje z va a ser nulo, salvo los
que operen a3z, en cuyo caso serdn distintos de cero, pero la tensién en origen si lo
serd, por lo que permanece igual en los dos sistemas, como hemos mencionado. Por
esta razon, para aplicar el circulo de Mohr todas las componentes del eje que se gira
deben de ser nulas salvo la que estd en la diagonal.

Para el resto, iremos componente a componente. Asi para el término o/, tendremos:
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2 .2
011 = @11a110711 + Q12012027 = cos*(0) 011 +sin”(0) 0y (4.3)

Como en el sistema original sélo tenemos valores no nulos en la diagonal, podemos
reducir el sumatorio de esta forma. De nuevo, todos los términos compartidos con el
eje z van a ser nulos al ser ortogonales los ejes zy x’,7".

En este punto vamos a recordar las propiedades del 4ngulo doble:

_ 1+cos(20)

cos>(6) > (4.4)
sin?(6) = 1‘%‘9(29) (4.5)
cos(0)sin(0) = Sin(zw) (4.6)

Con ello, considerando que 011 y 0, son las tensiones principales, y operando, la ex-
presion 4.3 quedaré:

o{y = (01 ;Gz)+ (01 502 )cos(ZQ) (4.7)

Y haciendo la misma deduccién para o,,, tendremos:

) 2
02’2 = (1001011 + ApApy07, = sin“(0) oy1 +cos“(0) 0y (4.8)

Lo que aplicando las condiciones del angulo doble es igual a:

, (0'1+02) (0'1—02

0yy = 5 7 )cos(26) (4.9)

Para el término 12 sera:

01y = @11Q21071 + Q12022027 = —sin(6)cos(6) 011 + cos(0) sin(0) 02, (4.10)

Que operando con las condiciones del dngulo doble es:
0{2:—(%)sin(29) (4.11)
Y finalmente si hacemos lo mismo para la componente 21, tendremos:

0y = Ap1Q11071 + Q2001202 = —cos(0)sin(0) 011 + sin(0) cos(0) 022 (4.12)

Operando queda:

o) = —(%)sin(ze) (4.13)
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Que es igual a 07,, lo que se podria deducir por simetria.

Ahora, podemos observar que las expresiones calculadas tienen similitudes con un
circulo cuyas coordenadas polares son funcién de 26 y un polo que llamaremos C y un
radio que denotaremos por R. Esto es:

c:(@) (4.14)
R:(%) (4.15)

Que son el centro y el radio del circulo de Mohr, lo que es otra demostraciéon de por qué

se opera con el angulo doble en dicho circulo. Para ello, si dibujamos en este circulo
_ ) ’ _ ) ’ . .z

dos puntos P, = (0y,,—07,) ¥y P, = (0},,0,;), estos puntos formardn un didmetro del

circulo que forma un dngulo 26 con la horizontal, que era la direccién donde teniamos

las tensiones principales.

Este ejercicio también muestra las simplificaciones que tiene que tener el tensor para
poder usar la técnica grafica del circulo de Mohr, estas son:

- S6lo un giro en un solo eje.

- Todas las componentes del tensor asociadas a ese eje deben ser nulas salvo la de
la diagonal, que puede también serlo. Estos se dan en los casos de tensién plana 'y
deformacién plana, pero no son los inicos casos que cumplen esta condicién.

No es necesario que se parta de las direcciones principales en el plano girado, pero en
este caso lo hemos hecho asi por simplicidad. Es sencillo hacerlo para una configura-
cién cualquiera y calcular las tensiones principales haciendo nulos los cortantes en el
sistema girado. Por ejemplo, vamos a partir del siguiente tensor:

o11 o012 O
[olx =021 022 O (4.16)
0 0 0'33

, . . .2 ’
Y vamos a calcular el 4ngulo que tenemos que girar el eje z (3) para que la tensién o/,
sea nula en el nuevo sistema de referencia:

]
01y = 11021011 + Q12022023 + A12021021 + A11022072 (4.17)

o . ] . PN S
Si aplicamos simetria a esta expresion (o7, = 0,;), igualamos a 0 y simplificamos, ten-
dremos:

(4.18)

tan(20) = - (&)

022 =011
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Se define como material incompresible
aquel que no sufre cambios de volumen
ante cualquier solicitacién de carga. Con-

4.2. Solucién de ejercicios de Tensor de Tensiones

IS

sidérese el sdlido representado en la figura Y’

sometido a un caso de carga uniaxial:

Oxxy =0, Oypy = 0z5 = Typ = Tyy =Ty =0 L.
vy v v

Para un material incompresible, isétropo,
elastico y lineal, se desea:

a)

a

E =70GPa, v?

x

T

Hallar el tensor de tensiones, expresandolo en el sistema de referencia de ejes

principales, [a]xppal

Hallar el tensor de deformaciones infinitesimales, expresandolo en el sistema de
referencia de ejes principales, [e]x
ppa

Hallar la componente volumétrica del tensor de deformaciones infinitesimales en
el sistema de referencia X’ ({x’,y’,2’} en la figura), [¢" ]x

Calcular el valor que debe adquirir el coeficiente de Poisson v para que se cumpla
la condicién de incompresibilidad

Datos: 0 = 7MPa, E = 70GPa, 0 = 1t/6rad

Solucién
a) El tensor de tensiones expresado en el sistema representado en la figura es
c 0 0
[o]lx=|0 0 O
0 0 0y

Como el material es isétropo y hay una tinica direccién de carga, se puede asegu-
rar que dicha direccion es direccion principal. Ademas, cualquier direccién orto-
gonal a la direccién de carga es también direccién principal (estado de tensiones
axilsimétrico). Por tanto,

7 0 0
[G]pral = [G]X = 0 O 0 MPa
0 00 Xopa
Aplicando la Ley de Hooke generalizada, se obtiene
a1 0 0 100 0 0
[t?]pral =z 0 -1/2 0 =0 -50 O HE
0o 0 -1/2 0 0 =50

X X

ppal ppal

Como es un material incompresible, no hay variacién con el volumen i.e. tr(e) = 0.
Ademas, la parte esférica de un tensor no depende del sistema de referencia. Por

tanto,
"]y =0
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d) Aunque la condiciéon de incompresibilidad se cumple para cualquier solicitaciéon
(propiedad del material), nos apoyaremos en la Ley de Hooke generalizada apli-
cada a este problema para hallar el valor del coeficiente de Poisson v:

Exx T Eyy + €2, = 0 (Condicion de incompresibilidad)

El7a-mg=o
E
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3. La figura muestra un elemento de dimensiones 100 x 100 x 5mm. Sabemos que si reali-

zamos un corte segun el plano I 1a fuerza resultante f es vertical, aunque desconocemos
su valor. I' estd definido por su vector ortogonal n = (cos(7/4), sin(7t/4), 0). Todos los
vectores estan referenciados al sistema X que se muestra en la figura. El corte de I' con
el elemento genera un area Ar = A/Y/0,5, donde A es el area seccional del elemento
(100 x 5 mm?). El elemento estudiado es elastico lineal.

f
a) &
\
S
N
\\
%
Yy N
O T
B N

Se pide:

a) Calcular en funcién de f = (0, f,,0)T el tensor de tensiones, sabiendo que en el
tensor de deformacién en X cumple que €17 = —vey;.

b) Después del estado anterior se aplica una presién hidrostatica, y sabemos que,
con las nuevas condiciones, en el corte del tensor de tensiones con el plano I
la fuerza sigue siendo vertical, que las direcciones principales estdn rotadas un
angulo de 22,5° en z, con respecto al sistema de referencia del enunciado X, y que
la deformacién €17 en el sistema X es nula. Calcular el coeficiente de Poisson del
material.

c) Justificar la existencia o no de estados planos de tensiones o deformaciones en los
casos de los puntos anteriores 1y 2.

Soluciéon

Lo primero que nos dice el enunciado es que el corte I' genera una fuerza totalmen-
te alineada con [e;]y. Por ello, la proyecciéon del tensor de tensiones sobre el vector
ortogonal a I' debe de dar un vector paralelo a [e;]y:

[o]x - [n]x = Clealx (4.19)

El vector resultante de la proyeccién sera C veces el vector [e,]y, que es la condicién
de vectores paralelos usada también para el cdlculo de los autovectores y autovalores.
Con ello:

cos(7t/4)o1 + sin(m/4)01, 0
[o]x - [n]x = [cos(rt/4)o1, +sin(1t/4)o, | =C|1 (4.20)
0 0

X X
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De donde salen 2 ecuaciones y 3 incégnitas, y considerando que sin(7/4) = cos(nt/4) =
0,5:

cos(1t/4)oq1 +sin(t/4)o1, =0 — 011 = —0712 (4.21)

cos(1t/4)o1, +sin(1t/4)070 = C — 09y = =~ 012 (4.22)
Con lo que queda:
_ _C
011 ——0'12——m+(722 (4:23)

La geometria del sélido determina que podemos asumir tensién plana, lo que implica
que o033 = 01 = 013 = 0, siempre en el sistema de referencia X.

Con ello, el tensor de tensiones queda como:

011 —011 0
[o]x =|-011 011 +C/V05 0 (4.24)
0 0 0 X

Para cualquier valor de 01, la fuerza serd vertical en el corte de T

Con las dos incdgnitas 011 y C, que sera C = f,/Ar, y como la relacién entre Ar y el area
transversal A es Ap = A/v0,5. Con ello C = V0,5 f,/A siendo A el area de corte con el
plano ortogonal al eje y.

Las dos galgas extensométricas nos dice el enunciado que estan relacionadas por ¢; =
—véyy, las calculamos mediante la expresion:

- 1
522:%tr(0)+ zvo"zzzj—%Jr%(l—V) (4.25)

Donde tr(o) = 2011 + f,/A 'y 025 = 011 + f2/A.

-V 1+v o
e11 = 5 tr(o) + — 011:—V%+%(1—v) (4.26)
Si aplicamos la condicién €17 = —veyy:
f on fr on
22+ 21—y =22 s 21 - 4.27
v(AE+E( v)|= v+ 2ha-) (4.27)
Operando:
o o
—v%(l—v): %(1—1/) — 01;=0 (4.28)

Por lo que el tensor de tensiones queda:
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0 0 0
= [olx=|0 f/A O (4.29)
0 0 0f
Por lo que:
f
=== 4,
€2 AE ( 30)
f
11 = V= 4.31
€11 VAE ( 3 )

Para el calculo de la presién p necesaria para que ¢;; sea nulo, podemos calcular esa
componente de la deformacién como:

-V 1+v 1+v

511:ftr(0)+ 3 0112%(3P+f2/14)+ p (4.32)
Y ap+ A e Y c0= Py 22 (4.33)
g Bpth EP™YTE V)T AE '

_ vf
P=a0-2v) (4.34)

Y el tensor de tensiones, para que el corte con el plano I sea vertical sera:

p -p 0
[olx=|-p p+//A O (4.35)
0 0 Plx

Como el eje z ya es direccion principal, podemos calcular mediante el circulo de Mohr
las direcciones principales en x —y. Las caracteristicas del circulo de Mohr son:

011 +02 _p+p+hH/A
2 2

Radio = 0,5+ f}/A? + 4p? (4.37)

Por otro lado, en el enunciado nos dicen que la direccién principal asociada al auto-
valor maximo estd a 22.5° de los ejes actuales. Recordamos que en el circulo de Mohr
operamos con dngulos dobles:

Centro =

(4.36)

tan(2a) = ]% =tan(45)=1 —» p= 2](—124 (4.38)

Y de aqui, podemos calcular el coeficiente de Poisson:
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f vf
_J2 _ 1-2v)=2 =0,25 4.39
P=oA " A=y ~ U=y = (4.39)
= Para los cdlculos del primer punto si podemos considerar tensién plana, pero para
el segundo punto no, al existir la presién en z.
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4. El s6lido de la figura posee una unién mediante un ligante que forma un dngulo a con

la horizontal. Esta unién no genera una discontinuidad ni en las deformaciones ni en
las tensiones del sélido, y se puede considerar mecdnicamente homogéneo. No asi a
nivel resistente, donde sabemos que el ligante tiene unas propiedades resistentes de 7
y or segun los criterios de Tresca y Rankine.

Tf

Y
v Vf
Se pide:
a) Determinar el dngulo a, hacerlo mediante el circulo de Mohr y la rotacién del
tensor.
Solucién

Lo primero es calcular el tensor de tensiones en el elemento, en el sistema X, este es:

0 0 0
[6lx={0 f/A 0O (4.40)
0 0 0

X

Comenzaremos calculando el dngulo mediante el giro del tensor, sabemos que tenso-
rialmente el giro entre el sistema de referencia X y el sistema rotado un édngulo a, X’,
es de la forma:

Gi/j = Riklele (441)

Donde:
Rik = e; - € (4.42)
Siendo ey la base de X y e’ la base de X’. Con esto tenemos que R, = sin(a) y Ry, =

cos(a). En el sistema rotado 77 y 0 seran oy, y 0,,, respectivamente. De este modo, y
dado que el tnico elemento no nulo del tensor de tensiones es 0;;:

075 = R13Rpy09; = sin(a)cos(a)fo/A =11 (4.43)

075 = RpaRpp02; = cos®(a) fo/A = or (4.44)
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Podemos despejar a de la forma:

7y _ sin(a)cos(a)fr/A _ sin(a)
op  cos?(a)fa/A  cos(a)

=tan(a) (4.45)

Esta metodologia se puede usar en cualquier caso, con independencia del tensor de
tensiones que tenga nuestro problema. Pero para casos particulares como este podemos
simplificar el problema como bidimensional y usar el circulo de Mohr. Para este caso,
segun el circulo de Mohr:

Centro = 2f—124 = Radio (4.46)
Y podremos poner la rotacién para calcular 7; y o7, segiin trigonometria en el circulo
de Mohr, de la forma:
_f
T = 24 sin(2a) (4.47)
_ L h
oL =27 + oA cos(2a) (4.48)
Despejamos f,/A:
L_ 2my
== 4.49
A sin(2a) ( )
Y por lo tanto:
L L

oL= sin(2a) i sin(2a)

cos(2a) (4.50)

De esta expresion el ratio 7; /07 quedaria:

1, 1+cos(2a)

opsin(2a) = 1 (1 + cos(2a)) — o, sin(2a) (4.51)
Y usando las relaciones del dngulo doble:
o sin(2a)  2sin(a)cos(a) _ 2sin(a)cos(a) (4.52)
op  l+cos(2a) 1+cos?(a)—sin®(a)  2cos?(a) .
2sin(a)cos(a) _ sin(a) _ tan(a) (4.53)
2cos?(a) cos(a)
Y el resultado final es:
L
= tan(a)=— (4.54)
oL

Que es el mismo obtenido mediante el giro del tensor.
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AC

El cubo de la figura de lado L esta representando
" el estado tensional (MPa) de un punto P.

a) Tensién principal maxima (MPa).
b) Tensién equivalente de Von-Mises (MPa).

c) Cambio de volumen unitario ().

M
d) Energia de deformacién por unidad de volumen en el punto P. (—g)
m

Datos: E =200 MPa, v =0,25.; A=80; B=-20; C=-60; D=0; F=40; G=0 Solucién

a) Tension principal maxima (MPa).
Las tensiones principales son los autovalores asociados al tensor de tensiones.

80-o 0 40
0 -20-o0 0 =0
40 0 -60-o0

Siendo las tensiones principales en el punto dado:

01 =90,62 (MPa) > 0, =-20 (MPa)> 03 =-70,62 (MPa)

La tensién principal méxima es la mayor de las tres tensiones principales:

’01:90,62 (MPa) \

b) Tension equivalente de Von-Mises (MPa).
La tensién equivalente de Von-Mises se calcula utilizando la férmula:

Oov-M = %\/(01 —07)% + (01 —03)% + (02 — 03)?

Sustituyendo las tensiones principales en el punto:

1
Gyp = $\/(110,62)2 +(161,24)2 +(50,62)2

]o—V_M = 142,83 (MPa)\
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c¢) Cambio de volumen unitario (¢)..
El cambio de volumen unitario es la traza del tensor de deformacion.

AV

v
Para calcular el tensor de deformacién se utilizara la Ley de Hooke generalizada
en ejes cualesquiera:

=ExxtEyy t €y

Componentes normales:

1+v v

Exx = E Uxx_E<Uxx+Uyy +0y;)
1+ %

€y =~ Oy~ E(O‘xx +0yy + 0z2)
] I+v v

€22 = Tazz - E(Uxx T Ooyy + 02z)

Componentes tangenciales:

1+v
Exy =~ Oy

1+v
Exz = Taxz

1+v
€yz = TUZZ

En este caso, la traza del tensor de tensiones es nula. Asi que, el tensor de defor-
macién sera:

80 0 40
1+
[e]x = Ev 0 -20 0| (e)
40 0 -60],

Siendo el cambio de volumen unitario:

AV

7:€xx+€yy+€zz=0(5)

M
d) Energia de deformacion en el punto P. (—g)
m

La densidad de energia de deformacién expresada en los ejes principales sera:

1
U= 5(0181 + 078y + (7363)

Las deformaciones principales se obtendran con la ley de Hooke generalizada en
ejes principales:

1+
£ = Eval—%(01+02+G3):0,566375 (€)
1+
&= EV‘72_%(01+02+03):_0’125 (€)
1+
&3 = VO'3 - Z(0'1 + 0+ 03) = —0,441375 (E)

E E
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1
U = (90,62 -0,566375 ~20 -(~0,125) ~70,62 - (=0,441375)) (MPa))

M
u=4250 (2])
m
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6. En la pieza de la figura se han medido las fuerzas actuantes P y T, alineadas con el eje
xy el eje y, respectivamente. Tanto P como T estdn aplicadas sobre una cara lateral de
la pieza, cada una con un drea A.

T

P )
~ |
| ~

|
|
|

Y

Se pide:

a) ¢Es tension plana o deformacién plana?

b) Componentes 0y, 0yy, Tyy, en MPa, del tensor de tension en el sistema de coorde-
nadas de la figura del enunciado.

c) Traza del tensor de tensiones y tension hidrostatica, en MPa.
d) Tensién de Von Mises oy

e) Si se considera el valor de P desconocido, ;cual seria el dngulo que forma el cor-
tante méximo con los ejes x-y, en funcién de P? Elegir el dngulo y el médulo, en
ese orden.

f) Valor de la deformacién ¢,, y la tensién o,,, en la direccién z, con los valores de P
y F del enunciado.

Solucién
Apartado a:
Es tension plana por la geometria y las cargas.

Apartado b:

Como las cargas externas estan alineadas con los ejes x e y, no existe tensién cortante,
y las tensiones seran:

(4.55)

(4.56)
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y como es tensién plana,

0,,=0 (4.57)
Apartado c:
La traza del tensor de tensiones es:
F P
tr(0) = Oxx + 0yy + 05, = 177 (4.58)
y la tensién hidrostatica sera,
tr(o)
= 4.59
oH A ( )

Apartado d:

Calculamos la tensién de Von Mises simplemente aplicando su ecuacién con las ten-
siones principales,

1

oyM = —
V-M NG

V(01 =022 4 (01~ 05)2 + (02 - 032 (4.60)

Apartado e:

Dado el sistema de cargas, el cortante maximo siempre va a estar a 45 grados de los
ejes principales y su valor serd el radio del circulo de Mohr:

P/A-F/A

Txymax = ‘T’ (4.61)

Apartado f:

Por la ley de Hooke, la deformacién en z se calcula como:

Oyy + O,
€22 = _V( - E yy_) (4.62)

y la tensién zz serd nula.
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7. Las dos cufias de acero que aparecen en la figura se unen perfectamente mediante un
adhesivo B por una superficie I' que forma 45° con el plano x-y.

Datos: 0,9y = 1,3 MPa, 7,4y = 10 MPa.

Hipotesis
e Fuerzas uniformemente distribuidas sobre las caras del cubo y el adhesivo.
e Grosor del adhesivo despreciable para todos los calculos.

e Estado tridimensional de tensiones es homogéneo tanto en el cubo como en el
adhesivo.

e Considere que las tensiones/esfuerzos admisibles del acero son mucho mayores
que las del adhesivo.

: <
o < -

O -

10mm

a) Para las cargas de la figura, determine el valor de la tensién/esfuerzo normal, o,
y de la tensién/esfuerzo cortante, 7, en el adhesivo si este no fallase.

700 N

Y 300 N

b) Seleccione la combinacion de cargas en la que el adhesivo resiste las tensiones sin
fallar. Tenga en cuenta que el adhesivo falla cuando 0,, > 0,qm 0 T > Tadm
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(a) (900N (b) 200N () 4700N (d) 4200N
ﬂo N\ﬁoo Nﬁm N$200 N

z

/l\y (e) Ninguna de las anteriores.

X

c) Imagine que se va incrementado el valor de la carga F desde 0 N hasta el fallo del
adhesivo (0, > 03dm O T > Tagm)- Seleccione el orden correcto en el que se produce

el fallo.
OB @ r OG®AF @
@ F
F F
Solucién
Apartado a:
— MPa MPs
/ 7_012‘72_7 a‘;‘)’ 5 MPa

300 NQ‘E* jmo N
2

MPa — 3 MPs
crl—zl—crg:? d23 d:QMPa

On =
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Apartado b:

Apartado c:

El orden es: 4, 1 y 2 simultdneamente, 3.

1
F
3~ 2
l F
£ F
5~
F
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8. El cubo de la figura representa el estado tensional de un sélido eldstico, lineal, isétropo,
plano y continuo en un punto P.

a) Seleccionar el tensor de tensiones (MPa).

b) Determinar el esfuerzo equivalente de Von-Mises (MPa).

AV
¢) Calcular el incremento unitario de volumen (7) (pe).

d) Densidad de energia elastica de deformacién por unidad de volumen (k—]3)
m

Datos: E = xx GPa, v = xx.

Solucion

a) Seleccionar el tensor de tensiones (MPa).
El tensor de tensiones dado es:

Oxx Ty Txz

T

Xy o

yy T

yz
Txz Tyz Oz

Especificando para cada una de las versiones sera:

Version 1:
50 MPa
100 0 50
— 15100 MPa
0 100 O
50 0 0 100 MPa Y
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Version 2:
150 100 O
100 O 0
0 0 100
Version 3:
0 0 100
0 50 0
100 0 =200
Version 4:
-100 75 0
75 0 0
0 0 150
Version 5:
100 75 0
75 0 0
0 0 -150

71

Zz

100 MPa

A
I

100 MPa

150{MPa

z

l 200 MPa
|

T —» 50 MPa

100 MPa .

y

Z

| +15() MPa
l '

75 MPa

re

100 MPa

150 MPa
|

75 MP4

re

100 MPa

b) Determinar el esfuerzo equivalente de Von-Mises (MPa).

El esfuerzo equivalente de Von-Mises se calcula utilizando la férmula:

Ooy-M = %\/(0’1 —07)% + (01 — 03)% + (0, — 03)?

En primer lugar se determinan las tensiones principales en el punto P. Dichas
tensiones corresponden con los autovalores en el punto dado.
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Oxx =0 Txy Txz
Txy Oyy — 0 Ty, [=0
Txz Tyz 07z =0

Siendo las tensiones principales en el punto dado:

01 =xx; (MPa) > 0, =xx, (MPa)> o3 =xx3 (MPa)

Sustituyendo las tensiones principales en el punto:

oM = %\/(0'1 —07)% + (01 —03)% + (03 — 03)?

AV
Calcular el incremento unitario de volumen (7) (pe).

La ley de Hooke generalizada en ejes principales sera:

1+v %

&=z al—E(al+02+a3)
1+v %

€= % O'Q—E(O'1+(72+O‘3)
1+v %

&3 = £ G3_E(Gl+02+63)

Conocidas las tensiones principales para el punto:

01 =xx; (MPa) > 0, =xx, (MPa)> o035 =xx;3 (MPa)

Las deformaciones principales se obtienen al sustituir en las ecuaciones constitu-
tivas (0 —¢) el valor de las tensiones principales. Dichas deformaciones principales
son:

€1 =y (pe) > e2=yy, (pe)> e3=yy3 (ue)

Por tanto, el incremento unitario de volumen sera:

AV eves (o)
V—El &y + &3 (UE

Densidad de energia elastica de deformacion por unidad de volumen (—3)
m

La densidad de energia elastica de deformaciéon por unidad de volumen es un
invariante. Por tanto, estd es la misma en cualquier sistema de referencia. La forma
mas facil de calcular la energia es utilizar los ejes principales en el punto. La
férmula en dichos ejes sera:

1
U=§(€1-0’1+€2~O'2+€3-O‘3)

1 k]
U= E(xxl YY1+ XX - YYy + XX3° PY3) (—)

m3
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En la tabla se especifican los valores obtenidos para cada version,
AV
E 4 (oF] () 03 Oy-M &1 & &3 T U
V1| 70 0.3 | 120.71 100 -20.71 | 132.29 | 1384.61 | 1000 | -1241.75 | 1142.86 | 146.12
V2| 210 | 0.33 | 200 100 -50 217.94 | 873.81 | 240.71 | -709.52 405 117.15
V3 | 200 | 0.25 50 41.42 | -241.42 | 287.23 500 446.38 | -1321.38 -375 181.25
V4 | 100 | 0.27 150 40.14 | -140.14 | 253.72 1770 | 374.78 | -1914.78 230 274.44
V5 | 110 | 0.28 | 140.14 | -40.14 -150 253.72 1758 -339.8 | -1618.2 -200 251.37
AV

Cuadro 4.1: Unidades: E (GPa); (01, 05, 03, oy )(MPa); (

E1,€E, 53,7

kJ
Joer ()
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9. Se platea un estado de tensién plana que esta representado por el tensor de tensiones
definido en el enunciado para los ejes x-y.

. lf711 512] X
- 44
021 O3z R

a) Calcular la tension de Von Mises.
b
7

)

) Calcular los tensores de tensiones hidrostaticas (volumétrico) y desviadoras.
c) Calcular el tensor de tensiones referido a los ejes x” —y’.

)

d) Calcular los autovalores del tensor de tensiones dado para los ejes x" — .

Datos: (711:4:0 MPa;012:021:13 MPa}O'zzzo MPa;a =30°

Solucion

a) Calcular la tension de Von Mises.
Se sustituye los datos numéricos correspondientes al tensor de tensiones. Al estar
dicho estado referido a un estado de tensién plana el tensor de tensiones sera
expresado tanto en el plano x — y (enunciado) como en tridimensional.

40 13 0
40 13
[o]x = 3 o MPa) [o]lx={13 0 0| (MPa)
X 0 0 0]

El calculo de la tensién de Von Mises implica conocer las tensiones principales
asociadas al estado tensional. Dichas tensiones principales coinciden con los au-
tovalores. Para este caso, las tensiones principales (siempre ordenadas de mayor a
menor) seran:

01 = 43,8537 (MPa) > 0, =0 (MPa)> o3 =-3,8537 (MPa)

Sustituyendo en la férmula de Von Mises,

1
ovri= (010202 (01 -5 + 02 - 03)7 = 45,90 (MPa)

b) Calcular los tensores de tensiones hidrostaticas (volumeétrico) y desviadoras
(Caso tridimensional).
El tensor de tensiones se puede descomponer en la parte volumétrica (esférica o
hidrostética) (V) y la parte desviadora (distorsién):

"] P]

[olx =[0" x +[o
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El tensor de tensiéon volumeétrico se obtendria:

v, 40
k==

o o -
o = O

0
0| (MPa)
1 X

El tensor de tensiéon desviador se obtendria:

80 ;
— 13 0

3
-40
lolx={13 — 0| (Pa)
-40
0 0 —_—
L 3 Ix

Nota: La traza del tensor de tension desviador debe ser nula.

c) Calcular el tensor de tensiones referido a los ejes x" - ¢’.

Se tiene que realizar un cambio de base de los ejes x —y a los ejes x” —y’. Para
ello, se construye la matriz de transformacién (matriz de rotacién) utilizando las
relaciones geométricas.

Y AN AMANY'
sen(30%) Y
Y' —
30° & |l30e
X' g
300 cos(309)
=¥ ) 3Q0 X'
X

> sen(309)

Analizando las relaciones geométricas se puede concluir,

x" =xc0s(30°) +ysin(30°)
Y’ = —xsin(30°) +y cos(30°)

Expresada dichas relaciones en forma matricial, se puede identificar la matriz de
cambio R:

_ | cos(30°)  sin(30°)
[R] = [—sin(300) 505(300)]

Finalmente para obtener el tensor de tensiones referidos a los ejes x’—y’ se aplicara
la férmula asociada al cambio de base,

[o]x =R[o]xR" =

r |41,2583 -10,8205
MPa)
10,8205 -1,2583 |
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d) Calcular los autovalores del tensor de tensiones dado para los ejes x"—’.

Los autovalores son las tensiones principales asociados a los nuevos ejes x" —’.

Cuando el estado tensional se mantiene constante y s6lo ha sido sometido a un
giro las tensiones principales no cambian. Por tanto, se obtienen las mismas ten-
siones principales asociadas al plano x"—7y’,

o1 = 43,8537 (MPa) > 03 =—-3,8537 (MPa)

La representaciéon de Mohr del estado tensional en los ejes x” -y’ quedaria como
se muestra en la figura adjunta:

LY

N T (Tangencial)

{‘1'2581’132'8205] [%\. 0 1=43.8537 MPa

>
03=-3.8537 MPa| 2a \/ T
xl

(41.2583,-10.8205)
MPa
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10. El cubo de lado L indicado en la figura (caras vistas) estd sometido al estado de esfuer-
zos (MPa) representado,

a) Vector de esfuerzos asociado a la direccién (1,1,0) (MPa).
b) Esfuerzo normal octaédrico (MPa).

)

)
c¢) Esfuerzo cortante octaédrico (MPa).
d) Esfuerzo equivalente de Von Mises (MPa).
)

e) Direccién principal asociada al esfuerzo principal (normal) méximo asociado al
estado de esfuerzos.

f) Densidad de energia de deformaciéon (k_]3)
m

Datos: E=210 GPa; v=0.33; A=100 MPa; B=75 MPa; C=50 MPa; D=25 MPa; F=H=0
MPa.

Solucion

a) Vector de esfuerzos asociado a la direccion (1,1,0) (MPa).
El tensor de tensiones asociado al cubo de la figura es,

Uxx Txy sz 100 25 0
[Olx =|Txy Oy Typz| =|25 75 0] (MPa)

Ty, T Ozz]y 0 0 50

yz X

La direccion asociada al vector esfuerzos se tiene que normalizar para que sea una
direccién unitaria,

1
—_

—exterior
n =

VOH

“ﬁ”exterior — 1/12 +1240

= exterior
fexterio

| |f1 | |exterior

o &l-&l-
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aplicando el Lema de Cauchy se obtiene el vector esfuerzo (vector tensién),

=exterior 3 81 39

1 —[70,71| (MPa)

T) _
- [G]X ”ﬁ”exterior
0

Esfuerzo normal octaédrico (MPa).

El esfuerzo normal octaédrico es el primer invariante del tensor de tensiones,

Ogx + Oy + 0z 100475+ 50
Opct = — ;y == +3 2" (MPa) = 75 (MPa)

Esfuerzo cortante octaédrico (MPa).

Para determinar el esfuerzo cortante octaédrico es necesario calcular las tensiones
principales (autovalores) del tensor de tensiones,

100-o 25 0
25 75-0 0 (=0
0 0 50-0

siendo las tensiones principales,

01 =115,45 (MPa) > o0, =59,55 (MPa)> 03 =50 (MPa)

sustituyendo en la férmula del esfuerzo cortante octaédrico,

1
Toct = g\/(al —07)? + (01 —03)% + (02 — 03)? = 28,87 (MPa)

Esfuerzo equivalente de Von Mises (MPa).
En este apartado, se aplica la formula del esfuerzo de Von Mises para determinar-
lo,

1
oy-M = 6\/(0'1 - 02)2 + (O'l - 03)2 + (0'2 - 03)2 = 61,24 (MP[I[)

Direccioén principal asociada al esfuerzo principal (normal) maximo asociado
al estado de esfuerzos.

La direccién principal buscada es el autovector asociado a la tensidon principal
maxima, o7,

100-—0; 25 0 ny 0
[0 -016ijlx=| 25 75 -0 0 ”}1 =10
0 0 50-oalg|nlx [0l
La direccién obtenida sera:
nj 0,85
ni, | =053

1
rrrlx X
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f) Densidad de energia de deformacion (k_I?’)
m

La ley de Hooke generalizada en ejes principales sera:

1+v v 1 v

& = E UI_E(01+02+03):EGI_E(02+G3)
1+v % 1 %

& = E Uz—E(01+0"2+(73)=Eﬁz—g(ﬁﬁras)
1+v % %

&3 = E 03_E(01+02+03):E03_E(01+02)

Conocidas las tensiones principales para el punto:

op = 115,45 (MPa) > 0, = 59,55 (MPa)> o3 =50 (MPa)

Las deformaciones principales se obtienen al sustituir en las ecuaciones constitu-
tivas (0 —¢) el valor de las tensiones principales. Dichas deformaciones principales
son:

€1 =377,61 (ue) > €, =23,57 (ue)> €3=-36,90 (ue)

La densidad de energia elastica de deformacién por unidad de volumen es un
invariante. Por tanto, estd es la misma en cualquier sistema de referencia. La forma
mas facil de calcular la energia es utilizar los ejes principales en el punto. La
férmula en dichos ejes sera:

1 k
U:—(81'O‘1+€2‘02+€3'O'3):21,58 —]
2 m3
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11. Sea el s6lido representado en la figura, de material lineal elastico e is6tropo, con limite
eldstico S, sometido a un estado tensional hidrostatico, de tal modo que la traza del
tensor de tensiones es tr (o) = 30(. Asumir el tensor de tensiones homogéneo en todo
el s6lido.

A D
B C
E Y
5 mm
10 mm
F G
5mm
T

Datos: 0y, S,
Se pide:

a) Factor de reserva segun el criterio de Von Mises, RFy.

b) Factor de reserva segun el criterio de Tresca, RFyegca-
El plano 7 esta formado por los vértices A—F — G — D (ver figura)

c) Valor de la tensién normal al plano 7 (componente normal del vector traccién
asociado al plano ) (MPa).

Solucién

Apartado 1. Fisicamente, el criterio de fallo de Von Mises modeliza el fallo por plas-
tificacion. Para plastificar es necesario un estado de cortante, y debido a que el estado
es hidrostatico, no existe tensidn cortante alguna en el sélido. Por tanto, la respuesta es

o

Es decir, el s6lido sometido al estado del enunciado jamés va a fallar por el criterio de
Von Mises, con independencia de la carga aplicada.
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Matemaéticamente, el valor buscado es

SV
RFVM = m, (464)

debiéndose calcular oy para ello. Al ser un estado hidrostatico que cumple tr(o) =
300, el tensor de tensiones puede expresarse como

1 0 0
o = (701, [O']X =0y 01 0 (4:65)
0 0 1

siendo I el tensor unidad de segundo orden, de donde se obtiene que 07 = 0, = 03 = 0.
Asi,

OovM = \/% [(0'1 ~02)° + (01— 03)* + (02 - 0‘3)2] =0 (4.66)

Apartado 2. Fisicamente, el criterio de fallo de Tresca modeliza el fallo por cortante.
Una vez mads, debido a que el estado es hidrostatico, no existe tensién cortante alguna
en el s6lido. Por tanto, la respuesta de nuevo es

(467)

Es decir, el sélido sometido al estado del enunciado jamds va a fallar por el criterio de
Tresca, con independencia de la carga aplicada.

Matemaéticamente, el valor buscado es

RFresca = = ~ (4.68)

donde T4, €S

=0, (4.69)

loy — 03| |0y — o3| |0y — 03]
2 7 2 7 2

Tmax = méx{
lo cual también puede obtenerse de forma directa sabiendo que el circulo de Mohr

colapsa en un tnico punto contenido en el eje de abscisas (de tensién normal), es decir,
el cortante es 0 en todo el sélido.

Apartado 3. Como es un estado hidrostatico, la tensién a la que estd sometido el
s6lido desde cualquier direccién (i.e. tensién normal a cualquier plano) es:

o =00 (4.70)

Matematicamente,
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Opx =Ny -0nyg =ng-09ln, =ogn, -n,; = oy, (4.71)
P —
1
donde se ha sustituido el tensor de tensiones expresado en la Ecuacién (4.65). Obsérve-
se que n; es un vector unitario en direcciéon normal al plano 7.
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12. El sélido eléstico, lineal, isétropo y plano representado en la figura es un estado de
tension plana generalizada. Dicho sélido esta sometido a una presién P=200 (MPa) en
el plano x —y.

P

l .

P

a) Seleccionar los tensores de tensiones (MPa) tanto en el plano x—y como tridimen-
sional.

b) Seleccionar para el caso tridimensional el tensor de tensiones descompuesto en su
parte volumétrica (o) y en su parte desviadora (o).

c) Determinar el médulo de elasticidad (E) que provoca el cambio de volumen dado
AV
— =0,5(¢) |- (Dato: v =0,3)

Vv
d) Determinar el coeficiente de Poisson (v) para obtener la densidad de energia de

deformacién por unidad de volumen dada (U =0,85 (&l)) (Dato: E=200 (GPa) )
m

Solucién

a) Seleccionar los tensores de tensiones (MPa) tanto en el plano x — y como tridi-
mensional.

El tensor de tensiones en el plano x —p es,

2P P
P -P

[o]x =

« 200 =200

[400 200]
(MPa)
X

y el tensor de tensiones tridimensional es,

2P P 0 400 200 0
[6lx=|P -P 0| =|200 -200 0| (MPa)

0 0 o [0 0 o]
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b) Seleccionar para el caso tridimensional el tensor de tensiones descompuesto
en su parte volumétrica (¢") y en su parte desviadora (o7).
El tensor de tensién se puede descomponer en la parte volumétrica (V) y la parte
desviadora:
v D
Ix+[o7]

[o]x = [o X

El tensor de tensién volumétrico (esférico o hidrostatico) se obtiene,

200

V] 3

w|w

1 00 100
[Vlx==[0 1 o] ===|0 1 0| (MPa)
00 1 00 1

mientras que el tensor de tension desviador se obtiene,

= . = .
1 0 1 0
3 3
4 4
[6P]x =P|1 -5 0 =200(1 -3 0 (MPa)
1 1
0 0 —= 0 0 —=
| 31x ] 31x

Nota: La traza del tensor de tensién desviador debe ser nula.
c) Determinar el mdédulo de elasticidad (E) que provoca el cambio de volumen
AV
dado (7 = 0,5(5)). (Dato: v = 0,3)
El cambio de volumen unitario es la traza del tensor de deformacion.
AV
\%
Las componentes normales del tensor deformacion se obtienen utilizando las ecua-
ciones constitutivas (Ley-Hooke)

=ExxtEpy tEy

] I+v v
Exx = Taxx E(Gxx T 0yy + 02z)
14w %
Eyy = vy~ E(Gxx +0yy +0y;)
1+v %
€22 = Tazz - E(Gxx T Ooyy + 02z)

sumando dichas componentes normales,

AV 1 2v
7 = E(Uxx + Oyy + O‘zz) - F(Uxx + Oyy + Gzz)
y despejando el modulo de elasticidad, E, y sustituyendo los datos proporciona-
dos,
P-2Pv
E=—0— =[160(MPa) = E |

Vv
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d) Determinar el coeficiente de Poisson (v) para obtener la densidad de energia de
M
deformacion por unidad de volumen dada (U =0,85 (—g )) (Dato: E=200 (GPa))
m
La densidad de energia elastica de deformacién por unidad de volumen es un
invariante. Por tanto, estd es la misma en cualquier sistema de referencia. La forma
mas facil de calcular la energia es utilizar los ejes principales en el punto. La

férmula en dichos ejes sera:

1
U:§(€1'0‘1+82'O'2+63'0'3)

Las tensiones principales son los autovalores del tensor de tensiones tridimensio-
nal, siendo las mismas,

01 MPa)

1+V13 1-V13
:PT\/_ (MPa) > 0, =0 (MPa)> o3 =P ;/_ (

Para determinar las deformaciones principales se usa la ley de Hooke generalizada
en ejes principales,

1+v % 1 %

€1= % Ul—E(01+Uz+U3):Eal—f(az"‘ffs)
1+v % 1 %

£2="F Uz—E(O’1+0‘2+0‘3):Eo'z—E(0'1+0'3)
1+v % 1 %

€= "% 0’3—E(01+O'2+03)=EO'3—E(01+(72)

sustituyendo en la energia de deformacién los datos proporcionados, asi como,
las tensiones y deformaciones principales, se despeja el coeficiente de Poisson v
pedido,
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a)
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El estado de esfuerzos en un punto viene dado por el siguiente tensor:

40 0 0
0 -20 60
0 60 80

Determinar el esfuerzo normal minimo (tensién principal minima) asociado al
estado de esfuerzos. (MPa)
Solucién

Para determinar el esfuerzo normal minimo es necesario calcular las tensiones
principales (autovalores) del tensor de tensiones,

40-0 0 0
0 -20-0 60 (=0
0 60 80-o0

siendo las tensiones principales,

01 =108,1024 (MPa) > o, =40 (MPa)> 03 =-48,1025 (MPa)

siendo el esfuerzo normal minimo o la tensién principal minima, el mas pequefio
de las tres esfuerzos calculados.

|03 =—48,1025 (MPa)|

El estado de esfuerzos en un punto viene dado por el siguiente tensor,

20 O 0
0 -10 30
0 30 40

Calcular el esfuerzo de Von-Mises (MPa).
Solucion

Para determinar el esfuerzo de Von-Mises es necesario calcular las tensiones prin-
cipales (autovalores) del tensor de tensiones,

20-0 0 0
0 -10-0 30 |=0
0 30 40-0

siendo las tensiones principales,

o = 54,051 (MPa) > 0, =20 (MPa)> o3 =-24,051 (MPa)

sustituyendo en la férmula de Von-Mises,

1
oy.M = ﬁ\/((ﬁ —07)% + (01 —03)% + (0, — 03)? =| 67,82 (MPa)
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c)

El estado de esfuerzos en un punto viene dado por el siguiente tensor: (E=210
MPa; v=0.33)

10 20 -30
20 30 10
=30 10 20

Determinar el incremento de volumen unitario.
Solucion

El cambio de volumen unitario es la traza del tensor de deformacion.

AV
7 =Exx T+ Eyy + &,y

Las componentes normales del tensor deformacién se obtienen utilizando las ecua-
ciones constitutivas (Ley-Hooke)

1+v v
Exx = Taxx - E(Uxx +0yy + 02z)
14w %
€y =~ Oy~ E(Uxx +0yy +0y;)
) I+v v
€22 = E 02z~ E(Uxx T Ooyy + 022)

sumando dichas componentes normales,

AV 1 2v
Vv = E(Gxx +0yy +0yz) — f(axx +0yy +04,) =| 0,0971 ()
Un cubo L esta sometido al estado de tensiones (MPa) dado. (E= 200 GPa; v=0.33)

0 -20 40
-20 0 60
40 60 O

Calcular la energia de deformacién por unidad de volumen (kJ/m3).
Solucion

La densidad de energifa eldstica de deformacién por unidad de volumen es un
invariante. Por tanto, estd es la misma en cualquier sistema de referencia. La forma
mas facil de calcular la energia es utilizar los ejes principales en el punto. La
férmula en dichos ejes sera:

1
U:§(€1'Ul+€2‘02+€3'0'3)

Las tensiones principales son los autovalores del tensor de tensiones, siendo

01 = 64,038 (MPa) > 0, =18,223 (MPa)> 03 =-82,26 (MPa)
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Para determinar las deformaciones principales se usa la ley de Hooke generalizada

en ejes principales,

&1 =

Ey =

E3 =

1 1
il val - Z(01 + 0,4 03) = Eal - %(02 +03)=4,25- 1074 (¢€)

E E
1+v % 1 % _4
E 02——(01+O'2+(73):EUZ—E(01+O3):1,21'10 (8)
1 1
;v0'3 - Z(O'l +0p +G3) = E03 - %(01 + 0'2) = —5,47 . 10_4 (8)

Sustituyendo en la energia de deformacién,

37,208 (k—la)
m

1
U= 5(51'014—82'0’24—83'0’3):
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5.1. Enunciados de ejercicios del Tensor de Deformaciones

1. En la superficie de un solido hay una roseta compuesta por tres galgas, tal como mues-
tra la figura

€b

Las lecturas de las galgas son ¢, = 20me, ¢, = 10me y €, = 17 me Se pide:

a) Componente del tensor de deformaciones en ese plano en los ejes marcados.
b) Valores de las deformaciones principales y dngulo respecto a los ejes marcados.

c) Valor de la lectura en la galga c si las galgas a y b estan en las direcciones princi-
pales.

2. La figura muestra tres extensimetros colocados en una pieza que esta sometida a un
estado deformacional que se puede considerar constante en todo su volumen. Las di-
mensiones de la pieza en la direccién z es varios érdenes de magnitud menor que las
dimensiones x e y. Los extensimetros estdn colocados en el plano x—y como se muestra:

Los tres extensimetros estan colocados ¢, horizontal, ¢, vertical y ¢, formando un dngu-
lo de 45°.

Se pide:

a) ¢Es tension plana o deformacién plana?

b) Componentes ¢y, €y, Y €y del tensor de deformacion en el sistema de coordena-
das de la figura del enunciado.



Capitulo 5. Deformaciones 91

c) Deformaciones maxima y minima en el plano x —y.

d) Valor de la deformacidn ¢,, y la tensién o,, en la direccién z.

3. El bloque prismatico se encuentra confinado dentro de un soporte infinitamente rigido.
Dicho bloque estd sometido a una carga P y a un incremento de temperatura de 10°C
(AT =10°C).

0.8a

a) El tensor de deformacién (e). Descomposicién en su parte volumétrica (¢")

desviadora(eP).

y

b) Eltensor de tensién (o). Descomposicién en su parte volumétrica (o") y desviadora(aP).
c) Calcular el coeficiente de seguridad de la carga dada.

d) Calcular el valor de la carga genérica P que provocaria el criterio de fallo segun
los criterios de Von Mises, Rankine y Tresca (En este caso el bloque sélo estard
sometido a la carga P siendo el incremento térmico AT =0 °C)

Datos: E=200GPa, v=0,3, a =140-1077°C}, P=10°N, a=10cm,
AT=10°C, 0,=S5,=0,2GPa, 0, =S, =0,25GPa

4. La figura muestra un cubo de material y, eldstico y lineal, con constantes E,, y v,, y
longitud de arista de d que esta cargado segtn su eje z. Embebido en el material y hay
una fibra ¢ con una rigidez E;. ¢ s6lo puede producir tensiones longitudinales a su
eje, el cual esta definido por el vector unitario n = (\/1/_3, V1/3, \/1/_3), ¢ empieza en
una arista de la cara b y termina en la arista opuesta de la cara a. El drea de ¢ es Ay.
Asumimos que existe compatibilidad de deformaciones entre y y ¢, y que la defor-
macién en cualquier punto del volumen se puede caracterizar por el mismo tensor de
deformacién €. Desconocemos la fuerza aplicada en el momento inicial de andlisis, pe-
ro sabemos que esta produce una separacién puramente vertical y uniforme de o entre
las caras a y b, sin movimiento x o y entre las caras.
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Ademids, como simplificacién nos dicen que:

1.- Podemos considerar que la fuerza (p) generada en las caras a y b por el material
elastico y es vertical.

2.- Podemos asumir que el efecto de la fibra en el campo tensional y deformacional
de y es despreciable. Es decir, analizamos sin fibra e introducimos el efecto que
generaria considerando que el tensor de deformacién y tensiones de y es igual
con y sin ella, dado su pequeno didmetro.

3.- Existe compatibilidad entre las deformaciones de ¢ y y, y aditividad con las fuer-
zas.

Al existir aditividad de fuerzas, vamos a definir p como la fuerza total aplicada sobre
las caras del cubo, q la fuerza procedente del material y y f la fuerza de la fibra.

Se pide:

a) Calcular el alargamiento de la fibra ¢.
b) Calcular, en la cara a, la fuerza p en formato vectorial.

c) Considerando la misma separacién paralela entre las caras a y b definida en el
enunciado, calcular el AT que habria que aplicar al material y para que la com-
ponente vertical de F sea nula. Considerar que el coeficiente de dilatacién térmica
en la fibra es nulo y para el material y es a,,. Definir AT como funcién de la geo-
metria, el desplazamiento ¢ y las propiedades del material (E, v, A, p) de ¢ y de

V.
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5. En un recipiente indeformable, de base cuadrada de lado 0,5m y altura que se puede
considerar infinita, hay dos bloques, 1 y 2, de distinto material, las propiedades de
cada material son E; = 10000MPa, v; = 0,3, a7 = 107°1/K, E, =1000MPa, v, = 0,5,
@, = 1073 1/K, donde los subindices indican a que bloque corresponde cada material.
Los bloques miden 0,5m de alto, van de lado a lado en una direccién de la base del
recipiente (eje x) y en la otra (eje y) el bloque 1 ocupa 0,3m y el otro 0,2m, tal como
muestra la figura. Suponiendo que la parte superior del bloque 1 se desplaza 0,05m vy
la deformacién en el bloque 2 es homogénea (que no lo es).

Desplazamiento 0,05 m

!

0,5m
Bloque 1

Bloque 2

Ejez

Ejey

Se pide:

a) Deformacién de cada bloque.

b) Tensién en las cara compartida de los bloques.

c) Las deformaciones que provocan un cambio de forma.
d) El cambio de volumen.

e) Calcular de nuevo los puntos anteriores suponiendo que la temperatura aumenta
50 grados Celsius.



94

5.1. Enunciados de ejercicios del Tensor de Deformaciones

Un alumno curioso quiere conocer el estado ten-
sional en un punto R de la pared interior de la pis-
cina donde se bana cada verano. En primer lugar,
ha realizado la suposicién de que la pared es sufi-
cientemente ancha y posteriormente, ha recogido
los datos que considera necesarios para poder cal-
cular dicho estado tensional:

a) Las medidas de tres bandas extensométricas
colocadas en R.
KV3

ea =K (pe) ep=-K (pe) ec = =5~ (pe)

b) El valor de la presién por efecto del agua es
P (MPa) (El alumno ha considerado despre-
ciable el resto de fuerzas actuantes en dicho
punto).

c) Médulo de elasticidad E=1000 MPa.

d) Coeficiente de Poisson de la pared v=0.25.

e) Limite eldstico de la pared S,=1 MPa.

¢+Es posible con los datos recogidos por el alumno poder determinar el estado tensional
del punto por efecto del agua de la piscina? En caso negativo, proponga cémo podria
ayudar al alumno a determinar el estado tensional en el punto R. En caso afirmativo,
ayude al alumno a resolver las cuestiones que se planteé mientras realizaba la recogida
de datos:

a) Tensor de tensiones o y tensor de deformaciones ¢ .

b) ;Cudl es el valor de P que produce la plastificacién en el punto R segun el criterio
de Von Mises para K=2007.

c) Vector tensién asociado al plano octaédrico.

d) La parte esférica y desviadora del tensor de deformaciones.

. En la figura se muestra una sélido eléstico, lineal, isétropo, plano y continuo, con una

geometria indeterminada en el plano x—v, y un pequefio espesor constante. Esta some-
tido a ciertas condiciones de contorno y una carga de médulo variable, pero orientacién
y sentido constantes.

Se ha podido medir que una fuerza f genera un desplazamiento en la estructura de
0, ambos vectoriales y no necesariamente paralelos. Al mismo tiempo, se ha medido
mediante extensimetros el tensor de deformacién € en un punto de la estructura. Este
es:
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Exx O 0
€y 0
0 0 &g

Constantes de Lamé:

Ev o E
A+nt-2v) F 7201

N\

Si el volumen de la estructura es V;, y asumiendo que la densidad de energia elastica
en el punto donde hemos medido ¢ es igual a la media del sélido en su volumen, se
pide:

a) Propiedades mecanicas del sélido (A, y, E y v).

8. Hay un bloque (amarillo) de base cuadrada (de lado a = a m) y altura h = h m, de un

material eldstico de propiedades E = E MPa, v=y a = aK™!, situado en la esquina
de una caja (gris) de material indeformable que se puede suponer infinita. Todas las
propiedades del materias y los tensores asociados a las deformaciones y tensiones se
pueden suponer homogéneos.
En la cara superior se le aplica una fuerza de valor F; = F; N y en otra de las caras,
hay otra fuerza desconocida, F,. Los efectos de las fuerzas se consideran repartidos
de forma homogénea en toda la cara de aplicacién. Ademads, existe un incremento de
temperatura de AT = AT°C.
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Se pide (suponer direcciones y sentidos de los vectores segtn la figura):

a) Lafuerza F, para que no haya deformacién en su cara.

b) Los tensores de deformaciones y tensiones en los ejes marcados. Las componentes
volumétricas de ambos tensores.

c) Los tensores de deformaciones y tensiones en los ejes principales y las direcciones
principales.

d) La componente normal del vector de traccién en el plano 7.

e) Las lecturas en una roseta de tres galgas, la central a 45 grados de las otras dos
(que forman 90° entre si), situada en el plano 7, en el punto medio del solido
cortado por dicho plano y con la galga intermedia alienada con el eje z.
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5.2. Solucién de ejercicios del Tensor de Deformaciones

1. En la superficie de un solido hay una roseta compuesta por tres galgas, tal como mues-
tra la figura

€b

Las lecturas de las galgas son ¢, = 20me, ¢, = 10me y ¢, = 17 me Se pide:

a) Componentes del tensor de deformaciones en ese plano en los ejes marcados.

b) Valores de las deformaciones principales y dngulo respecto a los ejes marcados.

c) Valor de la lectura en la galga c si las galgas a y b estdn en las direcciones princi-
pales.

Solucion

a) Las galgas a y b estdn situados a 90 grados, y coinciden con los ejes x e y. Por
tanto, la lectura en la galga a da la deformacién en la direccién x () y la lectura en
la galga b da la deformacién en la direccién y. Respecto la lectura en la galga c,

L Vx
tenemos la relacién con =2 dada por:

E,+ € Vx
= a b+ 5
2 2
asi:

_ny_g EatéEy

Exy = G > 2me

b) Las deformaciones principales vendran dadas por:

€1=C+R
SZZC—R
con
+
C:S“—Zq’:wme

2
R= \/(sa—C)2+(%) = 5,385 me

y el dngulo
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siendo,

€1 =20,385me
£ =9,615me
c) Silas direcciones coinciden con las direcciones principales la lectura en c es:

Eqte
eC:“Tb:wmg
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2. La figura muestra tres extensimetros colocados en una pieza que esta sometida a un
estado deformacional que se puede considerar constante en todo su volumen. Las di-
mensiones de la pieza en la direccién z es varios érdenes de magnitud menor que las
dimensiones x e y. Los extensimetros estdn colocados en el plano x—y como se muestra:

,_,,,_,,N,u_,,,_,,uu_,,,__

b

Los tres extensimetros estdn colocados ¢, horizontal, ¢;, vertical y ¢, formando un dngu-
lo de 45°.

Se pide:

a) ¢Es tension plana o deformacién plana?

b) Componentes ¢y, £,y y €y, del tensor de deformacion en el sistema de coordena-
das de la figura del enunciado.

c) Deformaciones maxima y minima en el plano x —y.

d) Valor de la deformacién ¢,, y la tensién o,, en la direccién z.

Solucion

Apartado a:

Es tensién plana por la geometria y cargas.

Apartado b:
Los vectores directores (unitarios) de cada extensimetro serdn:
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n, = (0,1,0)7

n. = (v/0.5,v0.5,0)"

n, = (1,0,0)T

Ahora se proyecta el tensor de deformacién en cada una de las direcciones para calcular
la deformacién de cada extensimetro:

[l

€, = [ng] -[s]x-[na]xz[l 0 o]x- eyl =enm (5.1)

ep=[nylx-[elx mlx=[0 1 0] |ey| =¢y (5.2)

V0,5&x, +V0,5¢,

Exx +E
e = [n ]y - [elx - [nelx = [\/0,5 V0,5 O]X' V0,5¢x, + V0,56, | = % +éExy
0

X
(5.3)

con ello podemos relacionar las componentes del tensor de deformacién en el plano
x-y con las medidas del extensimetro:

Exx = &g (5.4)

Eyy = €p (5.5)
E,+ €

Exy = Ec— 5 (5.6)

Apartado c:
Para el calculo de los autovalores vamos a usar el circulo de Mohr, para ello calculamos
el centro (C) y el radio (R) como:
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Asi, tenemos:

Apartado d:
Como es tensién plana, 0,, = 0 y usamos su ecuacion elastica para calcular ¢,,:

022 = 0= Atr(e) + 2pe,, = Meéxy + €yy + €7) + 2,
Sustituyendo y despejando:

- _Meg +€p)
Z5 2u+ A

€2, = —(€4+ &p)

101

(5.11)

(5.12)

(5.13)
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3. Elbloque prismatico se encuentra confinado dentro de un soporte infinitamente rigido.
Dicho bloque estd sometido a una carga P y a un incremento de temperatura de 10°C
(AT =10°C).

0.8a

,/I.Sa
——

a

a) El tensor de deformacién (e). Descomposicién en su parte volumétrica (¢")

desviadora(eP).

y

b) El tensor de tension (o). Descomposicién en su parte volumétrica (o) y desviadora(c?).
c) Calcular el coeficiente de seguridad de la carga dada.

d) Calcular el valor de la carga genérica P que provocaria el criterio de fallo segun
los criterios de Von Mises, Rankine y Tresca (En este caso el bloque sélo estard
sometido a la carga P siendo el incremento térmico AT =0 °C)

Datos: E=200GPa, v=0,3, a =140-1077°C}, P=10°N, a=10cm,
AT =10°C, o, = Sy =0,2GPa, 0,=S5,=0,25GPa

Solucion

a) El tensor de deformacién (¢). Descomposicion en su parte volumétrica (¢") y
desviadora(eP).

El tensor de deformacién es desconocido al igual que el tensor de tension:

Exx €xy Exz Oxx Oxy Oxz
[elx = Exy  Eyy  Eyz (¢) [olx= Oxy Oyy Oyz (Pa)
€xz Eyz Ezzly Oxz Oyz Ozz]y

Las condiciones de contorno del bloque son:
x=0 (Cara libre de tensiones)

-1 Oxx 0
n,;=(01]; Oxy| =10
0 X Oxz]x 0 X

€xy =0 (Ley de Hooke generalizada)

éx;=0 (Ley de Hooke generalizada)
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x=1.5a (Cara libre de tensiones)
1 0
next = 0 5 ny = 0
0 0

z=0.8a (Carga P)

1 0
0 o 0
Ny =|0f ; axz - 0 =l 0 (MPa)
ext — Y vz - _Pp -
1 - Oz 66,7 X

Eje de simetria en 'y
v=0; &, =0=¢y=¢y,
Por la Ley de Hooke generalizada, se obtiene la componente o,

1

y
Eyy EUW—E(GXX+GZZ)+0¢T

Oyy = V0, —EaT =-48 (MPa)

=0=

103

Posteriormente la componente ¢,, y ¢, también se obtendrian aplicando la ley de

Hooke generalizada:

1 v
Eypy = EO'ZZ — E(OW) +aT

£, =-1,21-107% ¢

1 v %
€xx = L Oxx ~ E(OW +0,)+aT = _E(UW +0,)+aT

£y =3,12-107% ¢
Por tanto, el tensor de deformacién sera:
3,12 0 0

[elx=] 0 0 0 | 107 (¢)
0 0 -1,21],

Dicho tensor se puede descomponer en la parte volumétrica (V) y la parte desvia-

dora:
[e]x = [€V]X + [ED]X

El tensor de deformacién volumétrico se obtendria:

064 0 0
[V]x=| 0 064 0 | 107 (¢
0 0 064,

El tensor de deformacién desviador se obtendria:

2,48 0 0
Dily=1 0 -064 0 1074 (¢)
0 0 -1,85],

Nota: La traza del tensor de deformacion desviador debe ser nula.

[e
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b) El tensor de tensiones (o). Descomposicién en su parte volumétrica (")

desviadora(oP).

y
El tensor de tensidn sera:

0 0 0
[olx=|0 -48 0 | (MPa)
0 0 -667]

Dicho tensor se puede descomponer en la parte volumétrica (V) y la parte desvia-

dora:
[o]x = [Uv]x + [GD]X
El tensor de tension volumeétrico se obtendria:
-38,23 0 0
[oVlx=| 0 -3823 0 (MPa)
0 0 -38,23 |y
El tensor de tension desviador se obtendria:
38,23 0 0
[6Plx=] 0 -977 0 (MPa)
0 0 -28,46 X

Nota: La traza del tensor de tension desviador debe ser nula.

c) Calcular el coeficiente de seguridad de la carga dada.

El tensor de tensiones es diagonal y principal porque las tensiones principales
estan ordenadas de mayor a menor.

0 0 0
[6lx=|0 -48 0 | (MPa)
0 0 -667]

01 =0 MPa>o,=-48 MPa> o3 =-66,7 MPa

El coeficiente de seguridad estd dado por la férmula:

Para el caso de Rankine, se tomara el valor de S, = S, para el cdlculo del factor de
seguridad:
Oeg = max(lal |1 |02|1 |G3|)

Oeq = |03| =|~66,7| MPa

S. 0,25 GPa

X =
o3 0,0667 GPa

=3,74
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S
En el caso de Tresca, se hara la hipétesis de que S, = 73) para el cdlculo del factor

de seguridad:
Ty = max(1 ;‘72|, o1 ;a3|, o2 > %)  max(24,33,35,9,35) MPa
Tpy = 1902931 _ 33 35 Mpa
X= @ - 0,003:;3(5;121%1 =2998=3
2

Para el caso de Von Mises,se haré la hipétesis de que S = S, para el factor de
seguridad:

Oeq = %\/(01 —03)? + (01 = 03)? + (03 — 03)?

1
Geq = 6\/(48)2 +(66,7)2 +(18,7)2 MPa = 59,59 MPa

S, 0,2 GPa

X=—=—
O 0,05959 GPa

=3,36

d) Calcular el valor de la carga genérica P que provocaria el criterio de fallo segtin
los criterios de Von Mises, Rankine y Tresca (Considérese despreciable el efec-
to térmico).

El tensor de tensiones es diagonal y principal. En este caso sera expresado de
forma genérica:

0 0 0
-P
lolx={" Y152 | (MPa)
0 0 L
1,5&12 X
-pP
o1=0 MPa>o, =v 542 MPa > o3 = 1522 MPa

El valor de P segun el criterio de Rankine 0,4 = S;:

Ooq = max(|oy|, |0, |os])
-P
1,542

P<3,75 MN

Geq:Su2|03|:|

El valor de P segun el criterio de Tresca o,; = Sy:

Oeq = max(|oy — 03|,|01 — 03, |03 — 03])

P
1,542

Oeq =Sy > o1 — 03| =

P <3 MN
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El valor de P segun el criterio de Von Mises o,; = Sy:

Oeq = %\/(0'1 —02)? + (07 = 03)? + (07 — 03)?

Vi+vZ—vy
1,542

P <3,38 MN

Oeqg =Sy =
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4. La figura muestra un cubo de material y, eldstico y lineal, con constantes E, y v,, y
longitud de arista de d que esta cargado segtin su eje z. Embebido en el material y hay
una fibra ¢ con una rigidez E;. ¢ s6lo puede producir tensiones longitudinales a su

eje, el cual esta definido por el vector unitario n = (\/m, V1/3, \/1/_3), ¢ empieza en
una arista de la cara b y termina en la arista opuesta de la cara a. El drea de ¢ es Ay.
Asumimos que existe compatibilidad de deformaciones entre y y ¢, y que la defor-
macién en cualquier punto del volumen se puede caracterizar por el mismo tensor de
deformacién e. Desconocemos la fuerza aplicada en el momento inicial de andlisis, pe-
ro sabemos que esta produce una separacion puramente vertical y uniforme de 6 entre
las caras a y b, sin movimiento x o y entre las caras.

Ademas, como simplificacién nos dicen que:
1. Podemos considerar que la fuerza (p) generada en las caras a y b por el material
eldstico y es vertical.

2. Podemos asumir que el efecto de la fibra en el campo tensional y deformacional
de y es despreciable. Es decir, analizamos sin fibra e introducimos el efecto que
generaria considerando que el tensor de deformacién y tensiones de y es igual
con y sin ella, dado su pequeno didmetro.

3. Existe compatibilidad entre las deformaciones de ¢ y y, y aditividad con las fuer-
zas.

Al existir aditividad de fuerzas, vamos a definir p como la fuerza total aplicada sobre
las caras del cubo, q la fuerza procedente del material y y f la fuerza de la fibra.

Se pide:

a) Calcular el alargamiento de la fibra ¢.
b) Calcular, en la cara g, la fuerza p en formato vectorial.

c) Considerando la misma separacién paralela entre las caras a y b definida en el
enunciado, calcular el AT que habria que aplicar al material y para que la com-
ponente vertical de F sea nula. Considerar que el coeficiente de dilatacién térmica
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en la fibra es nulo y para el material y es a,,. Definir AT como funcién de la geo-
metria, el desplazamiento 0 y las propiedades del material (E, v, A, p) de ¢ y de

Y.

Solucion

Segun el enunciado podemos caracterizar el tensor de deformaciones del sélido tnica-
mente considerando el material . Dado que la condicién de contorno que nos da el
enunciado del problema es un desplazamiento, vamos a calcular sobre ella el tensor de
deformacién €. Si proyectamos el tensor de deformacién sobre el eje z (e3), tendremos
la condicién de contorno:

€13 0
[elx - [es]x =[€23]| =] O (5.14)
€33 X é/d X

Y como no existen condiciones de contorno en las direcciones [e; |y y [e;]x del sdlido,
por la ley de Hooke sabemos que:

€11 = €pp = —Vé&sg (515)

Y por la propia condicién de contorno donde nos dice que el movimiento x e y de las
caras a y b es nulo:
€rp=¢€13=¢63=0

Por lo que el tensor de deformaciones del cubo sera:

—vo/d 0 0 —VéEsg 0 0
[elx=| 0 —vo/rd o =| 0 —ves; 0O (5.16)
0 0 o/d X 0 0 £33 X

Recordamos que existe compatibilidad de deformaciones y por ello este tensor define
tanto la deformacién de y como la de ¢.

A este mismo resultado se puede llegar mediante el tensor de tensiones de y, ya que en
el enunciado nos dicen que podemos despreciar el efecto de la fibra ¢ sobre el tensor
de tensiones de y. Analizando el material y, sabemos que la proyeccién vertical de
su tensor de tensiones genera una fuerza vertical q, producida por una tensién en esa
direccion 033 = q3/A,:

013 0
[o]x-[eslx =|o23| =| O (5.17)
033l |43/Ay]x

También sabemos que no existen fuerzas aplicadas en las direcciones [e1 ]y y [e;]x, por
lo que la proyeccién del tensor de tensiones en estas direcciones es nula:
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o111 0
[o]x - [e1]x =|o12| =10 (5.18)

012 0
[o]x - [e2]x = |022| =]0 (5.19)
073 X 0 X
Por lo que el tensor de tensiones es:
0 0 0
[o]lx=]0 O 0 (5.20)
0 0 g3/4, ]y
Con traza:
tr(o) =q3/A, (5.21)
Donde A, = d?.

Por lo que el tensor de deformacién estaria definido como:

1+v)
o

e:(_E—v)tr(a)I+( (5.22)

Al ser nulos los términos cortantes de o también lo serdn los de € por la anterior ex-
presion, y la diagonal sera:

-v\ g3 1+v -v\ g3 1+v\ g3 q3
833:(—)—+( )(733:(—)—+( )_:_ (523)
Ela, " \"E EJA, \ E A, AE
_(Zv\4s  (Ltv (V)9 _ .
811_(E)A),+( E )011_(E)A7,_ Yo 524
_ (V)4 “_V) _(1)”1_3__
822_(E)Ay+( E )27\ )a, 7V (5.25)

Que es el mismo resultado de la ecuacién 5.16, por lo que podemos igualar €33 = 6/d =
q3/A,E, y determinar que:

A,Ed
=" (5.26)

Como sabemos que q es vertical, tendremos q = gses.
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Este resultado final tras toda la deduccién previa puede resultar trivial, pero conviene
conocer el proceso para deducir solicitaciones mas complejas que se puedan dar en
otros escenarios.

La fuerza p estd compuesta por q y f. Para el cdlculo de la fuerza producida por la fibra
proyectamos el tensor de deformacién sobre la direccién de la fibra y seleccionamos la
componente longitudinal a esta (&), para ello:

&f = [n]% - [e]x - [n]x = nig;in; = g?’ﬁ(l -2v) = % (1-2v) (5.27)

Con ello, la elongacién de la fibra ¢ sera:

o

Segun nos dice el enunciado, la fibra s6lo puede transmitir tensiones de manera longi-
tudinal, por lo que la tensién de la fibra sera:

0Ey
of =¢fEg = EYh (1-2v) (5.29)

Y la fuerza longitudinal generada por la fibra tendrd un médulo:

OBy
g (1-2v) (5.30)

[f|=Agor =
Y la direccion de f serd la de n, por lo que la fuerza q total sera:
= q=p+f=p3e;+|f|n (5.31)
Y la componente vertical de q sera:

A, E., O A4 O0E
g3 =q-e3=p3+ V1/3|f|=—yd7 +V1/300

(1-2v) (5.32)

Por dltimo nos piden el incremento térmico que hace que la componente vertical de
q sea nula, considerando que el estado deformacional y tensional de la fibra no varia
durante el incremento térmico, y por tanto, que no varia f ni en médulo ni en direccién.

Por ello es ¥ lo que varia a nivel tensional, y esta debe de compensar la componente
vertical de f, f;. Partiendo de nuestros calculos previos, debido al incremento térmico
AT, tensorialmente, el tensor de tensiones sera:

o = Mr(e)l + 2pe — B, ATI (5.33)

Donde:
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B
By = T oay] (5.34)

La componente vertical la obtenemos de proyectar el tensor de tensiones doblemente:
leslx - ([o]x - [es]x) = 033 (5.35)

5_

033 = /\(é(l - 2V))+ 2]/ld

2 B, AT (5.36)

Y mediante la condicién del enunciado, donde la tensién de y debe de compensar la
fuerza vertical de la fibra ¢, tenemos:

033 = ——— (537)
A)’
Donde tenemos:
0 0 f3
0'33:/\(3(1—2V))+2M3—ﬂyAT:—A—y (538)
De aqui, despejamos AT:
1 (o 13
AT = —|=(M1-2v)+2 )+—) (5.39)
B, (d M,
Y sustituyendo f:
(1 - 21/) 0 f3
_ 21— LS 5.40
AT Ea, d(/\(l 2v)+2y)+Ay ( )

Y como funcidén de la geometria, el desplazamiento 6 y las propiedades del material:

(1-2v)
Eya,

ApOE

AT =
- 3dA,

(g(/\(l -2v)+2u)+

(1- 21/)) (5.41)
En este ejercicio existen muchas simplificaciones que hacen que se pueda llegar a su
solucién de manera mas intuitiva. Se debe de considerar que una formulacién mas ri-
gurosa y menos intuitiva hace que podamos abordar problemas donde no existan estas
simplificaciones, como la carga uniaxial y vertical, y que son los casos mds comunes
dentro de la ingenieria.
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5. En un recipiente indeformable, de base cuadrada de lado 0,5m y altura que se puede

considerar infinita, hay dos bloques, 1 y 2, de distinto material, las propiedades de
cada material son E; = 10000MPa, v; = 0,3, a7 = 107°1/K, E, =1000MPa, v, = 0,5,
@y = 1073 1/K, donde los subindices indican a que bloque corresponde cada material.
Los bloques miden 0,5m de alto, van de lado a lado en una direccién de la base del
recipiente (eje x) y en la otra (eje y) el bloque 1 ocupa 0,3m y el otro 0,2m, tal como
muestra la figura. Suponiendo que la parte superior del bloque 1 se desplaza 0,05m vy
la deformacién en el bloque 2 es homogénea (que no lo es).

Desplazamiento 0,05 m

!

0,5 m
Bloque 1

Bloque 2

Ejez

Ejey

Se pide:

a) Deformacién de cada bloque.
b
c

d

e

Tensién en las cara compartida de los bloques.
Las deformaciones que provocan un cambio de forma.

El cambio de volumen.

~— ~— ~— ~—

Calcular de nuevo los puntos anteriores suponiendo que la temperatura aumenta
50 grados Celsius.

Solucion

El problema elastico lineal tiene 12 incdgnitas (tensiones y deformaciones de ambos
bloques i.e. !, e{,y, el ol a}fy, ol, y ell, EEI};, ell ol a}f}l,, oll, denominando como I al

bloque 1y II al bloque dos).

En primer lugar se consideran las condiciones de contorno aplicables:

a) La cara en contacto estd en equilibrio de tensiones, por accién-reaccién. Por tanto,

I _ 1
Oyy = ~Opy
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b) El desplazamiento a lo largo del eje x estd impedido (bloques confinados):

I _ I _
8xx_€xx_0

c) El desplazamiento vertical (segin z) del bloque I viene dado (es conocido), mien-
tras que el del bloque II no esta impedido superiormente

I
I_Alz II_O
227 777 02z =
z

€

d) Finalmente, se plantea la compatibilidad de desplazamientos (ecuacién de liga-

dura)
I 00 _ I gl DI _
v+v =0= 6, L+ el =0

Esto constituye un total de 6 ecuaciones. Planteando las leyes de Hooke generalizadas
para cada bloque, se obtienen otras 6 ecuaciones mas, cerrando el sistema lineal de 12
ecuaciones con 12 incognitas.

I 1 1
0= Oxx _VIG?V t 0z
El E!
I I I
el = Oy _yl Oxx T 0z
v EI El
I I I 1
Alz _ %_ Iaxx+0yy
lé E! E!
II II
0= Oxx I %y
ElI Ell
11
gH = @ — VII%
yy gl EII
I 11
oIl — _ 11 7% + oy
zZ EII
I _ _II
Oyy = Oyy
el Il ell I =0

Yy o Tyyy

La solucidén del sistema previo es:

el . =0me ol,=-361,7MPa &l =0me oll =-37,3MPa
I _ I _ 1 _ I _

Eyy = 37,31 me Opy = -74,6 MPa Eyy = -55,97 me Opy = —-74,6 MPa

el =-100me o), =-1130,9MPa ¢!l =5597me ol =0MPa
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Afadir un incremento de temperatura de AT = 50°C supone afadir un término esféri-
co de deformaciones en ambos bloques, de modo que el sistema a resolver es (las con-
diciones de contorno son las mismas):

I ol +o!
o zz
Oz—xI"—vl—W - +alAT
E E
I I I
el = %y 1%t %2z G IAT
vy EI EI
I I
All O'I Gxx+0
— === Y2y alAT
I; E E
II O’H
o
0= —Xx _,II W+0(HAT
Ell ElI

11 II
0. o
ell = ¥ IIZxx | G IIAT

vy EIT EII
I, I
O—XX + O
I = I W AT
z2z EII
I _ I
Oyy = Oyy

I I, 71T _
eyyly+syyly =0

La solucidén del sistema previo es:

el . =0me ol =-362,8MPa ¢ll =0me oll = -38,3MPa

I _ I _ I _ I _
Eyy = 37,33me Oy = —75,7 MPa Eyy = -56,00me Oy = -75,7 MPa

el, =-100me o), =-1132,0MPa ¢ll =57,49me ol =0MPa

zZz
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Un alumno curioso quiere conocer el estado ten-
sional en un punto R de la pared interior de la pis-
cina donde se bana cada verano. En primer lugar,
ha realizado la suposicién de que la pared es sufi-
cientemente ancha y posteriormente, ha recogido
los datos que considera necesarios para poder cal-
cular dicho estado tensional:

P
v
a) Las medidas de tres bandas extensométricas / |

colocadas en R.
6.  ea=K(ue) eg=-K (ne) ec =533 (ue)

b) El valor de la presién por efecto del agua es
P (MPa) (El alumno ha considerado despre-
ciable el resto de fuerzas actuantes en dicho
punto).

c) Médulo de elasticidad E=1000 MPa.

d) Coeficiente de Poisson de la pared v=0.25.

e) Limite eldstico de la pared S,=1 MPa.

¢Es posible con los datos recogidos por el alumno poder determinar el estado tensional
del punto por efecto del agua de la piscina? En caso negativo, proponga cémo podria
ayudar al alumno a determinar el estado tensional en el punto R. En caso afirmativo,
ayude al alumno a resolver las cuestiones que se planteé mientras realizaba la recogida
de datos:

a) Tensor de tensiones o y tensor de deformaciones ¢ .

b) ;Cudl es el valor de P que produce la plastificacién en el punto R segun el criterio
de Von Mises para K=2007.

c) Vector tensién asociado al plano octaédrico.

d) La parte esférica y desviadora del tensor de deformaciones.

Solucién

a) ¢(Es posible determinar el estado tensional?

El estado tensional del punto R puede ser determinado por el alumno porque ha
recogido datos tanto en el plano x-z como en el eje perpendicular a dicho plano
(eje y). Las bandas extensométricas le proporcionaran 3 datos en las deformacio-
nes &y, €55, Ex, Mientras que el valor de la presién P le proporcionard 3 datos en
las tensiones Oyys Oxys Oy - Por tanto, estos 6 datos son linealmente independientes
pudiéndose calcular el resto de pardmetros con las ecuaciones constitutivas.

b) Tensor de tensiones o y tensor de deformaciones e¢.
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El alumno inicialmente plantea un tensor de tensién o desconocido y un tensor
de deformacién e también desconocido:

€xx €xy Exz Oxx Oxy Oxz
[elx = Exy €y Eyz| (pe) [o]x = Oxp Oyy Oyz| (MPa)

€xz Eyz Ezzly Oxz Oyz Ozzly

Las medidas proporcionadas por las bandas

extensométricas en la pared de la piscina son: L
a

ea =K (pe); eg=-K (pe); ec = ’%ﬁ (pe) X R

banda extensométrica en la direccién A proporcionara al alumno la componente
&xx (Plano x-z):

1
nOA:[O ; €A:”(T)A€”0A:K(F€)E exx = K (pe)

X

La banda extensométrica en la direccién B proporcionaré la componente ¢, (Plano
X-Z):

0
ngg = [1] ; €= ngB enpg=-K (,146); Eyy = -K (‘l/l(—,‘)
X

La banda extensométrica en la direccién C proporcionara la componente €., (Plano
X-Z):

Kv3 _K(=1+v3)

y €c= ”(T)C E€npc = T (ﬂ6)3 Exz = \/3 ~ 0,423 (VE)

El valor de la presién por efecto del agua de la piscina en el punto R tiene un valor
P. En este caso, el alumno utilizara el Lema de Cauchy para calcular el valor de las
componentes del tensor de tensiones asociados a la normal exterior a la cara y=0.

0 Oxy 0
n,;=|1[ ; oyy| =|-P
0]x opzlx L0 Ix

Por tanto, los datos obtenidos por el alumno con los datos recogidos seran:

K ey 0,423K Oy 0 0y
[e]x = Exy Eyy €yz (pe) [olx=|0 -P 0O (MPa)
0,423 K ¢y, -K X Oxz 0 0]y

Utilizando la Ley de Hooke generalizada, el alumno obtendra el resto de compo-
nentes de ambos tensores.
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Componentes tangenciales del tensor de deformacién y del tensor de tension:

1+v

Oxy =0, &= Taxy =0
1+v
0y, =0, &,= Tayz =0
Exz = 0,423 K (pe), 0y = meyz ~ 338,4 K (MPa)

Componentes normales del tensor de deformacion y del tensor de tensién:

Se planteara un sistema de ecuaciones con las componentes ¢, y €,,

1

y
exx=K= Eaxx - E(ny +032)
1 v »
Exx =K = Eﬁxx - E(—P +0,,) Ecuacién (I)
1 %
€,=-K= Eozz - E(Gxx + ny)
1 v »
£, =-K= F0z= E(Gxx —P) Ecuacién (II)

Se multiplicara la ecuacién (I) por v y posteriormente se sumard con la ecuacién
(IT)
2
v 12
Kv= Eaxx - f(_P + O-zz)
—EK+EKv=v?2P+vP+0,(1-v?)

Despejando la componente o,,:

P
0,, =—800 K — 3 (MPa)

La componente o, se obtendra sustituyendo en la ecuacién (I) o en la ecuacién
(1)

j2
0xx =800 K~ = (MPa)
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La componente ¢,, se obtendria de aplicar la Ley de Hooke generalizada:

1 v
Eyy = any_ E(Uxx+azz)

e = £~ Y(g00k - L —g00k - L)
Y E E 3 3
—5P
w=gp )

Ya estan determinados todas las componentes de ambos tensores. Por tanto, el
tensor de tension y el tensor de deformacién han quedado de la siguiente forma:

P
K 0 0,423 K 800 K — 3 0 338,4 K
-5P
[e]x = 0 GE 0 (pe) [o]x = 0 -P 0 (MPa)
P
0,423 K 0 -K X 338,4 K 0 -800K- 3
X

¢Cual es el valor de P que produce la plastificaciéon en el punto R segun el
criterio de Von Mises para K=200?.

El criterio de Von-Mises expresado en funcién de las tensiones principales esta
dado por la férmula siguiente:

1
Oeq = Sy = 6\/(01 —02)% + (02— 03)% + (01 —03)?

Las tensiones principales son los autovalores del tensor de tensiones. Analizando
el mismo, la tensién oy, = 0, es una tension principal. Por tanto, se puede realizar
la diagonalizacién en el plano (x-z) para obtener las deformaciones principales
asociadas al mismo.

K-A 0423K
0,423 K -K-A

Las deformaciones principales obtenidas son:

e = Ky/12+0,4232 = 217,156 (pe) €3 =-Ky12+0,4232=-217,156 (ue)

Las tensiones principales se obtienen de aplicar la ecuacion de Lamé en ejes prin-
cipales (e1+e3=0):

01=2Ge;+A(e1+ex+¢e3)=2Ge; + A (e5) Ecuacion 111
03=2Gez+ A (g1 +ex+¢€3)=2Gez+ A (g,) Ecuaciéon IV
Siendo las constantes de la ecuacion de Lamé:

E Ev
= 2(1+v) =400 (MPa) /‘Zm:%o (MPa)
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Previamente, se calculara la componente ¢, (¢;+&3=0) al conocer la o;:

02:2G€2+/\(€1+€2+€3)

B ' _ =P A(el +&3)
0y =—P (MPa); ¢,= Gl

&y = P _ P (ue)
27%G+A 1200 *
Sustituyendo en las ecuaciones (III) y (IV):

p
01=0,173- 3 (MPa)

P
03=-0,173 - = (MPa)

Reordenando, las tensiones principales de mayor a menor:

P P
o1 =0,173 - 3 (MPa) > 0,=-0,173- 3 (MPa) > 03 =-P (MPa)

Aplicando el criterio de Von Mises:

1
Oeqg =Sy > 6\/(01 —07)? + (02— 03)? + (01 — 03)?

1 P P P P
Sy > %\/(0,173 =3~ (20,173 = 2))2+ (=0,173 = 5 = (=P))* + (0,173 = 5 ~(-P))?

1
S, > —\/3~(o,173)2+2~
YT V2

2_3. 2y, 2_7. 2).
_1’46:_\/((53,) 3 ;0,173) )-9 gPs\/((Sy) 3 2(30,173) )-9 _ 146 (MPa)

d) Vector tension asociado al plano octaédrico.

2p
(57 (MPa)

El vector tensién se obtiene aplicando el Lema de Cauchy. En este caso, al referirse
al plano octaédrico la n®" asociada a dicho plano es aquella que forma angulos
iguales respecto a los tres ejes principales.

- 1 -
V3
1
Neyt = T
3
1
V3 lp
El tensor tensién asociado al plano octaédrico sera:
17 [ 1 P 7
P — - -
0,173—§ 0 0 \3 \/3(0'173 3)
1 1 P
— P | = —=(= _—
e =| 0173-L 0| 5| - \/g( 0173-3)| (MPa)
0 0 ’ e —
PLV3lp V3 P
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e) La parte esférica y desviadora del tensor de deformaciones.

El tensor de deformacién se descompone en la parte volumétrica (asociados a los
cambios de volumen) y en la parte desviadora (asociados a los cambios de forma):

K 0 0,423 K
k=[x + (Pl = 0 X 0 | (k)
0423K 0  -K |,
El tensor volumétrico sera:

_5p .

18E 0 0
V=T ) F ()

-5P
| T8E Ix

El tensor de deformacién desviador se obtendria de la resta de ambos tensores:

C sp _
K+ 0 0423K
" 18E
_5p
L=l 0 22 0 | e
5P
423K K+
| 0,423 0 " 18E Ix

Nota: La traza del tensor desviador debe ser nula.
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7. En la figura se muestra una sélido elastico, lineal, isétropo, plano y continuo, con una
geometria indeterminada en el plano x—y, y un pequefio espesor constante. Estd some-
tido a ciertas condiciones de contorno y una carga de médulo variable, pero orientacién
y sentido constantes.

Se ha podido medir que una fuerza f genera un desplazamiento en la estructura de
0, ambos vectoriales y no necesariamente paralelos. Al mismo tiempo, se ha medido
mediante extensimetros el tensor de deformacién € en un punto de la estructura. Este
es:

Exx O 0
gy 0
0 0 &g

Constantes de Lamé:

Ev o E
Axn(t-2v) F =201

£\

g

Si el volumen de la estructura es V;, y asumiendo que la densidad de energia eldstica
en el punto donde hemos medido ¢ es igual a la media del sélido en su volumen, se
pide:

1. Propiedades mecénicas del sélido (A, u, Ey v).

Solucion

Observando el tensor de tensiones sabemos que s6lo tendremos tensiones en la diago-
nal:

o =Atr(e)l +2ue (5.42)
De la condicién de tensién plana sabemos:

—2pess
tr(e)

0'33:/\(511+€22+€33)+2]/l€33:0 — A= (543)
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Por otro lado, existira equilibrio entre el trabajo externo de F y la energia elastica acu-
mulada por el sélido.

La energia eldstica del s6lido sera:

V. —2ue —2ue
I/vint = ?S (811 (ﬁtr(e) + 2]/1611 ) + 622( tr’:gis tr(s) + 2‘14622)) (544)
Simplificando:
Vs
Wit = 2#7 (e11(=€33 +€11) + €22(—€33 + €22)) (5.45)

El trabajo externo es:

f-6
Wext = T (5.46)
Igualando:
Wext = Wint (5.47)
Y despejando:
f-6
2V (e (Cems + o)+ eaa(—€33 + €27))
Con este valor, volvemos a la ecuacién 5.43 para obtener A:
-2
S W A (5.49)
tr(e)

Usando las ecuaciones 5.43 y 5.48, y las definiciones de las constantes de Lamé, pode-
mos calcular las constantes E y v:

A Ev 2(1+v)  2v
u (I+v)(1-2v) E ~ (1-2v) (5-50)
Y despejando v:
A A\
= v:—(2+2—) (5.51)
I K

Y tras obtener v, por la definicién de p:

= E=2u(1+v) (5.52)
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8. Hay un bloque (amarillo) de base cuadrada (de lado a = a m) y altura h = h m, de un

material eldstico de propiedades E = E MPa, v=y a = aK™!, situado en la esquina
de una caja (gris) de material indeformable que se puede suponer infinita. Todas las
propiedades del materias y los tensores asociados a las deformaciones y tensiones se
pueden suponer homogéneos.
En la cara superior se le aplica una fuerza de valor F; = F; N y en otra de las caras,
hay otra fuerza desconocida, F,. Los efectos de las fuerzas se consideran repartidos
de forma homogénea en toda la cara de aplicacién. Ademads, existe un incremento de
temperatura de AT = AT°C.

_—) o
.o

Se pide (suponer direcciones y sentidos de los vectores segtn la figura):

a) La fuerza F, para que no haya deformacién en su cara.

b) Los tensores de deformaciones y tensiones en los ejes marcados. Las componentes
volumétricas de ambos tensores.

c) Los tensores de deformaciones y tensiones en los ejes principales y las direcciones
principales.

d) La componente normal del vector de tracciéon en el plano 7.

e) Las lecturas en una roseta de tres galgas, la central a 45 grados de las otras dos
(que forman 90° entre si), situada en el plano 7, en el punto medio del solido
cortado por dicho plano y con la galga intermedia alienada con el eje z.

Solucion

a) (a) La fuerza F, para que no haya deformacion en su cara.
Los tensores de tensiones y deformaciones son:

Oxx Txy Txz
0=ty Oyy Ty
Txz Tyz Oz
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Vxx 2 72

—| 2 Yyz

E=172 &y 72
Yz Yyz

2 > &z
Por la simetria del problema (la caja y donde estdn las fuerzas no permiten cam-

bios angulares) tenemos:
Txy = Taz = Tyz = 0

Yxy _ Vxz _

Yyz _
2 2 2

y la configuracién de las fuerzas y restricciones tenemos

0

Oxx =0
Fy
Iy =T 2
F;
2z _%

VO,
62220:%—%+(1AT:—W+E—612+0(AT

De donde obtenemos: .
Fz = VFl Z + aEahAT

b) Los tensores de deformaciones y tensiones en los ejes marcados. Las compo-
nentes volumétricas de ambos tensores.

Sustituyendo lo sabido en los tensores dados

0 0 0 0 (I)E 0
o=[0 o, 0 [=]0 - 0
0 0 Oz 0 0 _VE %+aEuhAT

ah
El valor de oy (al no existir componente x) es

_ ny + 0y,

oy 3

Falta usar la ley de Hooke generalizada para obtener ¢,, y ¢,,, que nos da

vy’
v
Exy = _E(GW + 0,,) + aAT
o Vo
- _YYz
Eyy = E F +aAT

donde sustituimos los datos ya obtenidos y obtenemos el tensor
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Ex 0 0
e=| 0 Eyy 0
0 0 O

c) Los tensores de deformaciones y tensiones en los ejes principales y las direc-
ciones principales.

Con los datos expresados en el problema los tensores estan expresados en los ejes
principales (podria haber permutaciéon entre ejes, pero no sale con los datos usa-
dos en las versiones)

d) La componente normal del vector de tracciéon al plano 7. Aqui se busca el com-
ponente del tensor de tensiones en la direccién 7. Para ello, calculamos primero
el vector tangente al plano, que como va de arista a arista es

oT=— 1 [_ano)

Va2 + h?

i viene dado asi por 1 =9 xZy da

El resultado es asi

e) Las lecturas en una roseta de tres galgas, la central a 45 grados de las otras dos
(que forman 90° entre si), situada en el plano 7, en el punto medio del solido
cortado por dicho plano y con la galga intermedia alienada con el eje z.

la configuracién de las galgas en el plano 7 se puede observar el la siguiente figura
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>
N

La galga leera en cada direccién el componente del tensor de deformaciones ali-
neado en esa direccidn, calculando los vectores unitarios en cada direccién de la
galga tenemos:

Asi obtenemos:

1 1
—pleni, = ——(az
2a%2+h?
En caso que se construyera un circulo de Mohr usando las direcciones v y Z, se
llegaria la mismo resultado, ya que las lecturas de A y C corresponden al pun-

to centro de dicho circulo pero hay ciertas restricciones teéricas que habria que
considerar con cuidado.

2 _
Exxthoeyy) =¢c
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Datos y respuestas correcta del test por version

127

Versiéon | a(m) | h(m) | E (GPa) | v a (10°°KT) [ F{ (kN) [ AT(°C)[1[2]3]4]5
1 0,1 |0,15 | 200 0.3 |20 2 25 blalc|ald
2 0,1 [0,15 |70 0,35 | 20 5 10 c|blelald
3 0,1 |0,15 | 100 0.25 | 12 10 20 dlelalc]a
4 0,1 [0,15 [ 170 0.2 |36 30 5 alald|[b]|c
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6.1. Enunciados de ejercicios de Campo de Desplazamientos

1. Dentro de un cuerpo con forma hexaedro de dimensiones a=0.2 m en direccién x, b=1

m en direccién y (la vertical) y ¢c=0.3 m en direccién z, con el origen de coordenadas
situado en el centro de la cara superior del cuerpo (plano xz).

Se han registrado las siguientes fuerzas volumétricas:

. 2x kN
b, = —531n(7'c7)$
_ .y kN
b}/ = —1031n(7'(2—b)ﬁ
b0l
m

Se acepta comportamiento eldstico y que la solucién en desplazamientos viene descrito
de la siguiente forma:

. 2x . y . z
u,(x,9,2)=a; +a, sm(n;) +a; sm(nz—b) +ay sm(nz—c)

. 2x . . z
uy(x,9,2) =by + by sm(n;) + b3 sm(nzlb) + by sin(rt—)

2
u,(x,9,2)=cy+¢; sin(n—x) +c3 sin(nzi) +cy sin(ni)
a

donde a;, b;, ¢; son coeficientes a averiguar. Se saben ademads las siguientes condiciones
de contorno:

u,(0,9,2)=0
u,(x,0,2)=0

u,(x,y,—c)=0
Se pide:

a) calcular el campo de desplazamientos que describen esas fuerzas volumétricas.
b) Calcular el tensor de deformaciones y tensiones en funcién de las coordenadas.

c) calcular los autovalores y autovectores de lo tensores de tensiones y deformacio-
nes en el punto central del hexaedro.

Datos: E= 100 MPa, v=0.25
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El campo de desplazamientos u asociado a un ensa-
yo de “cortante simple” se describe de la siguiente

manera:
u=ay
2. v=0
w=0

Para el cuadrado de la figura (cuya dimensién per-
pendicular es muy grande en comparacién con las
dimensiones del cuadrado a), se pide:

a) Calcular el tensor de gradiente de desplazamientos Vu y su parte simétrica sym(Vu)
y antisimétrica skw(Vu). Expresarlo en la configuracion de referencia de la figura

b) Representar graficamente el estado deformado final

c) Hallar las deformaciones y direcciones principales del ensayo. Representar grafi-
camente estos resultados sobre el estado deformado final

Datos: a = 10mm, ¢; = 0,1

3. En el cubo de la figura no existen cargas puntuales, ni térmicas, ni de superficie, s6lo
una carga volumétrica f,, de valor y direccién desconocidos. Lo que se ha podido medir
en el cubo es el campo vectorial de desplazamientos u = (1, 15, u3)T, definido como:

uy = Cxy/l, uy=Cy?/l, usz=Czy/l

El material del cubo tiene unas propiedades elasticas lineales, y el cubo una arista [.

Se pide:

a) Calcular el tensor de deformacién en el punto rojo (a).
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b) Calcular el valor del extensimetro ¢, localizado en el centro de la cara que se
muestra en la figura y que forma un dngulo de 45° con respecto al plano formado
por los ejes x y z.

c¢) Calcular el vector de fuerzas volumétricas en el centro del cubo, jes el mismo en
todo el cubo?.

d) Considerando que la tinica fuerza volumétrica actuante en el cubo es la gravedad
f, = (0,—pg,0)7, calcular el valor de la constante C.

4. El vector desplazamiento en el entorno de un punto O de un cuerpo, tiene por compo-
nentes:

u=4Cxy-107*
v=3Cxp?-107%

w=Csxz-1074
xy,z(m) C;(m™") C(m™?) C3(m™)

a) Tensores de deformacién y giro.

b) El giro segun el eje z, correspondiente a la matriz de giro, en el entorno del punto
P(1,2,0).

¢) Parte desviadora del tensor de deformacion.

)
d) Deformaciones principales en el entorno del punto P(1,2,0).

e) Direcciones principales de deformacién en el entorno del punto P(1,2,0).
f) Alargamiento del segmento definido por los puntos O(0,0,0) y P(3,1,2).

5. El paralelepipedo deformable de la figura, esta sometido a un campo de desplazamien-
to u cuyas componentes respecto al sistema de representaciéon X Oxyz se indican abajo.
Las dimensiones del paralelepipedo, a,b,c corresponden a las direcciones indicadas en
la figura.

_ T
u=[uy, uy ugly
Uy=U=C X
Uy=v=20-x+C3-y

U, =W=Cy4-2

€1 =) =c3=cq4 =ctesx,y,z(m) ;u,v,w (m);
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-y \
G F
D E z =z
9 I
o=0
c '
0 C a vy Y
‘A B ,

Datos:a=1m;b=1,5m;c=1mc; =2x103;¢, =1,5x10735c3=2x1073;c4 =0
0 =60°

a) Determinar el tensor de deformaciones cuyas coordenadas se referiran al sistema
de representaciéon X (Oxyz) (me).

b) Determinar la parte volumétrica del tensor en el sistema de representacién X’(O’x’y’z’)
(me).

c) Variacién de longitud del segmento AB expresada en mm.
d) Variacién del dngulo formado entre las aristas OA y OF (mrad).

e) Determinar el tensor de deformaciones infinitesimal en el sistema de represen-
tacion X’(O’x’y’z’). El sistema X’(O’x’y’z’) se obtiene mediante una rotacién de
angulo 0 del sistema X(Oxyz) (me).

6. El campo de desplazamientos en el entorno de un punto 0 tiene las siguientes compo-
nentes:

u=(ax+by+cz)-1073 m
v=(dx+fy+gz)-107° m
w=(hx+iy+jz)-1073 m

a) Componentes de la primera fila del tensor de deformaciones (¢&yy, €xy, €x2)(€).

b) Componentes del tensor de rotacién (rad).

AV
¢) Incremento unitario de volumen (7) (€).

d) Alargamiento del segmento definido por los puntos O (0,0,0) y P (1,s,t) (mm).

7. El vector desplazamiento en el entorno de un punto O de un cuerpo tiene las compo-
nentes (X, y, z en m)

u=(Axy+Bxz)-107* m
v=(Cyx+Dyz)-10* m
w = (Fzx+Hzy)-10™* m

Datos: A=0; B=20; C=0; D=10; F=0; H=30
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a) El alargamiento del segmento OP (O =(0,0,0) P =(1, 0, 1)). (mm)
b) El elemento situado en la fila 1 y en la columna 1 de la parte desviadora del tensor

de deformaciones en el entorno del punto P= (1, 0, 1) (¢)

c) En el centro de una placa cuadrada de pequeno espesor se adhiere una galga (ban-
da extensométrica) como se indica en la figura. Si sobre dicha placa se realiza un
ensayo se obtiene el tensor de deformaciones adjunto:

[ 25 50 I
[E]X_[SO 75 L 10

Calcular la lectura de la galga (banda extensométrica) situada en el punto P sa-
biendo que el punto P esta situado a 6 = 30° del eje x. (pe¢)
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6.2. Solucién de ejercicios de Campo de Desplazamientos

1. Dentro de un cuerpo con forma hexaedro de dimensiones a=0.2 m en direccién x, b=1

m en direccién v (la vertical) y ¢=0.3 m en direccién z, con el origen de coordenadas
situado en el centro de la cara superior del cuerpo (plano xz).

Se han registrado las siguientes fuerzas volumétricas:

) 2x kN
bx = —58111(7'[7)%
_ .y kN
b}) = —10311'1(7'(2—17)%
oot
m

Se acepta comportamiento eldstico y que la solucién en desplazamientos viene descrito
de la siguiente forma:

. 2x ) . z

u, (x,9,2)=a, +ap sm(n;) +aj s1n(n%) +ay sm(nz)
. 2x . Y . z

uy(x,9,2) =by + by sm(n;) + b3 sm(nﬁ) + by sm(nz)

. 2x . 1 . z
u,(x,9,2)=c1+¢c sm(n;) +c3 sm(nz—b) +cy sm(nz—c)

donde a;,b;, c; son coeficientes a averiguar. Se saben ademas las siguientes condiciones
de contorno:

u,(0,9,2)=0
u,(x,0,z)=0
=0

u,(x,v,—c)
Se pide:

a) calcular el campo de desplazamientos que describen esas fuerzas volumétricas.
b) Calcular el tensor de deformaciones y tensiones en funcién de las coordenadas.

c) calcular los autovalores y autovectores de lo tensores de tensiones y deformacio-
nes en el punto central del hexaedro.
Datos: E= 100 MPa, v=0.25

Solucion

Las ecuaciones de Navier para la elasticidad de forma explicita vienen dadas por:

0%u, azuy 0%u, 0*u, d*u, d%u,
(G+4) o2 dydx " 9z0x +G( dx? Jdy? 0z? )+bx =0
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o?u, J*u, O, 9*u, 9’u, d*u,
(G”)(axay Yo T ozay | PO o o o | TE 0
0%u, azuy 0*u, 0*u, d*u, d’u,
(G+A)(8x82+ 8y8z+ 072 ( dx? dy? 9z? )+bz_0
donde e
G= 21+ =40 MPa
A= L =40 MPa

(I+v)(1-2v)

sustituyendo las fuerzas volumétricas, los campos de soluciéon de desplazamientos que
se da en el enunciado y haciendo las derivadas parciales, llegamos a los siguientes

resultados:
—542
= =-4272. 1076
27 42 (05 26) i
—40b? 5
=——=-33,77 -107
3T 2 (A+20) mm

a3:a4:b2:b4262:c3:c4:0
Nos falta averiguar a;, by y ¢;, que se obtienen de aplicar las condiciones de contorno,
siendo nulos.

Asi los campos de desplazamiento solucién que se ajustan a la forma dada y las fuerzas
volumétricas, son:

_5 2 2 2
u,(x,9,2) = WE:-ZG) Sin(?t;x) =-42,2-10"° sin(n;x) mm
unJhﬂ——;7ajjiﬁsnwnzg)_—3a77-10 sin(m ) mm
u,(x,9,2)=0

las deformaciones se pueden calcular a partir de las expresiones obtenidas para los
campos de desplazamientos, asi:

. du, —5a (ng)
*oo9x 2m(A+2G) oS\
du —-20b
_ oy v
&= 5y T war2g) ")

€22 = Exy = Exz = Eyz = 0

Siendo pues el tensor de deformacién
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27(A+2G) cos(m ) 0 0
[elx = 0 n(_/\%rozbc) cos(n%) 0
0 0 0

X

El campo de tensiones se puede obtener a partir de las ecuaciones de Lame, asi:

B _uy, —5a 2x 2001 Y
xx = 2G€xx + A(Sxx + 61/!)) = ? = ECOS(T(7) - mc S(T(z—b)
B _u,  —5al 2x . 20b Y
Oyy = ZGEyy + /\(Exx + E},y) = 7 = mCOS(T(;) + YCOS(T(%)
-A 5a 2x 7
—/\(éxx+éyy) m( COS(T(7)+2OZ7COS( Zb))
Oxy = Oxz = 0y; =0
Siendo pues el tensor de tensiones:
5 200\
e A+ —A5 720 B ) 0 . 0
5 20
[o]x =~ 0 smaiag) At T 0
A 5
2x
A= —
cos(m p )
y
B= Z
cos(nzb)
Para el punto central del cubo, sustituyendo las coordenadas, tenemos
—_Sa__ 0 0
b 21 (A+2G) 7 1,33 0 0
—Z0)=— 200V2 —_
[ €]x (0, 2,0)— 0 s 0| = 0 375 0| (ue)
0 0 0], 0 0 0y
5 20021
b 2 ¥ 3R 20) 0 “ 0
= = 5al 10V2b
[olx (O, 2’0) - 0 (/\u+2c) R 0
0 0 o (¥ +10V2b)
b 1,66 0 0
[0]x(0,=5,0)==| 0 455 0 1073 (MPa)
0 0 1,55

Al ser los tensores diagonales, sus valores en la diagonal ordenados son los autovalores
y los autovectores son los vectores de la base X ordenados de la misma forma.
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El campo de desplazamientos u asociado a un ensa-

yo de “cortante simple” se describe de la siguiente

manera:
u=ay

2. v=0
w=0

Para el cuadrado de la figura (cuya dimensién per-
pendicular es muy grande en comparacién con las
dimensiones del cuadrado a), se pide:

a

a) Calcular el tensor de gradiente de desplazamientos Vu y su parte simétrica sym(Vu)

y antisimétrica skw(Vu). Expresarlo en la configuracion de referencia de la figura
b) Representar graficamente el estado deformado final

c) Hallar las deformaciones y direcciones principales del ensayo. Representar grafi-
camente estos resultados sobre el estado deformado final

Datos: a =10mm, ¢; = 0,1

Solucién

a) El tensor de gradiente de desplazamientos, su parte simétrica y antisimétrica, son

0 ¢ O
[Vuly=[0 0 0
0 0 0]y
1 0 ¢/2 0
[sym(Vu)]y = 5 (Vu + VuT) =(cy/2 0 0
0 0 0]y
) 0 ¢/2 0
[skw (Vu)]x = 3 (Vu —VuT) =|-c1/2 0 0
0 0 0]y

b) El estado deformado final, correspondiente a un cortante simple, es el siguiente

A\
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a

Este estado es la composiciéon de un cortante puro (distorsién angular de ¢;/2 en
todas las caras del cuadrado) y un giro de —c;/2 como sélido rigido alrededor del
eje z (sentido horario).

Y Y
cra/2

cra/2

X

a cia/2 a

(a) (b)

La figura (a), de cortante puro, es la representacion de la parte simétrica del tensor
de gradiente de desplazamientos (i.e. el tensor de deformaciones infinitesimales):

1 0 C1/2 0
[sym(Vu)]y = 3 (Vu + VuT) =|ct/2 0 0
o 0 o]

Los términos (1,2) y (2,1) representan esta distorsién angular de c¢;/2. Asimismo,
la figura (b) es la representacion de la parte antisimétrica del tensor de gradiente
de desplazamientos:

. 0 ¢/2 0
[skw (Vu)ly = > (Va-vu')=|-c/2 0 0
0 0 o0

Como se vio en teoria, todo tensor antisimétrico Q tiene asociado un vector w tal
que
Qu=wxu
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De forma genérica,

0 a)xy a)xz O _(L)3 (L)z
[Q]x = —Wyxy 0 Wyz| =| W3 0 -w
—Wy, —Wy; 0 x l~w2 @ 0 |x
—Wy, w1
[w]X = | Wxz =|w2

“Wwplx  1@3lx
Por lo que se demuestra que el vector w obtenido de skw(Vu) es un giro de —c;/2
alrededor del eje z —tal y como se habia obtenido graficamente.

0
[w]x = 0
—c1/2 X

c) La ecuacidn caracteristica se obtiene de imponer |e — AI| =0,

Il
N

2
c
—£3+£(31) =0; £

Asi,
1 1
€ =¢1/2, [m]lx=—7|1
2o
X
0
€=0, [na]x = [0
jx
1 1
g3 =—€1=—1/2, [m3]x=—|-1
0

X
La representacion gréafica de las deformaciones principales es

hN SV

xr

/0 R,

En la figura puede interpretarse como generar un estado de cortante a partir de
una solicitacién biaxial
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3. En el cubo de la figura no existen cargas puntuales, ni térmicas, ni de superficie, sélo
una carga volumétrica f,, de valor y direccién desconocidos. Lo que se ha podido medir
en el cubo es el campo vectorial de desplazamientos u = (17, 15, u3)", definido como:

up = Cxy/l, uy=Cy?/l, uz=Czy/l

El material del cubo tiene unas propiedades elasticas lineales, y el cubo una arista [.

Se pide:

a) Calcular el tensor de deformacién en el punto rojo (a).

b) Calcular el valor del extensimetro ¢, localizado en el centro de la cara que se
muestra en la figura y que forma un dngulo de 45° con respecto al plano formado
por los ejes x y z.

c¢) Calcular el vector de fuerzas volumétricas en el centro del cubo, jes el mismo en
todo el cubo?.

d) Considerando que la tnica fuerza volumétrica actuante en el cubo es la gravedad
f, = (0,—pg,0)7, calcular el valor de la constante C.

Solucion

El primer paso es calcular el tensor de deformacion [e]y para un punto genérico del
cubo:

€ij = %(ui,j+uj’i) (61)

Con esto tenemos:

Cy/l  Cx/(21) 0
[e]lx =|Cx/(2]) 2Cy/l Cz/(2]) (6.2)
0 Cz/(2l)  Cy/l |«
Y puesto que el punto a tiene coordenadas (I,1,1), particularizamos el tensor de defor-
macion:
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cC C/2 0
= [elxy=|C/2 2C C/2 (6.3)
0 C/2 C X

La galga extensométrica tiene coordenadas (1/2,1/2,1), por lo que el tensor de deforma-
cién en ese punto sera:

C/2 C/4 0
[ely=|C/4 C cC/2 (6.4)
0 Cc/2 C2)y

El vector longitudinal del extensimetro es n = (cos(45),sin(45),0)T (n = (1/0,5,+/0,5,0)7T)
y para calcular el valor de la deformacién en la direccién:

T
= ¢y =[n]x-[e]x-[n]x=C (6.5)
Para calcular las fuerzas volumétricas tenemos que calcular el tensor de tensiones de

forma genérica partiendo de la definiciéon del tensor de deformaciones de 6.2, ambos
con los ejes X, como:

o = Ar(e)l +2ue (6.6)

Puesto que la relacién entre el tensor de tensiones y el de fuerzas volumétricas es:

V.ot+f,=0 (6.7)

V-o=Ar(e)V-I+2uV-e¢ (6.8)

Donde tr(e) = 4Cy/I, con lo que tenemos:

Atr(e)V-1=(0,4AC/1,0)7 (6.9)
Y V- ¢ sera:
V-e=(0,3C/1,0)T (6.10)
Por lo que:
V-0 =(0,41C/1,0)T +2u(0,3C/1,0)T = —f, (6.11)
Y,

= f, =(0,-4AC/l-6uC/1,0)T (6.12)
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Las fuerzas volumétricas son constantes en todo el cubo. Si consideramos que f, =
(0,—pg,0)T, tenemos:

f, =(0,-pg,0)T = (0,-4AC/I1 - 6uC/1,0)T (6.13)
E igualando,
—pg =—4AC/l-6uC/I (6.14)
!
- c=-F8 (6.15)

C4A+6p



Capitulo 6. Desplazamientos 143

4. El vector desplazamiento en el entorno de un punto O de un cuerpo, tiene por compo-

nentes:
u=4Cxy-107*
v=3Cxp?-107%
w=Csxz-1074

%pz(m) C(m™') Cy(m?) C3(m™)

a) Tensores de deformacién y giro.
b) El giro segun el eje z, correspondiente a la matriz de giro, en el entorno del punto
P(1,2,0).

¢) Parte desviadora del tensor de deformacion.

)
d) Deformaciones principales en el entorno del punto P(1,2,0).
e) Direcciones principales de deformacién en el entorno del punto P(1,2,0).
)

f) Alargamiento del segmento definido por los puntos O(0,0,0) y P(3,1,2).

Solucién

a) Tensores de deformacion y giro.
Calculamos las componentes del tensor de deformacidén a partir de su relaciones

cinemadticas con los desplazamientos.

du
Exx = I =4Cyy- 1074
v B
8}1}2 = % = 6C2X}110 4
0
Eyp = a—f =Csx-107%

Yy 1 (a“ 8”) Lacix+3cy?) 10

0= =3\ T ax) 72
Vxz 1 814 8w 1 _4
= = — — —_— = — . 1
b= 2(az+ax ;G710
_ Vyz _1[dv dw)
=7 _2(8z+8y =0
Finalmente, el tensor de deformacion sera
1 oo 1
4C1y E(4C1X+3C2y ) §C3Z
1 _
[e]x = S(4Cix+ 3C,p?) 6 Coxy 0 | 107* (¢)

1
—C3Z 0 C3X
2 Ix
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Calculamos las componentes del tensor de giro.

Wyy =0
wyy =0
w4 =0
1{du v 1 -4
ony = 5[5~ 5] = s = 314 Cix-3Cap7) 10
1{du Jw 1
=== =- = S\~ .1 ~
Wxz 2(82 ax) Wax 2( C32)-10
Y A I
C2=o\9z "9y )T VT

Finalmente, el tensor de giro serd

1 -1 ]
0 5(4C1X—3C2})2) 7C3Z
1 _
[Q]x = E(—4C1x+3C2y2) 0 0 107 (rad)
1
—(C 0 0
2( 32) Ix

b) El giro segun el eje z, correspondiente a la matriz de giro, en el entorno del
punto P(1,2,0) (C; =1,C, =1,C3=1)..
El giro respecto al eje Z se obtiene de sustituir las coordenadas del punto en la
componente wy, de la matriz de giro

1( du oJv 1 ) 4

Cl)yx = _(_8_}} + %) = E(—4C1x+ 3C2y ) 10

2
wyy =4- 107* (rad)

c) Parte desviadora del tensor de deformacion.
El tensor de deformacién se puede descomponer en la parte volumétrica (V) y la
parte desviadora:

8 8 0
[elx =[eV]x+[eP]x ={8 12 0| 107™* (¢)
0 0 1,

El tensor de deformacién volumétrico se obtendria:

e |7 90
[eV]x = ={0 7 o] 107 (¢
0 0 7X
El tensor de deformacion desviador se obtendria:
1 8 0
[Plx = [elx—-[e"]x=|8 5 0] 107 (¢)
0 0 -6
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d) Deformaciones principales en el entorno del punto P(1,2,0)
(Ci=1,C,=1,C5=1).
Las deformaciones principales son los autovalores del tensor de deformacién en
el entorno del punto P(1,2,0) ordenados de mayor a menor:

8 8 0
[elx =18 12 0| 107 (¢)
0 0 1j,
8—¢ 8 0
le—edijlx=| 8 12—¢ 0 | 107* ()
0 0 1-¢

Las direcciones principales seran para el punto P:
£1=18,24.107* (&) > =1,754-10"% (&) >e3=1-10"* (¢)

e) Direcciones principales de deformacién en el entorno del punto P(1,2,0)
(C;1=1,C,=1,C3=1).
La direccién principal de deformacién estd asociada a cada deformacién principal

(autovectores).
e =18,24-107* (¢)
8—¢; 8 0 nj 0
le—e8iilx=| 8 12-¢ 0 nh | 107 =0
0 0 L—erfy|nplx 0]x

La direccién obtenida sera:

n 0,7813

1 _
nIH = 1
Nrrlx 0 Ix

Toda direccion asociada a una direccién principal sera unitaria. Por tanto, dicho
vector serd dividido por la norma del mismo:

n 0,6157
1 —

nyp | =|0.7880

M lx 0 Ix

Realizando un razonamiento idéntico para las otras dos direcciones asociadas a las
direcciones principales, los valores obtenidos serdn: (Nota: Las direcciones deben
cumplir que sean perpendiculares entre si)

n? ~0,7880
£ =1,754-107* (e) n | =|06157
" X 0 Ix
n? 0
e3=1-10"* (e) ny | =10
nilx Lk
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f) Alargamiento del segmento definido por los puntos O(0,0,0) y P(3,1,2)
(Ci=1,C,=1,C5=1).

1.- Sustituir los puntos 0 y P en el campo de desplazamientos.

0 12
uo =10 (m) wp=|9/| -107*(m)
0 X 6 X

2.- Calcular la normal unitaria en la direccién del alargamiento:

I
nop= ————
V32412422 2X

3.- El alargamiento seréa:

ALop = [up —uo] npp = 15,339-107* (m)
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5. El paralelepipedo deformable de la figura, esta sometido a un campo de desplazamien-
to u cuyas componentes respecto al sistema de representaciéon X Oxyz se indican abajo.
Las dimensiones del paralelepipedo, a,b,c corresponden a las direcciones indicadas en
la figura.

Uy=v=20-x+C3-y

Uy, =W =C4-Z

€] =cy=c3=cq=ctesx,y,z(m) ;u,v,w (m);

Z A
G F
D E z=2
0 I
oO=0"
c >
0O C a vy Y
A B ’

Datos:a=1m; b=1,5m;c=1m ¢ =2X10_3;C2=1,5X10_3;C3:2X10_3;C4=0
0 =60°

a) Determinar el tensor de deformaciones cuyas coordenadas se referiran al sistema
de representaciéon X (Oxyz) (me).

b) Determinar la parte volumétrica del tensor en el sistema de representaciéon X’(O’x’y’z’)
(me).

c¢) Variacién de la longitud del segmento AB expresada en mm.
d) Variacién del dngulo formado entre las aristas OA y OF (mrad).

e) Determinar el tensor de deformaciones infinitesimal en el sistema de represen-
tacion X’(O’x’y’z’). El sistema X’(O’x’y’z’) se obtiene mediante una rotacién de
angulo 0 del sistema X(Oxyz) (me).

Soluciéon

a) Determinar el tensor de deformaciones cuyas coordenadas se referiran al sis-
tema de representacion XOxyz (me).

Para los datos antes mencionados:
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Uy =u=(2-x)x1073
uy=v=(3-x+2-y)x107
u,=w=0

siendo las componentes del tensor de deformaciones,

exx:g—Z:2x10‘3:2m£
ewzg—;:2x10‘3:2m£
azz—aa—Z:Ome
exy:y;y—;(g—; %):% 1073 = = me
eyz:%:%(% 88—1;):07116

b) Determinar la parte volumétrica del tensor en el sistema de representaciéon
X'O’x’y’z’ (me).
Las coordenadas de la parte volumétrica con invariantes frente a las rotaciones,
por tanto son las mismas para X y para X’

) . 1 00 1,33 0 0
)= 3tr()1] = 5(2+240)[0 1 0[x107 (e)=| 8 133 0 |me
001 0o 0 1,33

c) Variacion de longitud del segmento AB expresada en mm.

0 0
[AB]x = [1,5| (m) [maglx=|1| (m)
0 |x Olx

[ea] = nap - (enap) = 2me

[AZAB] :gAB'lAB =1,5-2x 10_3m: 3mm

d) Variacion del angulo formado entre las aristas OA y OF (mrad).

1 0
[OA]x =|0| (m) [OF]x=|1,5 (m)
Olx

L x
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nOA]x = (1) (m)  nOF]x = 1(,)5 (m)
0]x 1 R %
Y0oA,0F = 2104 - (€noF) = % x 1073 rad = 2,5mrad
4

e) Determinar el tensor de deformaciones infinitesimal en el sistema de repre-
sentacion X'O’x’y’z’. El sistema X’O’x’y’z’ se obtiene mediante una rotacion de
angulo O del sistema XOxyz (me).

Puesto que &,,=0 y ¢,,=0, la direccion z es principal. Esto permite resolver el
problema de la rotacién entorno al eje z (que hemos dicho que es una direccién

principal) con el circulo de Mohr del plano x-y.

Por tanto, el centro del circulo de Mohr o, = ¢, = ¢, = 2me, y el radio R, = &, =
1,5 Exy = 1,5me

€y =0:.+R.-c0s(30°)=(2+1,5-c0s(30°))me = 3,30 mrad
€y =0, —R.-c0s(30°) = (2-1,5-c0s(30°)) me = 0,70 mrad

&y =0mrad

&y = R.-sin(30°) = 1,5 -sin(30°) me = —0,75 mrad
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Eyry = 0mrad

€y =0mrad
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6. El campo de desplazamientos en el entorno de un punto 0 tiene las siguientes compo-
nentes:

u=(ax+by+cz)-107° m
v=(dx+fy+gz)-103 m
w=(hx+iy+jz)-107° m

a) Componentes de la primera fila del tensor de deformaciones (&, €xy, €x2)(€).
b) Componentes del tensor de rotacién (rad).

\Y
¢) Incremento unitario de volumen (7) (€).
d) Alargamiento del segmento definido por los puntos O (0,0,0) y P (1,s,t) (mm).

Solucion

a) Componentes de la primera fila del tensor de deformaciones (¢,,, Exys Exz)(€)-
Calculamos las componentes de la primera fila del tensor de deformaciones se
obtienen derivando el campo de desplazamientos a partir de las relaciones ci-
nemadticas,

L _du_ -3 (.
exx—ﬁ—a-lO (¢€)

) _ny_l Ju dv _b+d 3 4.
9= _2(8y+8x = 10
_Yaz _Lfou ow) cth o
2= _2(92+8x)_ 7 10

b) Componentes del tensor de rotacion (rad).
El tensor de giro se obtiene derivando el campo de desplazamientos a partir de
las relaciones cinemadticas:

Wy =0 Wy, =0 ;=0

1 _
Wyy = (8u av):u-lO‘3 (rad) wyy = —wy,

2\ " ax)” 2
1{du Jdw\ c-h B
Wyy = 5(2—5)2 — 1073 (rad)  wgy = —wy,
1{dv Jw -1
w?zzz(z_a—y):—gz -107% (rad) Wazy = ~Wy,
Por tanto, el tensor de rotacion sera:
0 b-d c¢-hj
Wyy Wyxy Wyg 4ot 2 2.
[Q]x = Wyx Wyy Wyz| = % 0 ? 1073 (rad)
Wzx Wzy Wzzly h-c i-g 0
2 2 ]
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.. AV
¢) Incremento unitario de volumen (7) (¢)
El incremento unitario de volumen es la traza del tensor de deformacion.
AV
\Y
d) Alargamiento del segmento definido por los puntos O (0,0,0) y P (r,s,t). (mm)

P1.- Vector unitario en la direccién OP. El punto O esta en el origen mientras que
el punto P tiene las coordenadas (r,s,t) m.

= ey ey T =(a+T+))- 1077 (¢)

r
ﬁalargamiento —

72}

t

”ﬁ”alargamiento — m
_ r R
Ny

ﬁalargamiento S

”ﬁ”alargamiento Vr2 +s2 +t2
t

| Vr2 + 52 +t2]

P2.- Calculamos el campo de desplazamientos para el punto O y el punto P.

a-r+b-s+c-t
Gp=|d-r+f-s+g-t|-107> (m)
h-r+i-s+j-t
P3.- Determinar el alargamiento OP.

filargamiento

' ”ﬁ| |alargamiento

ALop = ;[(a«r+b-s+c~t)r+(d«r+f's+g't)s+(h~r+i~s+j~t)t] (mm)

Vr2 +s2 4+ t2
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Resultados de las versiones
‘Versién‘a‘b‘c\d‘f‘g\h‘i‘j‘r‘s‘t‘
Vi1 2121010 (3[7]2|0|5]1]1]1
V2 4/0(8[9(3|0|0|7]2|1]1]0
V3 715/0/0(8|2]6[0|3[0|1]1
V4 3/0(5|7(4|0]0]|9|6[1|0]1
Cuadro 6.1: Parametros de cada version
. AV
Version | e,,(€) Exy(€) Ex4(€) [Q]x (rad) 7(&) ALop (mm)
0o 1 -1
7
vi o | 2.10% | 1-10° | 1-107% | [Qx=|"1 O 3|10 |10-107 12.12
1 Z o
5
0 — 4
2
V2 4.1073 | =.1073 | 4-1073 [Q]x_g 0 _77-10—3 9.1073 11.31
7
-4 = 0
0o - -3
2
V3 7-1073 | =103 | 31073 | [Qlx=|3 o 1|107 |18-107 9.19
2
3 -1 0
! 5
0 —=— =
2 2
3 39 14-3 7 -9 -3 3
\Z 3-10 —-10 5-10 [Q]x = > 0 > -10 13-10 9.90
-5 9
— = 0
2 2 ]

Cuadro 6.2: Resultados de los apartados de cada version
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7. El vector desplazamiento en el entorno de un punto O de un cuerpo tiene las compo-
nentes (X, y, Z en m)

u=(Axy+Bxz)-107* m
v=(Cyx+Dyz)-107* m
w = (Fzx+Hzy)-10™* m

Datos: A=0; B=20; C=0; D=10; F=0; H=30

a) El alargamiento del segmento OP (O =(0,0,0)P = (1,0, 1)). (mm)

b) El elemento situado en la fila 1 y en la columna 1 de la parte desviadora del tensor
de deformaciones en el entorno del punto P= (1, 0, 1) (u¢)

Solucién
Al sustituir los datos del problema el campo de desplazamientos es,

u=(20xz)-107* m
v=(10yz)-107* m
w=(30zy)-10™* m

1) El alargamiento del segmento OP (O =(0,0,0) P =(1,0,1)). (mm)
A partir de dicho campo de desplazamientos, se calcula el alargamiento del
segmento. Para ello, realizamos los siguientes pasos
1.- Sustituir los puntos 0 y P en el campo de desplazamientos.

0 20
uo=0| (m) wp=|0]| -107*(m)
0x

0 Jx

2.- Calcular la normal unitaria en la direccién del alargamiento:

1 1

npop=—10
oP ‘/51

X

3.- El alargamiento serd:

ALop = [up —ug] npp = 14,14-107* (m) = 1,41 (mm)

2) El elemento situado en la fila 1 y en la columna 1 de la parte desviadora
del tensor de deformaciones en el entorno del punto P= (1, 0, 1) (¢)
Calculamos las componentes del tensor de deformacién a partir de su rela-
ciones cinemadticas con los desplazamientos.

0
Erp = a—z —20x-107*
v 4
6}1}1 = a—y =10z-10
0
£, = 8—1: =30p-10~4
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Vxy l(&u 87/):0

=7 =5\, o
Ve Lfou ow)_
) _2(82+8x)_0
_ vz _Lfov ow)_ -4
€2 = _2(az+8y)_(5y+15z) 10

El tensor de deformacioén sera al sustituir el punto

20x 0 0 20 0 0
lelx=| 0 10z  5yp+15z] 107* (&)=|0 10 15 107* (¢)
0 5p+15z 30y |, 0 15 0],

Finalmente, descomponemos el tensor de tensiones en su parte volumétrica y

su parte desviadora,

[elx = [SV]X + [ED]X
10 0 0 10 0 0
[Vx=[0 10 0| 10™* (¢); [P)x=]|0 0 15| 107* (¢)
0 0 10], 0 15 0],

siendo el elemento pedido el elemento que ocupa la primera fila y la primera
columna del tensor de deformaciones desviador.
c) En el centro de una placa cuadrada de pequeno espesor se adhiere una galga (ban-
da extensométrica) como se indica en la figura. Si sobre dicha placa se realiza un
ensayo se obtiene el tensor de deformaciones adjunto:

[ 25 50 i
[“:]X‘[So 75 ]X 10

Calcular la lectura de la galga (banda extensométrica) situada en el punto P sa-
biendo que el punto P estd situado a 6 = 30° del eje x. (pue¢)

Solucién
Para obtener la lectura de una banda extensométrica se utiliza la relacién, siendo la

_ [cos(30°)]

p = sin(30°)

[ep] = n};[e]xnp = 8,08 me
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7.1. Enunciados de ejercicios de Flexién Compuesta

1. Una viga empotrada estd sometida a cargas como se muestran en la figura. La viga
tiene una seccién del perfil I de espesor de 2 cm y es de acero con E = 210 GPa (las
dimensiones de la seccién estdn en cm). Se pide

a) Diagrama de momentos flectores y cortantes.

b) Determinar el eje neutro en el punto medio de tramo que se aplica la carga distri-

buida.

c) Valor de tensiones normales méximas a compresion.

d) La flecha en el punto extremo libre de la viga

qg=2kN/m

2.0m

2.0m

10

2. La viga de la figura estd sometida a una carga distribuida y a dos cargas puntuales.
Calcular y dibujar (indicando la linea neutra):

Py =10kN/m Py =20kN

»'Xd ll lB lc P£10kN
£ q -

Lo =1m

Li=1m Ly =1m

a) oy provocada por el esfuerzo axil.

b) oy, provocada por el momento flector.

by = 10cm by

b; = 5cem

h; =5cm

hs = 10cm

c) 0y provocada por la suma del esfuerzo axil y flector.; A qué distancia esta situada

la linea neutra respecto al caso b?
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7.2. Solucién de ejercicios de Flexion Compuesta

1. Una viga empotrada estd sometida a cargas como se muestran en la figura. La viga
tiene una seccién del perfil I de espesor de 2 cm y es de acero con E = 210 GPa (las
dimensiones de la seccién estdn en cm). Se pide

a) Diagrama de momentos flectores y cortantes.

b) Determinar el eje neutro en el punto medio de tramo que se aplica la carga distri-
buida.

c) Valor de tensiones normales méximas a compresion.

d) La flecha en el punto extremo libre de la viga

qg=2kN/m

10

2.0m 2.0m |

Solucion

a) Se determinan las reacciones en el apoyo empotrado mediante las ecuaciones de
equilibrio:
Va=qli =2x2=4kN

My =ql?/2=2x2%/2 = 4kNm
Hy=F=5kN

Se determinan las leyes de momento flector y cortante

= Tramo 1: 0<x <[4
M= qllx—MA—qx2/2

V=—ql +gx
s Tramo 2: [y <x <L+,
M=qliyx-My—qli(x-1,/2)=0
V=0

Los diagramas del momentos flector y cortante son:

0] =

4 kN Mpax = 4 kN m
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b)
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En el punto medio de tramo de carga distribuida, el momento flector es de —ql?/8.
Aplicando la ley de Navier, se puede determinar la tensién normal en la seccién
de la viga en este punto como:

M, N
Oyy = —I—y-l- Z
z

El eje neutro se determina al imponer que la tensién normal es igual a cero (o, =
0), o sea

La tensién normal maxima se produce en la seccién que tiene el mayor momento
flector. Para este caso, la seccién en el empotrado tiene el mayor momento flector.
La tensién normal en esta seccién es:

M, N -4 5

GXX - -
I, A I, A
La tensién maxima en compresién se encuentra en el punto de seccién con y = -7
cm.

Para determinar la flecha en el punto extremo libre de la viga, se aplica el PTVC,
es decir aplicamos una carga virtual 0P = 1 en este punto. La ley de momento
flector virtual es

oM =x-4

La flecha es:

1 2

1
—4—x2)(x -
MoéM J (4x —4—x7)(x—4) 28

dx =
EL x

b EL 3EL
0 0
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2. La viga de la figura estd sometida a una carga distribuida y a dos cargas puntuales.
Calcular y dibujar (indicando la linea neutra):

by = 10cm by

P] = 1UkN/IIl P;g = 20kN hl = 5em
P3 = 10kN
d “r lB lc §
A q < hs = 10cm
Lo =1m _& D
Li=1m Ly =1m b; =5cm

a) oy, provocada por el esfuerzo axil.
b) oy, provocada por el momento flector.

) 0y provocada por la suma del esfuerzo axil y flector.; A qué distancia esta situada
la linea neutra respecto al caso b?

Solucion

a) oy, provocada por el esfuerzo axil.

En primer lugar se van a calcular los diagramas de esfuerzos de la viga. Para ello,
se aplican los pasos siguientes:

P1.- El orden de hiperestaticidad de la estructura:

o.h. = Reacciones — Ecuaciones =3-3=0

P2.- Ecuaciones de equilibrio:

ZFX:O; Hy -P5;=0; [Hy =30 (kN) (7.1)
ZFY =0; -P,—P;L,+Vp =0; [Vp =30 (kN) (7.2)

L2
ZMA = 0; My—P, 71—192 (Ly+Lo)+Vp (L1 +Ly+L3) = 0 [ Ma = —45 (kNm) | (7.3)

P3.- Leyes de esfuerzos:
Barra DC:(0 <x<L3;=1 m)

2 Fy=0; Ny(x)=-P;3

ZFy =0; Vy(x) =Vp M,(x) C _.

2 Mp =0; M,(x)=Vpx
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Barra CB:(0 <x<L,=1 m)

ZFX =0; NX(X) = _P3 Vy(x) X
M, ) - P3 =30
LFy=0; Vy(x)=Vp-P; 0 (‘tx(x) ¢ ‘T\,
D

2 Mp =0; My(x)=Vp(x+1)-Prx
Barra AB:(0 <x<L;=1 m)
2 By =05 Ny(x)=-Hu Py-x
—0- _ Ma x Vy(x)
AR C ML

X2 Hj\ A
ZMP =0; MZ(X) = _Pl ? +MA

La figura representa los diagramas de esfuerzos del axil, cortante y momento flec-
tor:
45 kNm
N

Nx(x) Volx) 30 kN 1)
30 kN 10 kN -
(= == | e | () \

A B C D A B C D A B C

Analizando los diagramas, se elige el punto mas desfavorable para calcular las
tensiones normales (0, )

Ny max =P3 =|30kN | (Compresién) Compresién
Vi max = Vp = 30kN
M, max = M =[45kNm

P4.-Propiedades geométricas de la seccidn. Para ello, en primer lugar, se deben
de posicionar los ejes de la figura en el centro de geometria. El eje y es un eje de
simetria por tanto estd en la mitad de la figura mientras que el eje z se posicionara
a partir de una referencia y utilizando la férmula siguiente:

Linea Neutra

Traccion

Ar-yg=A1-y;+ A2y, S L

| hy =5¢
AT:(A1+A2) I;ll J CII
A;=50cm? y, =5cm

Z 3

A, =50 cm? y,=12,5cm yo =875 cm [

Yo = 8,75 cm by =5cm

Una vez situadas los centros de masa de la figura las inercias se calculan utilizando
la férmula siguiente:

hs = 10 cm

1
I= E(Lado perpendicular al eje)’ - Lado + Area - d°

D
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En este problema, se calculara sélo la inercia necesaria para el calculo de las ten-
siones oy, que es la inercia respecto al eje z:

I, = Izzl + IZZ2

1
Lz, = 75(10%)-(5)+(5)-(10)-(8,75-5)* = 119,79 cm*

1
I, = E(53) -(10)+(5)-(10)-(12,5-8,75)> = 807,29 cm*

I,, =1927,08 cm*

Finalmente, la tensién normal oy, debida al esfuerzo axil se obtiene aplicando la
ley de Navier utilizando el axil maximo, quedando dicha tensién:

Y=VYed
3 MPa
C _ Nx,max _ Zedom k| Compresién
Oy =——H = a
A
S

b) o,, provocada por el momento flector.
Aplicacién de la Ley de Navier utilizando el término del momento flector,

Oxx = |__Zy|

z

—~

siendo las méximas a traccién y a compresion en los puntos mas alejados del perfil
al centro de geometria (centroide) y cuyos valores son:

Y= Vedm 145,95 MPa

45 kN
G)g( = —m 6: 25¢cm = 145, 95 MPa Compresién
1927, 08 Cm4 e e Linea Neutra
45 kN raccion
ol = — =" 8 75cm =[204,33 MPa iﬁ
1 927’ 08 cm 204, 33 MPa

c) oy, provocada por la suma del esfuerzo axil y flector.;A qué distancia esta si-
tuada la linea neutra respecto al caso b?

Aplicacién de la ley de Navier utilizando el término asociado al esfuerzo axil y
al momento flector siendo las méaximas a traccién y compresion en los puntos del
perfil maés alejados del centro de geometria,

oS, = 145,95 MPa + 3MPa = | 148,95 MPa | (Compresion)
oL =204,33MPa — 3 MPa =| 201,33 MPa | (Tracci6n)

El punto donde esta situada la nueva linea neutra se puede calcular utilizando
geometria:
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V= VYedm
148, 95 MPa
Compresion
ta(a) = 148,95 MPa _ 3 MPa a
BY 625+ em  (dem - - ";1
o inea Neutra C

d=0,128 cm E .
Traccion

201,33 MPa
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8.1. Enunciados de ejercicios de Flexion Desviada

1. Dada una estructura como se muestra en la figura, compuesta de una viga de hormigén
armado de seccidn rectangular, inclinada un dngulo a = 30°. La estructura estd some-
tida a una carga uniforme g = 3 kN/m. Se pide:

a) Diagramas de momentos flectores y cortantes.
b) Calcular la energia interna de deformaciones.

c) Determinar el valor de flecha en el centro de vano.

¢ =3 kN/m

HEERERN

Datos: E = 32 GPa

2. Sea la estructura de la figura una viga empotrada de longitud L y hecha de un material
conocido (i.e. constantes E y GJ dadas) sometida a una carga P variable en magnitud
y en punto de aplicacién (posicién e a lo largo de su eje de simetria, con origen en
el punto de referencia O destacado en la figura). Adicionalmente, se ha colocado un
extensimetro situado a una distancia s del empotramiento. Por tltimo, el sistema puede
rotarse a lo largo del eje longitudinal de la viga un dngulo 6 (definido positivo en
sentido antihorario).

24, s

y b/2

o | =

TI7TITT7777 o
tl b/2
1 t

1 0 b=25mm, t=3.2mm
P
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Calcular:

a) Propiedades de la viga: inercias a flexién El,,, EI,, (considérense y y z los ejes
locales de la viga).

b) Distribuciones y leyes de momento flector y fuerza cortante

c) Centro de cortadura de la seccién, referido al sistema de referencia Oyz indicado
en la figura

d) Flecha y giro de la viga, y dangulo de torsién del extremo donde estd aplicada la
carga P en funcién de la excentricidad e, con 6 = Orad. Particularizar para P = 1 kg
ye=0.

e) Lectura del extensimetro en funcién de su posicién s respecto al empotramiento,
de la excentricidad de la carga e y del 4ngulo de rotacién 6. Nétese que la carga P
es un peso aplicado, por lo que acttia seguin la gravedad i.e. su direccién no varia
con 0. Particularizar para P =1kg,s=L/4y 6 =0.

f) Repetir los apartados 1 a 3 para la seccién i), rotada 6 = 45° en sentido horario. La
linea discontinua representa el eje a lo largo del cual puede desplazarse la carga
aplicada.

g) Repetir los apartados 1 a 3 para la seccién ii), donde la linea discontinua repre-
senta el eje a lo largo del cual puede desplazarse la carga aplicada.

Datos: E = 55GPa, G =12,4Nm?, L =0,5m

i) ii)

b
| b2 |,
| —t
Yy Yy
| |-k ]
(0]
t b/2
e L
I 1
b=25mm, t = 3.2mm b=25mm, a = 12mm

3. En este problema se van a usar conceptos de flexién compuesta desviada (o esviada),
sobre una seccién con ejes de flexiéon coincidentes con sus principales de inercia, y su
influencia en la distribucién de las tensiones normales a la seccidn.

Tenemos una seccion rectangular como la mostrada en la figura, a la cual se le aplica
una carga en la direccién x y sentido tal que genera una compresioén en la pieza. La
fuerza se aplica de manera excéntrica con respecto al centro de gravedad.
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Se pide:

a)
b)
c)
d)

Nota: este mismo problema, para cualquier otra seccion cuyos ejes de flexion coincidan con

Caracteristicas de la seccion.

Ecuacién genérica de la tensién normal a la cara producida por la carga excéntrica.
Ecuacién genérica del eje neutro de la seccién ante la carga excéntrica.

Evaluar si el punto (e, = b/4, e, = —h/4) pertenece al ntcleo central. Calcular la

ecuaciéon del eje neutro, y calcular la tensiéon normal en los puntos A y B de la
seccion.

Evaluar si el punto (e, = 0, e, = h/6) pertenece al nucleo central. Calcular la ecua-
cion del eje neutro, y calcular la tensiéon normal en los puntos A y B de la seccién.

Calcular el nucleo central de la seccidn.

Calcular la tensiéon normal en el punto A dado por la actuacién simultanea de una
carga F aplicadaen (e, =0, e, = h/2), un momento M aplicado en un eje que forma
un dngulo 0 = 30° con el eje y de la figura, un cortante V, y un momento torsor
Mr en el eje x. Determinar el tensor de tensiones considerando el momento de
inercia a torsién como conocido e igual a J; (operar con este valor en simbdlico).
Se pide determinar el valor del momento torsor para que la tensién de Von Mises
sea igual a la de plastificaciéon en el punto A

los ejes principales de inercia, seria exactamente igual salvo el calculo de los valores carac-
teristicos de la seccion (i.e. area, centro de gravedad, e inercias en los ejes principales.

4. Sea un perfil de pared delgada en “C” de espesor t, con alas (tramos horizontales)
de longitud b y alma (tramo vertical) de longitud h, sometido a una carga P. En todo

momento se considera la carga aplicada en el centro de cortadura, y se asume que
b/t > 1, con b~ h.
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~
N
A
>
>

Para la solicitacién mostrada en la figura anterior, se pide:
a) Tensién cortante maxima en valor absoluto, T, (MPa)

Posteriormente, se rota la carga respecto a la vertical & = 30° tal y como se indica en la
siguiente figura:

Ante la nueva solicitacién, se pide:

a) Tension cortante en el punto medio del alma en valor absoluto, 7,,(y = 0) (MPa)

b) Sabiendo que el centro de cortadura de la seccién esta en z = ¢ (respecto a ejes
centroidales), ;como sera la nueva posicion ¢’ del centro de cortadura al aumentar
la longitud b de las alas?

1)

2)

3) c’=c

4) Faltan datos para determinar la nueva posiciéon
)

5) Ninguna de las anteriores

Datos: P, b, h, t

5. Sea un perfil de pared delgada en “C” de espesor ¢, con alas (tramos horizontales)
de longitud b y alma (tramo vertical) de longitud h, sometido a una carga P. En todo
momento se considera la carga aplicada en el centro de cortadura, y se asume que
b/t > 1, con b ~ h. La distancia del centroide de la seccién a la linea media del alma es

Z,gmm.
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_L%
Y

Zeg

Para la solicitacién mostrada en la figura anterior, se pide:
a) Tensién cortante maxima en valor absoluto, 7,4, (MPa)

Posteriormente, se rota la carga respecto a la horizontal @ = 30° tal y como se indica en
la siguiente figura:

Ante la nueva solicitacién, se pide:

a) Tensi6n cortante en el punto medio del alma en valor absoluto, 7, (y = 0) (MPa)

b) Sabiendo que el centro de cortadura de la seccién esta en z = ¢ (respecto a ejes
centroidales), ;como serd la nueva posicion ¢’ del centro de cortadura al disminuir
la longitud b de las alas?

1) ¢’>¢
2
3

) ¢’ <c
)

4) Faltan datos para determinar la nueva posicién
)

d=c

5) Ninguna de las anteriores

Datos: P, b, h, t, Zeg
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6. Sobre la seccion cuadrada de la figura, de lado =40 mm, se aplica una carga F=10 kN
de compresién en el punto rojo. Este punto estd situado a una distancia e1=8 mm del
eje z y una distancia e2=20 mm del eje y.

el
—@

le2

Y

Se pide,

a) Ecuacion del eje neutro.

b) Tensién en el punto P (MPa) considerando las tracciones positivas y las compre-
siones negativas.

c) Mayor tensién (MPa) en la seccién (en valor absoluto.)
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8.2. Solucién de ejercicios de Flexion Desviada

1. Dada una estructura como se muestra en la figura, compuesta de una viga de hormigén
armado de seccién rectangular, inclinada un dngulo a = 30°. La estructura estd some-
tida a una carga uniforme g = 3 kN/m. Se pide:

a) Diagramas de momentos flectores y cortantes.
b) Calcular la energia interna de deformaciones.

c) Determinar el valor de flecha en el centro de vano.

g =3 kN/m

HEEEEEE

| 5.0 m |

Datos: E = 32 GPa
Solucion

a) Primero, se determinan las reacciones en los apoyos a través de las ecuaciones de
equilibrio estético

l
VA:VB:%:ZSkN

Determina la ley de momento flector:

YR L
2 2
Determina la ley de cortante:
l
V= —% +gx

Con las leyes obtenidas anteriormente, se dibujan los diagramas correspondien-
tes.
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b) Determinan los momentos de inercia respecto a los ejes z y y del sistema de coor-
denadas local de la seccién de la viga.

I, =0,00045 m*; I, = 0,0002 m*

Debido a que la seccién estd inclinada un dngulo de 307, por tanto el momento
flector determinado anteriormente puede entenderse como el resultante de los
dos momentos flectores aplicados sobre los dos ejes v y z:

M,=Mcosa M, =Msina

La energia interna de deformacién se puede determinar como:

1
U M
_JZE
0

c) Las flechas se presentan en la secciéon del centro de vano que son los correspon-
dientes debido a cada componente de momento flector:

l
dx st M? Jx = g*1°sin’? a . g*1° cos® a
2EI, 240EI, 240EI,
0

2
y
Iy

5 gl* N
———C0s
¥ 384 FEIl
5 ql4 g
————sin
" 384FEI
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2. Sea la estructura de la figura una viga empotrada de longitud L y hecha de un material
conocido (i.e. constantes E y GJ dadas) sometida a una carga P variable en magnitud
y en punto de aplicacién (posicién e a lo largo de su eje de simetria, con origen en
el punto de referencia O destacado en la figura). Adicionalmente, se ha colocado un
extensimetro situado a una distancia s del empotramiento. Por altimo, el sistema puede
rotarse a lo largo del eje longitudinal de la viga un angulo 6 (definido positivo en
sentido antihorario).

Z 4, L

Y b/2
o | 2]
T77TTITTTT o
t b/2
}
1 t
__1 _____ A b=25mm, t=3.2mm
1)

Calcular:

a) Propiedades de la viga: inercias a flexién El,,, EI,, (considérense y y z los ejes
locales de la viga).

b) Distribuciones y leyes de momento flector y fuerza cortante

c) Centro de cortadura de la seccién, referido al sistema de referencia Oyz indicado
en la figura

d) Flecha y giro de la viga, y dangulo de torsién del extremo donde estd aplicada la
carga P en funcién de la excentricidad e, con 6 = Orad. Particularizar para P = 1kg
ye=0.

e) Lectura del extensimetro en funcién de su posicién s respecto al empotramiento,
de la excentricidad de la carga e y del dangulo de rotacién 6. Nétese que la carga P
es un peso aplicado, por lo que acttia segin la gravedad i.e. su direccién no varia
con 6. Particularizar para P =1kg,s=L/4y 6 = 0.

f) Repetir los apartados 1 a 3 para la secciéon i), rotada 0 = 45° en sentido horario. La
linea discontinua representa el eje a lo largo del cual puede desplazarse la carga
aplicada.

g) Repetir los apartados 1 a 3 para la seccidn ii), donde la linea discontinua repre-
senta el eje a lo largo del cual puede desplazarse la carga aplicada.

Datos: E = 55GPa, G =12,4Nm?, L =0,5m
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ii)

o
~—
S

| b/2
e
Y Dy
) |- ]
(0]
t b/2
'
o )
b=25mm, t = 3.2mm b=25mm, a = 12mm

Solucion

a) Para calcular las propiedades de la seccién, se calcula en primer lugar el centro
de gravedad de la seccién. Como la seccién es simétrica respecto al eje z mostrado
en la figura, ycg es v = 0 en el eje de la figura. Para el calculo de z¢¢ se sitia un
sistema auxiliar en el eje de simetria, en el punto medio exterior del tramo vertical
del perfil. Asi, la expresion de z¢ puede expresarse como:

o _LizcciAi _0-(b=20)t+(b/2-1/2)- 2bt
cCCTUyA (b—2t)t+ 2bt

=7,945mm (8.1)

Calculado el centro de dreas de la seccién, se pueden obtener los momentos de
inercia, sabiendo que [, = JA z?dAy que I, = fA z?dA:

2
Iy = 153(b=2t)+ t(b - 2t)z%; + £b3t + 2bt (5 - § — 2cc) = 13538,33mm*

2
L. =15(b-2t)t+ 1bt> + 2bt (5 - §)" = 20862,095mm*

(8.2)

b) Las distribuciones de momento flector y fuerza cortante estan determinadas sin
necesidad de imponer condicién adicional debido a que la estructura es isostatica:

(x)=P
(8.3)
M,(x)=—-Px

situando el origen de x en el extremo libre de la viga.

c) Para el calculo del centro de cortadura se deben obtener las fuerzas resultantes
de la distribucién de esfuerzo cortante, obtenidas a su vez a partir del Teorema
de Colignon. En las alas superior e inferior, la expresién adquiere la misma forma
(problema antisimétrico):

o VyQu2)  P(b-t/2-2)(b/2-1/2)
Teo(2) = e I (8.4)
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donde Vy =V, = P debido a que la seccién posee un eje de simetria, y b(z) = t.
Se ha escogido Z con origen en la linea media de la seccién vertical (alma) por
simplicidad en la expresién. Como puede observarse, la evolucién es lineal. De
este modo, el cortante es médximo en Z=01i.e.

P(b—t/2)(b—t)

Txzméax = sz(f = 0) = 2Izz (8~5)
La fuerza resultante en las alas es, por tanto,
b—-t/2 2
1 P(b—t/2)“t(b—t
F, = J T,,dA = j Tyor(2)tdZ = = Tyy max(b—/2)t = ( Ul ) (8.6)
A 0 2 41,,

y es antisimétrica respecto al eje de simetria del perfil. Respecto a la distribucién
de cortante 7,,(y) en el eje vertical, se conoce que es cuadratica, sin embargo, no
es necesario calcular su distribucién dado que la resultante es la fuerza a la que se
encuentra sometida el perfil, P (al ser el dnico tramo con contribucién relevante
Tyy). En otras palabras,

F, = L’cxy(y)dA ~Pp (8.7)

Lo anterior puede verse reflejado en la siguiente figura:

A

A 4

Fy

Asi, estableciendo la equivalencia entre el sistema con una carga P aplicada y la
distribucién de resultantes mostrada en la figura anterior, se plantea la ecuacién
de equilibrio de momentos en el centro de cortadura C para calcular su posicién
c respecto a la linea media del alma del perfil:

_ 2 2
ZMC =0=cP=2F(b/2-1t/2); c= (b t/i)lt(b 0 9,98 mm (8.8)

En parametros del enunciado, aplicando la carga en e = ¢ + b/2 — t/2, no existe
torsién en la pieza

e=c+b/2-1t/2=20,88mm (8.9)
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d) Laflechay el giro de la seccién en su extremo se obtiene directamente de la formu-
lacién para vigas empotradas en un extremo, con el otro extremo libre (isostéticas)

pL3
Flecha: v = = 0,36mm
3EI,,
PL?
Giro: v’ = =1,07-10-3rad (8.10)

2EI,,

, TL P b/2—-t/2—-e)L

Angulo torsién: @ap = I = (c+b/ I /2-¢) =1,65-10"%rad

e) Laley de Hooke generalizada para este caso determina que ¢, = 0,,/E. Obtenien-
do oy, de la Ley de Navier, se llega a

_Mz(x) _My(x)
EL, ’ EL,

Exx(%,1,2) = z (8.11)

Se han mantenido las contribuciones de momento flector en ambos ejes (locales)
debido a que ahora el giro 6 es un pardmetro que puede modificarse. Nétese que
la anterior ley se ha aplicado teniendo en cuenta que la flexion es simple (ausencia
de esfuerzo axil i.e. N = 0).

La variacién de 0 da lugar a una flexién desviada. Para calcular las contribuciones
en cada eje local, se descompone la carga P aplicada segtn estos ejes, tal y como
indica la siguiente figura

Psin6 ]

Con ello, la ley de momento flector en funcién de x (con origen en el extremo
libre) es:

M,(x) = —PxcosO (Traccién fibras superiores)
(8.12)
M, (x) = Pxsin®  (Traccion fibras extremo libre de las alas)

El criterio de signo de M, es el seguido en los apuntes de la asignatura (positivo
segin —v), y es el tenido en cuenta para la derivaciéon de la Ley de Navier aqui
utilizada.

El extensimetro estd situado en la siguiente posicién:
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x=L-s
v=0b/2
z:b/2—t/2—zCG

Asi, la lectura del extensimetro arrojaria el siguiente valor:

_P(L=s)|bcos® (b-t-2zcg)sinb

Evr =
“TT2E | L I,

= 40 pe (8.13)

f) Seccién i)

1) Propiedades de la seccién:

Rotando la seccién 45 grados en sentido horario, los ejes v y z pasan a ser
ejes principales de inercia debido a que el eje z es eje de simetria. De este
modo, las propiedades de la seccién se calculan a continuacién. Los cdlculos
se realizan tomando un cuadrado de lado b y restdndole un cuadrado de lado
b—t. Para situar el centro de gravedad, se toma el vértice de la seccién (esquina
izquierda):

_b?-b/x/i—(b—t)z(x/it+%)

=10,497mm (8.14)

Z =
4 b2 — (b _ t)z
Asi, el momento de inercia respecto al eje z, I,,, se obtiene como

1 1
1, = Eb‘*—E(b—t)4 =13730,99mm?, (8.15)
donde se ha tenido en cuenta que el momento de inercia de un cuadrado de
lado b respecto a cualquier direccién de su plano es b*/12. Igualmente, la

expresion para I, es

2 2
I}J}J = Eb +b (@ —ch) —E(b—t) —(b—t) \/Et + W - ch =3576,29mm
(8.16)
L, =3576,29mm*
(8.17)
I,,=13731 mm*

2) Distribuciones y leyes de momento flector y fuerza cortante:

Iguales (no dependen de la seccién)

3) Centro de cortadura:

El centro de cortadura se encuentra en la esquina del perfil, a la altura de la
linea media, por ser el punto donde concurren todas las resultantes de
fuerzas de la distribucién de esfuerzos cortantes.

g) Seccién ii)
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Centro de e
cortadura \’ S

1) Propiedades de la seccién:

1
— 3, — 4
Iy, = 1219 a=15625mm

(8.18)

1
I, = ﬁba3 =3600mm*

2) Distribuciones y leyes de momento flector y fuerza cortante:
Iguales (no dependen de la seccién)
3) Centro de cortadura:
El centro de cortadura coincide con el centroide de la secciéon
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3. En este problema se van a usar conceptos de flexion compuesta desviada (o esviada),
sobre una seccién con ejes de flexién coincidentes con sus principales de inercia, y su
influencia en la distribucién de las tensiones normales a la seccidn.

Tenemos una seccién rectangular como la mostrada en la figura, a la cual se le aplica
una carga en la direccién x y sentido tal que genera una compresién en la pieza. La
fuerza se aplica de manera excéntrica con respecto al centro de gravedad.

Se pide:

a
b
c

)
)
)
d)

Nota: este mismo problema, para cualquier otra seccion cuyos ejes de flexion coincidan con

Caracteristicas de la seccidn.

Ecuacién genérica de la tensién normal a la cara producida por la carga excéntrica.

Ecuacién genérica del eje neutro de la seccién ante la carga excéntrica.

Evaluar si el punto (e, = b/4, e, = —h/4) pertenece al nucleo central. Calcular la

ecuacion del eje neutro, y calcular la tensién normal en los puntos A y B de la
seccion.

Evaluar si el punto (e, = 0, e, = h/6) pertenece al nucleo central. Calcular la ecua-
cion del eje neutro, y calcular la tensién normal en los puntos A y B de la seccién.

Calcular el nucleo central de la seccidn.

Calcular la tensiéon normal en el punto A dado por la actuacién simultanea de una
carga F aplicadaen (e, = 0, e, = h/2), un momento M aplicado en un eje que forma
un éngulo 0 = 30° con el eje y de la figura, un cortante V, y un momento torsor
Mr en el eje x. Determinar el tensor de tensiones considerando el momento de
inercia a torsién como conocido e igual a J; (operar con este valor en simbdlico).
Se pide determinar el valor del momento torsor para que la tensién de Von Mises
sea igual a la de plastificaciéon en el punto A

los ejes principales de inercia, seria exactamente igual salvo el calculo de los valores carac-
teristicos de la seccion (i.e. drea, centro de gravedad, e inercias en los ejes principales.
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Solucién

Lo primero que tenemos que definir es el criterio de signos para el axil N y los mo-
mentos M, y M,. Para ello, los asociamos a la repercusion que tendrdn en el estado
tensional de la pieza prismadtica, y su relacién con los ejes que hemos elegido. Si usa-
mos la ecuacién de Navier que relaciona la tensién oy, con, por ejemplo, el momento
flector M, de esta forma:

Opy = ——— (8.19)

Implica que el momento flector M, serd positivo cuando actuando de forma aislada
(principio de superposicién) produzca compresiones en la zona del eje z positivo. Con
esto, y siguiendo la disposicién mostrada en la Figura 7, el momento flector M, sera
positivo cuando de los dos momentos que lo componen (iguales y de signo contrario),
el negativo esté en la cara con una coordenada x mayor.

De igual modo, si analizamos el momento flector M,, este serd positivo cuando de los
dos momentos que lo componen, el positivo esté en la cara con una mayor coordenada
x. La cara con una mayor coordenada x es la que se muestra en la Figura 7 en primer
plano, con los ejes y la carga dibujados sobre ella. En la Figura 3 se muestra el sentido
de los momentos en la cara con mayor x del diferencia para considerar positivos los
momentos flectores:

Respuesta a

Las propiedades seccionales que necesitamos seran el drea y las inercias en ejes princi-
pales, cuyos valores son A = hb, L, = h°b/12y I,, = hb*/12.

Respuesta b

Con esto, la tensién o,, dada por una carga F excéntrica, y considerando que el axil es
de compresion (negativo) y el criterio de signos expresado para los momentos, sera:

(8.20)

A B h3b hb3

5 N M,z sz: i_(lzpez) ~ 12F e, .
AL, I hb
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Respuesta c

La ecuacién del eje neutro vendra dada por el lugar geométrico de las tensiones nor-
males nulas, esto viene de igualar a 0 la ecuacién 11.39:

F [12Fe 12Fe,
ax,c:_%_( h3bz)z_( — )y:O (8.21)

Que podremos simplificar como:

_1_(12ez)2_(126y)y:0 (8.22)

h? b?

Aqui, se puede ver como para diferentes valores de las excentricidades de aplicacién
de la carga e, y e, el eje central variard de posicién y orientacion.

Respuesta d

Un punto pertenece al ntucleo central cuando una carga de compresioén aplicada en
dicho punto hace que toda la seccidon esté a compresidon, no necesariamente con el
mismo valor tensional. Para eso usamos la ecuacién general del eje neutro definida por
la ecuacidon 8.22, con lo que queda:

h b
—1+(Z—2)z—(z—2)y:0 (8.23)

Y despejando, la recta que define el eje neutro es:

y:—é+(%)z (8.24)

Que corta la seccion, por lo que no pertenece al nacleo central el punto evaluado. Eso
se comprueba verificando que la ecuacién 8.24 corta el eje z en z = h/3, y el eje y en
v =—b/3. Ambos puntos dentro de la seccion rectangular de la figura.

Usando la ecuacién 11.39, la tensién en el punto A sera:

4F
Oyy = —E <0 (825)
Y en el punto B:
2F
Oxx = — >0 (8.26)
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Respuesta e

Este punto se evaltia de la misma forma que el anterior, con lo que tenemos sustitu-
yendo los valores del punto dado como excentricidad de la carga:

2h
—1—(ﬁ)z—0:0 (8.27)
Que queda simplificando:
h
2= (8.28)

que es una recta horizontal tangente a la seccidon de la viga que no la corta, por lo que
este punto si pertenece al nicleo central. La tensién en el punto A es:

_F F F

Uxx——%—% :—2E (829)

Y la tension en el punto B es nula, ya que estd en el eje neutro.

Respuesta f

El ntcleo central es la regiéon de la secciéon donde podemos aplicar una carga de com-
presién y toda la seccién estard en compresioén, aunque con valores variables como en
el punto anterior. Para ello, vamos a darle la vuelta al problema y a asumir cuatro es-
tados donde en cada uno la tensién la imponemos nula en cada uno (calculamos la
excentricidad que hace que la tensién sea nula en un vértice diferente, es decir, que el
eje neutro pase por el vértice). Cada vértice nos dard una ecuacién de una recta para
las excentricidades e, y e,. Para ello usamos la ecuacion 8.22 y sustituimos.

Vértice 1 (y =-b/2, z=h/2):

6e
—1—%+Ty:0 (8.30)
b b
ey:g'l'zez (831)
Vértice 2 (y = b/2, z=h/2):
6e
—1—%—%:0 (8.32)
b b
ey :—g—ﬁez (833)
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Vértice 3 (y = b/2, z=—-h/2):

6e
1 %—Ty:o (8.34)
ey = —E + Eez (8.35)
Vértice 4 (y = -b/2,z=—-h/2):
6e
‘“%*Ty:(’ (8.36)
b b
63) = g - Eez (837)

Cada una de estas ecuaciones definida para cada vértice divide la seccién en dos par-
tes. Sobre la linea una fuerza aplicada en cualquier punto de la misma hard que la
tensién normal en el vértice sea nula. Y a un lado de esta (el lado al cual est4 el centro
de gravedad) cualquier punto harad que la tensién en el vértice estudiado sea negati-
va, de mayor o menor valor. Siempre considerando que la fuerza produce un axil de
compresién, como es el caso. Aunque en el caso de un axil de traccién seria analogo.
Con ello, el nucleo central seria la regién que cumple las condiciones para los cuatro
vértices y que haran que todos los puntos de la seccidn estén a compresiéon ante una
carga colocada en esa regién. Eso es el poligono definido por las rectas y que contiene
al centro de gravedad de la figura, como puede verse en la siguiente figura:

Respuesta g

Para el calculo del tensor de tensiones debemos de considerar todas las tensiones ac-
tuantes. Sabemos que la tensién oy, va a estar definida por la accién de la carga F,
tanto de manera axial, como por los momentos generados por la excentricidad, y por
el momento M aplicado. Por otro lado, el cortante V, va a influenciar a las tensiones
tangenciales 7y, y Ty, pero como el momento de drea para el punto A es nulo tanto en
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y como en z, las tensiones tangenciales producida por V, serdn nulas. Por ultimo, el
momento torsor si generard tensiones T,y y Ty, NO nulas.

Comenzamos con el calculo de o,,:

N Myz M,y N Myh+Mzb

oo = _ - __7 (8.38)
YA L, I, hb 21, 21,
Donde el axil serd N = —F al ser de compresién, y los momentos:
Fh
M, =Fe,+Mcos(0) = 7+Mcos(6) (8.39)
Y:
M, =Fe, + Msin(6) = M sin(0) (8.40)
Por otro lado, los cortantes dados por la torsién serdn, considerando las coordenadas
de A
MT z MT h
T = = 8.4:1
Y o 2] (8.41)
MT v MT b
Ty = —> = ——— 8.42
= 27 (8.42)

Y salvo oy, Tyy ¥ Tyz, todas las componentes del tensor de tensiones serdn nulas. Y con
ello la tensién de Von Mises, con los valores ya calculados, sera:

20,?x+6”c,% +6T,%Z
GoM = \/ > Y (8.43)

De aqui vamos a calcular el valor de M1 para que la tensién de Von Mises sea igual a
la de plastificacion:

2000 =20) =205, +6T5,+6T, (8.44)

202 =202+ 6 M3((h/2]o)? + (~b/2))? (8.45)

Y el momento torsor que produce la plastificacién en el punto A, sera:

8

Mr =Jo|Z [ (8.46)

h? + b?

2_ 2
0y — Oxx
6
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4. Sea un perfil de pared delgada en “C” de espesor ¢, con alas (tramos horizontales)
de longitud b y alma (tramo vertical) de longitud /, sometido a una carga P. En todo
momento se considera la carga aplicada en el centro de cortadura, y se asume que
b/t>1,con b~ h.

Y
P Z«i h

Para la solicitacién mostrada en la figura anterior, se pide:
a) Tensién cortante maxima en valor absoluto, 7,4, (MPa)

Posteriormente, se rota la carga respecto a la vertical « = 30° tal y como se indica en la
siguiente figura:

Ante la nueva solicitacion, se pide:

a) Tensi6n cortante en el punto medio del alma en valor absoluto, 7, (y = 0) (MPa)

b) Sabiendo que el centro de cortadura de la seccién esta en z = ¢ (respecto a ejes
centroidales), ;como sera la nueva posicion ¢’ del centro de cortadura al aumentar
la longitud b de las alas?

1) c’ >c
2)

3) ’=c

4) Faltan datos para determinar la nueva posicién

5) Ninguna de las anteriores

Datos: P, b, h, t

Solucion
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Apartado 1. El momento de inercia de la secciéon en “C” de pared delgada puede
calcularse como (despreciando los términos de inercia de las alas bt3/12)

1 h

2 2
I, = 2h3r+2w(—) = 1h3t+ﬁﬁi

— 4
12 2 (8-47)

27 12 2

El cortante mdximo aparece en el centroide de la seccion (Tyy msx)- Para calcularlo, pri-
mero se obtiene la contribucién al cortante del ala. Segtn el teorema de Colignon,

VyQZ(Z)
Tr(2) = W; (8.48)

por lo que particularizando en la esquina (Q}(z) = bt - h/2, b(z) = t),

v, bh
Txz,max = By (8.49)
zz

Asi, 7,,(y) en el alma obedece la siguiente ley

Vybh V,Q%(y)
'y Y=<z
S = S by)

(8.50)

El cortante maximo Ty, msx Se encuentra a la altura del centroide (y = 0), por lo que se
toma un drea barrida A* hasta dicho punto (Q3(0) = ht/2-h/4, b(0) = t), siendo

V,bh  V,h? 2
Y p _ Ph (1 b) (8.51)

ix = + = +4-—
Tymax = Tt e T 8L, T

Apartado 2. Para el punto solicitado (y = 0), la tensién tangencial que aparece es
unicamente debida a la componente vertical de la carga (por simetria en la pieza y en
la carga, la contribucién de la componente horizontal de la fuerza es nula en el punto
medio del ala).

Asi, 7,,(y = 0) es el resultado de antes, teniendo en cuenta ahora que V, = Pcosa.

previo Phcosa (1 + 4b) (8.52)

Tx?(y = 0) = Txy,méx cosa = 81,,

Apartado 3. La distancia c al centro de cortadura respecto al centroide (considerada
positiva hacia la izquierda) se halla en

b2h?t

T4,

+2eq, (8.53)

siendo z., la distancia del alma al centro de gravedad. Sustituyendo los valores de I,
Y Zeg = b?/(h+2b),
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3b? . b?
h+6b h+2b’
la cual es monétona creciente con b para b > 0. Por tanto, la respuesta correcta es

(8.54)

' >c (8.55)
Fisicamente, puede observarse que la distancia ¢” aumenta por dos efectos:

» El primer término de la Ecuacién (8.64) indica que el centro de cortadura se des-
plaza a la izquierda del alma debido al incremento de la fuerza horizontal F re-
sultante de la distribucién de tensién tangencial en las alas (para este perfil, dicha
distancia es Fh/V))

» Por otro lado, en el segundo término de la Ecuacién (8.64) se observa que el centro
de gravedad se desplaza a la derecha del alma conforme aumenta b

Resultados de las versiones

Vi1 V2 | V3 V4 V5
P[N] | 1000 | 500 | 850 [ 2000 | 1500
b[mm] | 50 | 30 | 40 | 80 | 100
h [mm] | 100 70 90 150 200
t [mm] 3 1 2 4 5

Cuadro 8.1: Datos del enunciado.

V1 V2 V3 V4 V5
Tepmix IMPa] | 3.750 | 8.143 | 5.366 | 3.73 | 1.688
Top(y = 0) [MPa] | 3.248 | 7.052 | 4.647 | 3.23 | 1.461
¢’ [-] c>c

Cuadro 8.2: Resultados de las versiones.
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5. Sea un perfil de pared delgada en “C” de espesor ¢, con alas (tramos horizontales)
de longitud b y alma (tramo vertical) de longitud /, sometido a una carga P. En todo
momento se considera la carga aplicada en el centro de cortadura, y se asume que
b/t > 1, con b ~ h. La distancia del centroide de la seccién a la linea media del alma es

Zcgmm.
_%‘
Y
—P>Z<——l h
Zeg

Para la solicitacién mostrada en la figura anterior, se pide:
a) Tensién cortante maxima en valor absoluto, 7,4, (MPa)

Posteriormente, se rota la carga respecto a la horizontal @ = 30° tal y como se indica en
la siguiente figura:

Ante la nueva solicitacion, se pide:

a) Tensi6n cortante en el punto medio del alma en valor absoluto, 7, (y = 0) (MPa)

b) Sabiendo que el centro de cortadura de la seccién esta en z = ¢ (respecto a ejes
centroidales), ;como serd la nueva posicion ¢’ del centro de cortadura al disminuir
la longitud b de las alas?

1) c’ >c
2)

3) ¢’=c¢

4) Faltan datos para determinar la nueva posicién

5) Ninguna de las anteriores

Datos: P, b, h, t, z4
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Solucion

Apartado 1. Para una solicitacién horizontal de una seccién en “C”, el cortante maxi-
mo se halla en el ala, a la altura del centroide. Para su calculo, se obtiene el momento
de inercia I, (despreciando el término de inercia del alma ht3/12)

1 2
I, = gb3t+ht-zfg+2bt(b/2—zcg) (8.56)

Tomando el teorema de Colignon

V,Q)(2)
T, (2) = , (8.57)

e Ly b(z)

y particularizandolo en z =0,
2
P (b —Zeg

Txzmax — T) (8-58)

vy

Apartado 2. Para el punto solicitado (y = 0), la tensién tangencial que aparece es
unicamente debida a la componente vertical de la carga (por simetria en la pieza y en
la carga, la contribucién de la componente horizontal de la fuerza es nula en el punto
medio del ala).

Asi, 7,y(y = 0) se obtiene teniendo en cuenta tnicamente V, = Psina. El cortante en la
esquina es

v, bh
TXZ - 2IZZ

(8.59)

Y 7,,() en el alma obedece la siguiente ley

_Vybh V,Q5()
W)= S o) (8.60)

Particularizando para y = 0 se obtiene la respuesta a este apartado

2 .
Tyy(y = 0) = vy bh + Vyh = Pisina
v 2I,, 8l 81,,

b
(4E+1) (8.61)

Donde

1, h\> 1 5 bth?
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Apartado 3. La distancia c al centro de cortadura respecto al centroide (considerada
positiva hacia la izquierda) se halla en

_ b?h?t
4L,

siendo z, la distancia del alma al centro de gravedad. Sustituyendo los valores de I,
Y Zeg = b?/(h+ 2b),

c +2cq, (8.63)

3b? . b?
h+6b h+2b
la cual es monotona creciente con b para b > 0. Por tanto, la respuesta correcta es

(8.64)

' <c (8.65)
Fisicamente, puede observarse que la distancia ¢’ disminuye por dos efectos:

» El primer término de la Ecuacién (8.64) indica que el centro de cortadura se acerca
al alma debido al decremento de la fuerza horizontal F resultante de la distribu-
cion de tension tangencial en las alas (para este perfil, dicha distancia es Fh/V,)

» Por otro lado, en el segundo término de la Ecuacién (8.64) se observa que el centro
de gravedad también se acerca alma conforme disminuye b

Noétese que en el limite b — 0 (perfil rectangular, sin alas), el centro de cortadura tiende
a situarse en el punto medio del alma (centro de doble simetria) i.e.

limc’ (b)=0 8.66
bl_I)I;l)C( ) ( )

Resultados de las versiones

Vil | V2 | V3 V4
P [N] 1000 | 500 [ 850 [ 2000
b [mm)] 50 30 | 40 80
h [mm] 100 | 60 80 160
t [mm] 3 1 2 4
Zoe [mm] | 125 | 7.5 | 10.0 | 20.0

Cuadro 8.3: Datos del enunciado.

Vi1 V2 V3 V4
Tezmax IMPa] | 4500 | 11.250 | 7.172 | 4.219
Toy(y = 0) [MPa] | 1.875 | 4.687 | 2.988 | 1.758
c’ [-] ' <c

Cuadro 8.4: Resultados de las versiones.



192 8.2. Solucién de ejercicios de Flexion Desviada

6. Sobre la secciéon cuadrada de la figura, de lado =40 mm, se aplica una carga F=10 kN
de compresién en el punto rojo. Este punto estd situado a una distancia e1=8 mm del
eje z y una distancia e2=20 mm del eje y.

el
—~@

e2

Y

Se pide,

a) Ecuacién del eje neutro.

b) Tensién en el punto P (MPa) considerando las tracciones positivas y las compre-
siones negativas.

c) Mayor tensién (MPa) en la seccién (en valor absoluto)

Solucion

a) Ecuacion del eje neutro.

La secciéon estd sometida a una fuerza de compresion que provoca en la secciéon
una fuerza y unos momentos al estar aplicada fuera del eje de la figura,

Ny(x) =—F; M,y(x)=Fe2; M,(x)=Fel;

siendo las propiedades geométricas de la misma

I

1 4 . 2
= sl =l A=L

La ecuacion del eje neutro se caracteriza porque las tensiones normales en el eje x

son nulas,
N, M M
Oy = ———2Lz-"2y=0
A Iy I,,

sustituyendo las fuerzas y los momentos, asi como la geometria de la seccién se
obtiene,

Oy =L*+12e2z+12elp=0

quedando la Ecuacién de la linea neutra al sustituir los datos del enunciado,

96y +240z+1600=0
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b) Tension en el punto P (MPa) considerando las tracciones positivas y las com-
presiones negativas.

El punto P de la figura esta situado en la posicién.

L L

=Ty 2=

La tensién normal en el eje x al sustituir el punto P quedara,

N, M, M F 6Fe2 6Fel
WER L LY TR M
y}) Zz

c) Mayor tension (MPa) en la seccion (en valor absoluto.)
La mayor tensién se producird en el extremo opuesto al punto P

L L
== Z=—
y=3 2
N, M, M, F 6Fe2 ©6Fel
R P S F B R S EL L

al ser una tensién de compresién siendo en valor absoluto,

Oyx = 32,5MPa
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9.1. Enunciados de ejercicios de Cortante

1. Un perfil de acero mostrado en la siguiente figura

|
by t b2 L
|

N

Se pide:
a) Determinar los momentos de inercias y sus correspondientes momentos resisten-
tes ante solicitacidn flectora vertical y horizontal.
b) Determinar el centro de cortadura

c) Al usar este perfil para la siguiente estructura sometida a las cargas como se mues-
tra en la siguiente figura

¢ = 3000 N/m

M = 5000 N.m

Determinar la tensién tangencial maxima, sabiendo las dimensiones del perfil:
h =200 mm, by =150 mm, b, = 50 mm, t = 15 mm. Las propiedades mecdanicas
del acero: E =210 GPa, v =0,25.

2. Determine la posicién del centro de cortadura de las siguientes secciones y justifique
por qué lo ha colocado donde indica, en caso de necesitar algtun calculo detallelo. Para
la realizacion del ejercicio considere t < ay a ~ b;:

b1 bo ba by

——

Seccién 1 Seccién 2 Seccién 3 Seccién 4
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3. La viga inclinada de longitud L=1m forma 45° con el eje horizontal. Dicha viga esta
sometida a tres cargas puntuales estando la carga P, aplicada en la mitad de la misma.

lPl = 10 kN

A

hs = 20 cm
Po = 20 kN

h; =20 cm

Ps =30 kN —s=

C “ >

b; = 20 cm
Calcular:

a) Diagrama de esfuerzos.
b) Inercias (I, I,,) para el perfil de pared delgada de espesor t=2 cm.

¢) Tensiones tangenciales (oy;, 0y,) para el perfil de pared delgada de espesor t=2
cm

4. Dada la viga de la figura, de un material caracterizado por E y v, con una fuerza en el
extremo. Comparar la flecha méxima considerando la aproximacién con solo esfuerzos
de momentos flectores y la aproximacién considerando también esfuerzos cortantes.
Ante los resultados, discutir si es valida la aproximacién usando solo los esfuerzos de
momentos flectores en su célculo.
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9.2. Solucién de ejercicios de Cortante

1. Un perfil de acero mostrado en la siguiente figura

by t bo

N
S

Se pide:
a) Determinar los momentos de inercias y sus correspondientes momentos resisten-
tes ante solicitacién flectora vertical y horizontal.
b) Determinar el centro de cortadura

c) Al usar este perfil para la siguiente estructura sometida a las cargas como se mues-
tra en la siguiente figura

¢ = 3000 N/m

M = 5000 N.m

Determinar la tensién tangencial mdxima, sabiendo las dimensiones del perfil:
h =200 mm, by = 150 mm, b, = 50 mm, t = 15 mm. Las propiedades mecdnicas
del acero: E =210 GPa, v =0,25.

Solucién

Para determinar los momentos de inercia, se va a determinar primero el centroide de
esta seccion. Para esto, se divide la seccién en 3 partes rectangulares (2 alas y el alma).
Por la simetria del eje z, el centroide debe esta en este eje, buscamos su coordenada
respecto al punto O que es origen de sistema de coordenadas.

A
oo 1% l_(bl—bz)(b1+b2+t)_3412mm
S o 2(by+by+t)+h T

Y A;

i=1

3

El momento de inercia respecto al eje z que pasa por el centroide:

let
1, = IZC;””P eta I?Zueca _

1 1 1
b1+ b+ )+ 2t)° - Eblh3 - Ebzh3 = 8465,875 cm*
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El momento de inercia respecto al eje y que pasa por el centroide:

_ jcompleta h _ 4
IW =1Iyy —Iy;j““ =3002,123 cm
Momento resistente:
W, =tz o 8465,875 _ 736,16 cm?®
 Ypax 10+1,5 T
I 3002,123
w, =2 = =243,3 cm®

Y Zpax 123,37
Centro de cortadura:

Momento estatico:

» Alaizquierda:
Q. =t(by —t/2—z)(h/2+1/2)

= Ala derecha:
Q) =t(by—t/2—z)(h/2+1/2)

Tensiéon tangencial en las alas:

» Alaizquierda:
Vy(by +t/2-2z)(h/2 + t/2)

TXZ -
IZZ

= Ala derecha:
Vy(ba +1/2-2z)(h/2+1/2)

Ty = I,

La fuerza resultante del flujo de cortante en cada parte del ala:

V. t(by +1/2)2(h/2 + t/2
o= [agee DA 2P0

Vo t(by +1/2)2(h/2 + t/2
S P AR RUELE

El momento respecto al punto O:

Mo =-Fi(h+t)+Fy(h+t)

Distancia entre Oy C:

t(h+t)2(b? + byt — b2 — bt
oc=Mo _ Hht ) (bi+bit=by=bot) _ oys

v, 2L,

La estructura que se va a usar este perfil para las vigas, es una estructura isostatica
GH = 0, por tanto, por las ecuaciones de equilibrio estdtico y de parte de la rétula,
tenemos:
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Zpyzo — V4 + Vp = 6000
ZMA =0 = M4 —Mjz—30000+6V, =0
ZM({? =0 = 2Vp-6000=0 = Vp =3000 (N)
Ley de cortante:

s Tramo AC: V =-3000 N
s Tramo CD: V =3000 N

Tensién tangencial maxima en el ala:

V(b +t/2)(h+t
Txz = y( ! )( ):60 I\I/CIII2
21,

Tensién tangencial maxima en el alma:

Vy[(by + by + t)(h+1)/2 + th?/8]

Ty = I =99,62 N/cm?

Por tanto, la tensién tangencial maxima es 99,62 N/cm?.
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2. Determine la posicién del centro de cortadura de las siguientes secciones y justifique
por qué lo ha colocado donde indica, en caso de necesitar algtn calculo detallelo. Para
la realizacién del ejercicio considere t < ay a ~ b;:

by bo ba by

——

Seccién 1 Seccién 2 Seccién 3 Seccién 4

Solucion

Del equilibrio de momentos sabemos que:

Fy-by—Fy -d=0

Donde F, es la fuerza que actuia sobre el tramo de longitud a y F;, es la fuerza que
actua sobre el tramo de longitud b,, ambas fuerzas se pueden obtener integrando la
ley de flujo cortante a lo largo de la longitud que corresponda:

a bz
Fa=f0 ge(s)ds; Fy, :L ao, (s)ds

Las leyes de flujo se obtienen aplicando el teorema de Colignon g;(s) = V - Q;(s)/I.
Donde V es el cortante, I es el momento de inerciay Q(s) es la ley de momento estatico
del drea. Con todo esto se llega a la siguiente expresién para d:

Fooby  bafgda(s)ds by [ Qa(s)ds

d= = =
b b
Fo [P ap,(s)ds  [)2Qp, (s)ds
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| T
|
|
I
|
| C.C
o eHea |
|
I
|
|
°eCC | | t
(a) Seccion 1 (b) Seccion 3 (c) Seccién 4
)
a t
d
_’_ _________
c.c

(d) Secci6n 2
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3. La viga inclinada de longitud L=1m forma 45° con el eje horizontal. Dicha viga esta
sometida a tres cargas puntuales estando la carga P, aplicada en la mitad de la misma.

lPl = 10 kN

A

ho = 20 cm

P2 =20 kN

h; = 20 cm

P; =30 kN —»

F 9

-
|

by = 20 cm

C

Calcular:

a) Diagrama de esfuerzos.
b) Inercias (I, I,) para el perfil de pared delgada de espesor t=2 cm.
¢) Tensiones tangenciales (oy;, 0y,) para el perfil de pared delgada de espesor t=2

cm

Soluciéon

a) Diagrama de esfuerzos.

En primer lugar se van a calcular los diagramas de esfuerzos de la viga. Para ello,
se aplican los pasos siguientes:

P1.- El orden de hiperestaticidad de la estructura:

o0.h. = Reacciones — Ecuaciones =3-3=0

P2.- Ecuaciones de equilibrio:

ZFX:O; H, +P; = 0;

ZFY =0; =P, —-P,+Vc=0; |Vc =30 (kN) (9.2)

Hy = =30 (kN)| (9.1)

L
ZMA =0; Mc-P, ECOS(45°)—P3LCOS(45°)+VCLCOS(450) =0;

Mc = -35,35 (kNm)|
(9.3)

P3.- Leyes de esfuerzos:

1
Barra AB:(0 <x<L= 3 m)
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P; = 10 kN 1()\/§§
. _ Hya = 30 kN l . X
Y F,=0; Ny(x)=10V2 RN /A\
YE, =0; Vy(x)= 202 _  20/2KN
Vy(x)
M :0; M, (x :20\/5)( Vy(x) ’
LM, 2(x) o >< o ><_1j
.) M (X)
M, (x)

1
Barra CB:(0 <x<L= 5 m)

ZFX =0; NX(X) =0
Y By =0; Vy(x)=30V2

ZMp =0;

N

X
Ps = 30 kN
_ > VIR g )
M, (x) = ~35,35 + 30 V2x T ‘/ 35.35 kNm /
35.35 kNm
Ve = 30 kN

El diagrama de esfuerzos de la viga es,

202 kN
A 10v/2 kN

301/2 kN 10v/2 kN'm

C

35.35 kNm

b) Inercias (I.;, I,,) para el perfil de pared delgada de espesor t=2cm.

Para calcular las propiedades geométricas se posicionaran los ejes (y,z) en la figura
dada. El eje y es un eje de simetria, por tanto, esta en la mitad de la figura mien-
tras que el eje z se posicionara a partir de una referencia utilizando la férmula
siguiente:
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AT Yo =2A1 -y, +Az-y3+A,- Ya
At =(2A1+A3+Ay) ] hy =20 em
A;=40cm? y, =10cm 3
7 -
A;=40cm? y;=20 1 =20c
3 cn< y, cm ve = 17,5 cm 4 ﬂ h; =20 cm

Ay=40cm? y,=30cm

yo=17,5cm b; =20 cm

Una vez situados los ejes de la figura se calculan la inercia respecto al eje z siendo
estd la inercia necesaria al estar el cortante situado en el eje y:

I= %(Lado perpendicular al eje)? - Lado + Area - d*

Inercia respecto al eje z:

I, = 21221 + Izz3 + Izz4
1
L, =1, = ﬁ203 .2cm*+2-20-(17,5-10)? cm* = 3583,33 cm*

1
I, = ﬁ23 :20ecm*+20-2-(17,5-20)?> cm* = 263,33 cm*

1
I,, =—20%-2cm*+2-20-(30-17,5)? cm* = 7583,33 cm*
D)

I,, =15013,32 cm*

Inercia respecto al eje y:

Lyy =21y +15,, + 15,

1 3 4 2 4 4
Iyyl:Iyyz:EZO -2ecm*+2-20-(10) cm®* =4013,33 cm
1 3 4 4
Iyy3: 1220 -2cm*=1333,33 cm
1
_ 3 4 _ 4
Iyy4—ﬁ2 -20 cm —13,33cm

I,y = 9373,32 cm*
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c) Tensiones tangenciales (0,;, 0y,) para el perfil de pared delgada de espesor t=2
cm.
Las tensiones tangenciales se calculan utilizando el teorema de Colignon.

T= Vy,max A*y*
I, b

siendo, Q=A*y* el momento estatico de la figura donde A* es el drea creada e y*
es la distancia del centro de gravedad al eje de la seccién. Para la resolucién del
apartado se utilizardn tanto las referencias marcadas en la figura final como la
coordenada s.

Tramo 12:

12 _ 1 " Vy,max A*y>e

=1 L o
\Y N
YA 5 85.1074 ( )
I, mm*
T;y = 0 MPa (Extremo del perfil)
b =20
Vv A*vt o«
2 _ 1 ymax ATY" ‘
Txy—Txy+?T—7,o7MPa Ib
h = 200
A*=20s (mm?) I(mo _s)
y*=225-— (mm)
b = 20 (mm) (mm)
Tramo 23=Tramo 24:
"[23 _ "[2 Vy,max A*y*
I,, b
) _ Ty
TXZ:7:3,53MP3 .
Vs A* vt <+
o=+ 2 Ty = 4,23 MPa p [*] tb=20
7z
I S | 4
A* =20s (mm?) 7 e— 1V = 25
y* =25 (mm) (mm)
b =20 (mm)
Tramo 35=Tramo 46:
35 _ 3 Vy,max A*y*
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T3y = Ty, = 4,23 MPa

x _ox _ S h=25
s y*© =25 5 (25— )
y*=25-— (mm)
2 z
b =20 (mm)
Tramo 57=Tramo 68:
(57 _ o5, Vymax ATy*
I, b
73, = 4,33 MPa
sz = 0 MPa (Extremo del perfil)
La distribucién final de la figura es,
AY
1]
1,23 MPa 3] (L L [4] 4,23 MPa
3,53 MPa
«— —
4,33 MPa m l 4,33 MPa
5 Vy = 30v2 kN 6
E
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4. Dada la viga de la figura, de un material caracterizado por E y v, con una fuerza en el

extremo. Comparar la flecha maxima considerando la aproximacién con solo esfuerzos
de momentos flectores y la aproximacién considerando también esfuerzos cortantes.
Ante los resultados, discutir si es valida la aproximacién usando solo los esfuerzos de
momentos flectores en su cdlculo.

Solucion

Cuando en la seccién, ademds del momento flector, actia un esfuerzo cortante se dice
que esta sometida a flexién simple. Este es el caso que se presenta habitualmente en la
realidad,

Hasta el momento hemos calculado las tensiones normales y movimientos omitiendo la
presencia de los cortantes, influyendo estos solo en la presencia de tensiones tangencia-
les. Vamos a justificar en este ejercicio que generalmente los efectos de los cortantes son
pequefios comparados con los efectos del desplazamiento producido por la existencia
de esfuerzo de momento flector, como también ocurre habitualmente con el efecto de
los esfuerzos axiles en el caso de que exista esfuerzo por momento flector. Al estudiar
las condiciones para flexiéon pura, vimos que a ley de Navier se basa en las hipotesis
de Navier-Bernoulli. que nos dice que las secciones transversalmente planas contintian
siendo planas después de la flexion. Este principio supone que las tensiones tangencia-
les se distribuye homogéneamente a lo largo de la seccién, sin embargo, al calcular su
distribucién, vemos que no es asi.

Tenemos que, por ejemplo, para la seccién rectangular, la distribucién de tensiones
tangenciales sigue la ley

= by, 2bh

Q& 3V, (1 _3/2)
2

graficamente
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A* Tay

<—§ Imax

Yedg

w

Se aprecia directamente que en los bordes superiores e inferiores de la seccién no puede
existir tension tangencial, de hecho en ningtn borde libre, causando que que la seccién
originalmente plana se salga de dicho plano, produciéndose un alabeo. A pesar de este
alabeo, s suponemos una rebanada de espesor dx, las distorsiones serdn las mismas en
ambas caras, de forma que la longitud dx de cualquier fibra longitudinal permanece

constante.

- —

Cuando se tiene en cuenta estd diferencia se plantea lo que se conoce como viga de Ti-
moshenko, siendo conocida la viga que cumple las hipétesis de Navier-Bernoulli como

viga de Euler-Bernoulli

Euler-Bernoulli

Timoshenko

La energia de deformacién asociada al cortante, sustituyendo en el término correspon-
diente a las tensiones tangenciales en la energia elastica, es:

1 2
= V
U 2GAer; ,dx
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donde A,, es una caracteristica geométrica de | a seccién que se conoce como seccién
reducida respecto al eje z, que tiene unidades de 4rea y es del orden de magnitud del
area real y viene dada por

Az - Izzz alt bz(}))

particularizada para la seccién rectangular tenemos

*\2
L_1 ([ @r,

5
A,,=-bh
z= g

Una vez obtenida la energia de deformacién podemos aplicar, por ejemplo, el MCU-
PTVC para obtener los desplazamientos asociados a cada término.

Desplazamiento por momento flector Desplazamiento por cortante

Para el desplazamiento producido por el esfuerzo de momento flector tenemos:

S
3EIZZ 3E%

y el desplazamiento producido por el esfuerzo de cortante

Asi:

L

5 3(1+p(h\
A5

y como por hipétesis en resistencia h << L la influencia del esfuerzo cortante es des-
preciable en comparacién con la influencia del esfuerzo momento flector y la hipétesis
de Navier-Bernoulli es aceptable en la mayoria de las aplicaciones de ingenieria.
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10.1. Enunciados de ejercicios de Torsiéon

1. Un eje AB de didmetro D de longitud 2/, empotrado en sus extremos, estd sometido
a un momento torsor M aplicado en su seccién media, como se indica en la siguiente
figura. La mitad del eje es hueca, de didmetro interior d. Se conoce que el material del
eje AB es elastico lineal y tiene un médulo de elasticidad E y un coeficiente de Poisson

v =0,25
o
\ A
N assssssssssssssssssasd f_"\,:
D 3 M ATAN
JA B
L L L l
A A

Nota: los parametros que pueden alterarse segtin el DNI de alumnos son los didmetros
Dy d, el momento torsor M, el médulo de elasticidad E.

a) Calcular los momentos torsor en las secciones A y B

b) Determinar el angulo de giro que habria que girar el empotramiento B para que
se anulen las tensiones en el empotramiento A

c) Sabiendo que el material tiene una tensién de cortadura admisible 7,4, = 8000
N/cm?, determinar el didmetro interior del eje AB de tal forma que no supere
esta tension 7,4, en las secciones.

2. Una viga biempotrada estd sometida al momento torsor producido por una torsiéon
uniformemente repartida. Hallar el momento torsor Mt y el &ngulo de torsién maximo.

seccion circular
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3. Hallar los momentos en los empotramientos M, y Mp. Dibujar el diagrama de mo-
mentos torsores

Ma

Mz=30000 N-cm

Mc=20000 N-cm

a=30 cm i D
: : b=50 cm : '
¢=40 cm

4. Dada una estructura como se muestra en la siguiente figura, consiste en un tubo con
un radio exterior R,,; y un grosor de pared de e que estd conectado al eje s6lido de
diametro D mediante un disco rigido en el punto C. Sobre el tubo se aplica un momento
torsor T en el punto B. Se supone que el tubo y el eje sélido son del mismo material
eladstico lineal: E y v. Los momentos de inercia polar del tubo y del eje sélido son los
siguientes:

o TR —Ri) nR
o = WRext = Ri)

2 0T

Corte i-i

Se pide:

a) Grado de hiperestaticidad.
b) Determinar el momento torsor en el empotramiento A (en kN.m).

c) Determinar la rotacién del extremo B del tubo respecto al empotramiento en D
(en milésimas de radian).

d) Si la tensién cortante admisible para el material es 7,,,,, determine el factor de
seguridad en esta estructura.
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L2 A d
El arbol torsor de la figura tie- 4 / g
ne aplicados en el punto B un N ) S— "

5. momento torsor T;=2 kNm y D: EA ( 5 C_ID"ID" D; >
en el punto C un momento 7 v \ -
torsor T,=1.5 kNm ¢ T T2 y

a) El valor médximo del diagrama de momentos torsores del drbol (kNm).

b) El d4ngulo en el punto B (rad).

)

)
c) El angulo en el tramo CD (°).
d) El médulo del esfuerzo cortante maximo t,,,, (MPa).
)

e) El médulo de la deformacién angular méxima y,,,,, (pe)

Datos: L; =1000 mm, L, =800 mm, L3 =900 mm D; =400 mm,
D; =350 mm, D3 =300mm, Dy =250mm

6. La viga de la figura de longitud L estd construida de un material conocido (i.e. cons-
tantes E y v). Dicha viga estd empotrada en el extremo A mientras que en el extremo
C esta simplemente apoyada. A una distancia d del extremo C se aplica una carga P
provocando en dicha barra un esfuerzo torsor. Adicionalmente, en el punto B se ha
colocado un extensimetro a una distancia e del empotramiento A. El experimento se
realiza con vigas de distintas secciones geométricas.

>
NN

L =60cm

P=2kg
b = 20 mm b =20 mm b =10 mm b =20 mm
y y
y ¥
7 <—$ 7<_$ Z<—$ 7f—$ $ h=142mm
' | !
t =1.35 mm 1 Yt =1.35 mm tt=1.5mm

Calcular:

a) Inercia a torsién de las vigas J=I, (mm*) (considérense 'y’ y 'z’ los ejes locales de
la viga)

b) Diagrama del momento torsor.
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c) Las tensiones cortantes 7 en los puntos A, B y C para cada seccion.
d) Calcular el giro en los puntos A y C para cada seccion.

e) ;Cudl de las secciones tiene menor giro en los puntos calculados? Razone la res-
puesta.

f) Deformacién angular en el punto B de cada seccién.

Datos: E=70GPa, v=0.33

. La estructura de la figura estd sometida a una carga F. Estd compuesta por un disco

rigido (indeformable), unido a una viga sometida a flexién .2”, una barra ¢”sometida
a axil, y una viga ”"b”sometida a torsion. No se considera la flexién del elemento b, el
cual generarfa unas reacciones en su empotramiento que equilibraria en x e y el disco
rigido. Por ello, s6lo se puede usar la ecuacién de equilibrio de momentos en el disco
para resolver el problema.

Se pide calcular el giro  del disco. Sabiendo que todos los elementos (a, b y ¢) tienen la
misma longitud y asumiendo sabidas las propiedades seccionales y mecédnicas de todos
los elementos. El disco tiene un radio R.

. Un eje ABC de longitud 2/, empotrado en su extremo A, estd sometido a un momento

torsor m por unidad de longitud a lo largo del tramo AB y un momento torsor T¢
aplicado en la seccién del extremo C, como se indica en la siguiente figura. La mitad
del eje es hueca, de didmetro interior d. Se conoce que el material del eje ABC es elastico
lineal y tiene un médulo de elasticidad E y un coeficiente de Poisson v.
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. . @]

m I_ ________________ TO Seccién tramo AB

— > —— — — — — . — I

d| D

f Seccién tramo BC

Datos: D = 40 mm, d = 20 mm, [ = 500 mm, m = 2 kN.mm/mm, T = 2000 kN.mm,
E=210GPa,v=0,2

a) Determinar el momento torsor en la seccién B.
b) Calcular el angulo de giro en la seccién C.

c) Determinar el factor de reserva, sabiendo que el material tiene una tensién de
cortadura admisible 7,;4,, = 180 MPa.

9. La estructura mostrada en la figura estd compuesta por dos arboles AB y BC de igual
longitud L (empotrados en Ay C, respectivamente), unidos al disco infinitamente rigi-
do, de radio R, en B. Ademas, el disco estd sujeto mediante las barras 1, 3 (de longitud
{),y 2,4 (de longitud ¢/2). Se conoce la rigidez axial de todas las barras, EA, y la rigidez
a torsion de los dos arboles GJ.

Se somete todo el conjunto a un par Mr, aplicado sobre el disco.

Datos: M, R, L, ¢, EA, GJ

Se pide:
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a) Orden de hiperestaticidad del conjunto (para los drboles, tener tinicamente en
cuenta la parte asociado a su giro) (0.25 puntos)

b) Esfuerzo axil de la barra 1, Ny, considerado positivo a traccién (kN).

c)

d)

)

e) Momento torsor en C, Mt ¢, en valor absoluto (kNm).

Alargamiento de la barra 2, A¢, (mm).

Momento torsor en A, Mt 4, en valor absoluto (kNm).

Sabiendo que las barras son de seccién circular, con inercia a flexién EI, se desea
calcular,

f) Valor de My para que aparezca pandeo en la(s) barra(s), considerado positivo
segun el signo indicado en la figura (kNm).

g) Giro del disco (en valor absoluto) justo antes de producirse el pandeo.

10. Dado un perfil de seccidn circular llena, de didmetro D, determinar el perfil que tenga
la misma resistencia, siendo dicho perfil % = 0,8. Comparar las rigideces de ambos

int

perfiles y el peso de los mismos, suponiendo que estan hechos del mismo material.

11. Sea un arbol empotrado en un extremo y de perfil de seccién circular no llena, con
didmetro exterior 2R y didmetro interior 1,6R, con R = 0,2 m. A una distancia L =
4R de la base y 2R del centro del 4rbol se le aplica una carga P en direccién normal
al eje del arbol. Las propiedades del 4rbol son modulo de Young E = 200 GPa, S, =
0,25E. Suponiendo que el fallo del arbol viene descrito por el criterio de Von Mises,
determinar el valor de P para llegar al fallo.

12. Un érbol circular transmite una potencia de 73kW a 2000rpm. A 45° del eje se han
colocado dos extensimetros a y b, como muestra la figura. La lectura de las bandas
durante un ensayo de carga proporciona el resultado ¢, — ¢, = 1073, Para dimensionar
el arbol a resistencia, se ha utilizado el criterio de Von Mises, con un coeficiente de
seguridad X = 1,8 y un margen de seguridad (adicional) minimo de M'S = +0,5.

V4
/AN

y
3
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Se pide:

a) Direcciones principales sobre la superficie del arbol

b) Tensién equivalente de Von Mises durante el ensayo

)
)
c¢) Tensién longitudinal médxima durante el ensayo
d) Tensién cortante maxima durante el ensayo

)

e) El didmetro minimo que ha de tener el drbol para cumplir el requisito de resis-
tencia

Datos: E =70GPa, v =0,3, Sy = 350MPa
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10.2. Solucién de ejercicios de Torsiéon

1. Un eje AB de didmetro D de longitud 2/, empotrado en sus extremos, estd sometido
a un momento torsor M aplicado en su seccién media, como se indica en la siguiente
figura. La mitad del eje es hueca, de didmetro interior d. Se conoce que el material del
eje AB es elastico lineal y tiene un médulo de elasticidad E y un coeficiente de Poisson

v =0,25
g |+
. A
D 3 —»\[ b d
JA B
| [ | [
A A

Nota: los parametros que pueden alterarse segtin el DNI de alumnos son los didmetros
Dy d, el momento torsor M, el médulo de elasticidad E.

Solucion

a) Calcular los momentos torsor en las secciones A y B.

D4
My=—— M
AT ODE g4

D4_d4
Mp=———
B= opa_g4

b) Determinar el angulo de giro que habria que girar el empotramiento B para
que se anulen las tensiones en el empotramiento A.

32M1

Op= — "
b= n(DY-d%)

c) Sabiendo que el material tiene una tensién de cortadura admisible 7,;,, = 8000
N/cm?, determinar el diazmetro interior del eje AB de tal forma que no supere
esta tension 7,;,, en las secciones.

+|tD*7,5, — 16 MD
dmax =
TTTdm
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2. Una viga biempotrada estd sometida al momento torsor producido por una torsiéon
uniformemente repartida. Hallar el momento torsor Mt y el angulo de torsién maximo.

seccion circular

Solucion

Por ser una viga simétrica, los momentos de empotrados han de ser iguales

MA:MB:%Z (10.1)

El momento torsor en la seccién a una distancia x de punto A:

I
MT(x):—MA+,ux:—%+yx (10.2)

Diagrama de momento torsor:

pl|
2

El dngulo de torsién en la seccién a una distancia x de punto A:

X
(M, 1 _yl px?
P(x) = GIde_ GIO( 2x+ 5 (10.3)

El maximo angulo de torsién se halla por imponer que

d(x) !

=0 = x== 10.4
dx =2 ( )
Por tanto, el maximo dngulo de torsién es:
2 2
p pl
=|- = 10.5
Pmax 8GIly| 4Gmrt (10.5)




222

10.2. Solucién de ejercicios de Torsion

3. Hallar los momentos en los empotramientos M, y Mp. Dibujar el diagrama de mo-

mentos torsores

Mg=30000 N-cm

M=20000 N-cm

b=50 cm
¢=40 cm

Soluciéon

Equilibrio de momento torsor:

MA_MB_MC+MD:0 — MA-I-MD:SOOOO (Ncm) (106)
Tramo I - AB:
El momento torsor en este tramo:

MT :_MA (107)

El dngulo de torsién en la seccidn en el punto B por el momento torsor en el tramo AB
es

MAa 30MA
_ AT _ 10.8
Ppa Glo Gy (10.8)
Tramo II - BC:
El momento torsor:
Mrp =-My + Mg =-My, +30000 (10.9)

El dngulo de torsién en la seccién en el punto C por el momento torsor en el tramo BC
es

~M, +30000)b  50(—M,4 + 30000)

_( _
¢cp = Gy = ol (10.10)

Tramo II - CD:



Capitulo 10. Torsién 223

El momento torsor:

My = —My + Mg+ Mc = =M, + 50000 (10.11)

El dngulo de torsién en la seccién en el punto D por el momento torsor en el tramo BC
es

~M, +50000)c  40(~M, +50000)

|
Poc = Gl N Gl

(10.12)

El dngulo de torsién en el punto D también es la suma de los angulos de torsidn calcu-
lados anteriormente

¢p =Ppa+Pcp+ Ppc (10.13)

y tiene que ser cero por la condicién de empotramiento. Por lo cual, se puede determi-

nar
3500000
=22 - 29166,6 N. 10.14
A 50 9166,6 N.cm (10.14)
y
My =20833,4 N.cm (10.15)

Diagrama de momentos torsores:

20833.4
833.4 N

—29166.6
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4. Dada una estructura como se muestra en la siguiente figura, consiste en un tubo con

un radio exterior R,,; y un grosor de pared de e que estd conectado al eje s6lido de
didmetro D mediante un disco rigido en el punto C. Sobre el tubo se aplica un momento
torsor T en el punto B. Se supone que el tubo y el eje sélido son del mismo material
eldstico lineal: E y v. Los momentos de inercia polar del tubo y del eje sélido son los
siguientes:

n(Rb-RL) el

0 2 2
T > disco rigido

|' —

I @

/]

I>1 Corte i-i

A B C D
S P

Se pide:
a) Grado de hiperestaticidad.

b) Determinar el momento torsor en el empotramiento A (en kN.m).

c) Determinar la rotacién del extremo B del tubo respecto al empotramiento en D
(en milésimas de radian).

d) Sila tensién cortante admisible para el material es 7,4,,, determine el factor de
seguridad en esta estructura.

Solucion

El grado de hiperestaticidad:

GH=2-1=1
Ecuacién de equilibrio estatico:
ZMA:O: Ty+Tp-T=0 (10.16)
0 sea:
TA=T-Tp (10.17)

Ley de momento torsor:

Tp—T 0<x<2l
MT:{D pata B=%= (10.18)

Tp para 2l <x <3l

La condicién de compatibilidad: el dngulo de torsion relativo entre dos extremos A 'y
D del eje s6lido debe ser nulo, o sea:
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3l

. My Tp—T Ty . 1(3Tp-2T)
Pap = J-Glod fGIod J Gl, d”fclod Gly

21

Pues, se puede obtener los momentos torsores de reaccién en los empotramientos A y

D:
T
Ty = —
AT
2T
Ty =2
b="3

Rotacion del extremo B del tubo:

225

(10.19)

1 l
T T, 2T1 2Tl
¢:J_+j_D: . L (10.20)
) Gl J Gly Gr(R},-R?)) " GrR
Factor de seguridad:
E.S = Tadm
man {0 T
I I
0 0
Cuadro 10.1: Versiones del examen
Datos Preguntas
Version T Ry e l E v D Todm | 1 2 3 4
(kN.m) | (m) | (m) | (m) | (GPa) (m) | (Mpa) (kN.m) | (mrad)
8 0.05 | 0.01 | 0.6 70 0.25 ] 0.05| 350 |1 8/3 215,83 | 1,610
11 35 0.06 | 0.02 | 1.2 | 210 | 0.3 | 0.06 | 850 | 1| 35/3 | 304,29 | 1,544
I11 10 0.05 | 0.01 | 0.6 70 0.25 | 0.05 350 1 10/3 269,79 | 1,288
v 42 0.06 | 0.02 | 1.2 | 210 | 0.3 | 0.06 | 850 |1 14 365,15 | 1,287
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El arbol torsor de la figura tie-
ne aplicados en el punto B un
5. momento torsor T;=2 kNm y
en el punto C un momento

g
ALV
=
L
T T
I
[ |
[ ]
[
IO
S
15
‘ga

]
MMV N NN ANAD

torsor T,=1.5 kNm

o~

a) El valor médximo del diagrama de momentos torsores del drbol (kNm).
b) El angulo en el punto B (rad).
c) El médulo de la tension cortante maxima t,,,, (MPa).

)

d) El médulo de la deformacién angular maxima y,,,, (pé)

Datos: L; =1000 mm, L, =800 mm, L3 =900 mm D; =400 mm,
D, =350 mm, D3 =300mm, Dy =250mm, G =_80MPa,

Solucion

a) El valor méaximo del diagrama de momentos torsores del arbol (kNm).
P1.- Calcular las constantes torsionales de cada barra:

4 4
nRAB:nDZZ

Jan = — 5 = 147:10° mm* =]
w(RY.  —R:. 7 (D% -D}
Jpe = ( BCext BCmt): ( 3 4): 4}12.108 mm4:]BC
2 32
n R 7 D?
Joc = =52 = 5 =[251-10° mm' = Jua

P2.- Ecuacién de equilibrio para el momento tor-
sor en el arbol:

D1

y y 7 g
YTy=0->Tp+T; =T, -T4=0 e&, (“‘__ (<] E
[Tp =T, +T,+Tal (I : v, N 2
P3.- Analizar cada tramo del 4rbol:
X
AB:(0<x<Ly) T(x)=Tyu A

BC:(OSX<L2) T(X):TA—Tl

T1

x E &é T(9

¥
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DC:(0<x<Ljz) T(x)=Tp 5

T(x)
P4.- Condicién de contorno en los apoyos:
Apoyo A. Impedido el giro de torsién. P4 =0
Apoyo D. Impedido el giro de torsién. ¢pp =0

Imponiendo dichas condiciones de contorno para el giro desde A hasta D:

Yp=a+ipap (1)
e =pp+pc (1)
Yp =¢c+tcp (IV)

TL
GJj
Combinando las ecuaciones (IT),(III),(IV) se obtiene:

siendo 171)1] =

Ta Ly N (To-Ty)L, N (To—-Ty-Ty) L3
G JaB G Jpc G Jpc

0=1vup+tpc+yPcp = (V)

Finalmente, se despeja la ecuacién (V), siendo el valor del momento torsor maxi-
mo en el punto A:

\TA =1,36 (kNm)\

\TD =0,86 (kNm) \

El diagrama de momentos flectores del drbol sera:

Ta

< oa>»

» 0O«

b) El 4ngulo en el punto B (rad).
El dngulo se determina utilizando la ecuacién (II)

Ta Ly
G JaB

Pa=0 — Pp=Pa+iPap= |5 =0,012 rad
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c) El moédulo del esfuerzo cortante maximo 7,,,, (MPa).

El esfuerzo cortante de los tramos del drbol macizo (AB,CD) es:

16Ty
AB D3
16 Tp

T, =
CD T(D:I)’

El esfuerzo cortante del tramo del drbol hueco (BC) es:

(Tl - TA) Rext

TBC =
JBc
(T =Ty) Rint
Bgec=—"7——
JBc

siendo el m6édulo méximo el esfuerzo cortante del tramo del drbol hueco (BC):

(T1 —=Ta) Rext
JBc

"[BC = =

=[0,23 (MPa):TBC‘

d) El modulo de la deformacion angular maxima y,,,,, (pe)

El médulo del esfuerzo cortante maximo es en el tramo (BC), por tanto, en dicho
tramo es donde se producirad el médulo de la deformacién angular méxima:

T
¥BC = %C :‘ 2875 (pe) = yBc ‘
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6. La viga de la figura de longitud L estd construida de un material conocido (i.e. cons-
tantes E y v). Dicha viga estd empotrada en el extremo A mientras que en el extremo
C esta simplemente apoyada. A una distancia d del extremo C se aplica una carga P
provocando en dicha barra un esfuerzo torsor. Adicionalmente, en el punto B se ha
colocado un extensimetro a una distancia e del empotramiento A. El experimento se
realiza con vigas de distintas secciones geométricas.

>
AN\

L =60 cm

S
/ =30 cm

P=2kg

b = 20 mm b = 20 mm b =10 mm b =20 mm
y y y
y Y
. <—$ Z<—$ z‘—é ;—é $ h=142mm
! } | )
t =1.35 mm 1 $t=1.35 mm ft=15mm

Calcular:

a) Inercia a torsién de las vigas J=I, (mm*) (considérense 'y’ y 'z’ los ejes locales de
la viga)

Ny

Diagrama del momento torsor.

(2}

Las tensiones cortantes 7 en los puntos A, B y C para cada seccién.

QU
—_ = — =

Calcular el giro en los puntos A y C para cada seccién.

2

¢Cual de las secciones tiene menor giro en los puntos calculados? Razone la res-
puesta.

f) Deformacién angular en el punto B de cada seccién.

Datos: E=70 GPa, v=0.33

Solucién

a) Inercia a torsion de las vigas J=I, (mm*) (considérense 'y’ y 'z’ los ejes locales
de la viga)

La constante torsional de cada una de las secciones es:
Seccidn circular hueca:

(R, —R* 7 (D}, —D#
Jeircular = (e“z int) _ (e’gz int) _[ 6914 mm? (10.21)
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Seccidn circular maciza:

nR* nD*
]circular = T = T =|981,75 mm4 (10.22)

Seccion circular hueca abierta:

1 3 4
Jeircular = 5 2mre’ =/65,38 mm (10.23)

siendo r el radio de la linea media de la seccién hueca abierta (r=9.25mm).
Seccion cuadrada hueca: (Hipdtesis: b/t>10)

*

4 A
Jcuadrada = V =t b3 =|8757,31 mm4 (10.24)

e

siendo A* el drea de la linea media y P* el perimetro de la linea media.

Diagrama del momento torsor.

El diagrama del momento torsor es funcién de la carga aplicada y no depende del
tipo de seccién de la viga. Para calcularlo, se podrian aplicar los siguientes pasos:

P1.- Plantear la ecuacién de equilibrio para el momento torsor en el drbol:
2Nm

Y T =0Ty 4T=0T,=-T=2Nm (c g

P2.- Analizar el tramo del 4rbol AC:

AC:(0<x<L) T(x)=T4 WX)( S (T,.\
A
P3.- Dibujar el diagrama del momento torsor:
—t [ 29N m
C A

Las tensiones cortantes 7 en los puntos A, By C en cada una de las secciones.
Las tensiones tangenciales son las mismas en todos los puntos del drbol porque el
momento torsor es constante para todos los puntos del mismo. A continuacién se
especifica la tension para cada una de las secciones dadas:
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d)

Seccién circular hueca:

Tx R
TaCmax = ——t =[2,89 MPa

Jac
(10.25)

TA R
A Zint 12,50 MPa| (10.26)

Jac

TAC,min =

Seccidn circular maciza:

TA Rext _

TAC,max — =|10,18 MPa

Jac
(10.27)

Seccidn circular hueca abierta:

Tat
TACmax = ﬁ =[45,88 MPa| (10.28)

Seccidén cuadrada hueca:

T
TAC,max = ﬁ =2,13 MPa  (10.29)
m *1

siendo, Sm el drea encerrada por la linea media.

Calcular el giro en los puntos A y C para cada seccion.

231

El angulo en el punto A para todas los drboles es nulo porque el punto A es un

empotramiento y no puede girar.

El giro en el punto C para cada una de las secciones del drbol serd (G =

26,31MPa):

Seccion circular hueca:

Ta Lc

e = =16,59 -107° rad

GJac

Seccidn circular maciza:

2(1+v)

(10.30)
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TAL
gbC:%: 0,0464 rad (10.31)
AC

Seccidn circular hueca abierta:

ToL
e = GA] € -10,698 rad (10.32)
AC

Seccion cuadrada hueca:

_Talc _
GJac

¢Cual de las secciones tiene menor giro en los puntos calculados? Razone la
respuesta.

e 5,2-107° rad (10.33)

La seccién con menor giro es aquella seccién que tiene mayor inercia de torsiéon
(J=I;) al ser el resto de pardmetros que determinan el giro de la seccién constante
para todas las secciones bajo estudio.

Deformacién angular en el punto B de cada una de las secciones.

El esfuerzo cortante en el arbol es constante para todos los puntos del mismo,
por tanto, todos los puntos de la misma seccién estaran sometidos a la misma
deformacién angular.

Seccion circular hueca:

_ TAC _
VB,max = G 109,84 He (10.34)
T
Vemin = G- =| 95,02 pe (10.35)

Seccidn circular maciza:

_ tac _
v =G =[386,92 pe (10.36)

Seccidn circular hueca abierta:

Vg = Té—c =[1743,82 pe (10.37)
TAC
4 e 80,5 pe (10.38)

Seccion cuadrada hueca:



Capitulo 10. Torsién 233

7. La estructura de la figura esta sometida a una carga F. Estd compuesta por un disco
rigido (indeformable), unido a una viga sometida a flexién .2”, una barra ¢”sometida
a axil, y una viga "b”sometida a torsiéon. No se considera la flexién del elemento b, el
cual generarfa unas reacciones en su empotramiento que equilibraria en x e y el disco
rigido. Por ello, s6lo se puede usar la ecuacién de equilibrio de momentos en el disco
para resolver el problema.

Se pide calcular el giro g del disco. Sabiendo que todos los elementos (a, b y c) tienen la
misma longitud y asumiendo sabidas las propiedades seccionales y mecdnicas de todos
los elementos. El disco tiene un radio R.

Solucién

El problema tiene un orden de hiperestaticidad de 5, si consideramos todas las reac-
ciones como incégnitas, aunque si asumimos que las reacciones x de a y ¢ son nulas,
tendriamos un orden de hiperestaticidad de 3.

En cualquier caso, al resolverlo mediante compatibilidad de desplazamiento, esto no
nos afecta.Por ello, tenemos que calcular las fuerzas y momentos que introducen los
elementos a, b y ¢ al disco de manera proporcional a los movimiento. Por ello, anali-
zando la estructura, la fuerza F introducird un giro en el disco un dngulo g, y este giro
deformard la viga a torsién, a la barra a axil y a la viga a flexién.
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De esta forma, la flecha que introduce el giro del disco en la viga a serd iguala w = R,
al estar en pequefios desplazamientos. La elongacién de la barra c serd de 0 = R, y el
giro de la viga a torsién sera ¢ = .

Por ello basta con calcular las reacciones de las estructuras ante estas deformaciones, y
esas con signo contrario serdan las actuantes en el disco.

Viga a flexioén a:

Esta serfa una viga empotrada con una carga puntual P en la punta libre. Por ello, el
momento flector serd M (x) = P(L —x), y por lo tanto, la ecuacién del giro sera:

PLx Px?
== _ 10.39
)= Er ~2EI (10.39)
Y la ecuacién de la curva eléstica:
PLx?> Px3
=— - — 10.40
W) = S FT T GET (10.40)
Y para x = L, la flecha sera:
pPL3
L)=— 10.41
wil) = o (10.41)

Que por compatibilidad con el disco, y considerando que un giro positivo introducira
una flecha negativa, sera:

PL3 —3BREI
-BR=— — p_ﬁ—

SET =—3 (10.42)

Y la fuerza actuante sobre el disco sera la contraria a P (con signo cambiado por ser
reaccién).

Viga a torsién b:

En este caso la aplicacién es directa, y el giro del disco se puede considerar como el
giro total de la viga, y por tanto:
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G
Viga a axil c:

Y este caso es aun mads sencillo, ya que la elongacién impuesta por el disco sobre la
barra serd 6 = R, y su relacién con el axil:

_ OEA _BREA

N
L L

(10.44)

Y una vez lo tenemos todo podemos hacer el equilibrio de momentos que hemos mos-
trado en la imagen anterior, con respecto al centro del disco, como:

ZM:O:FR—NR—PR—MT (10.45)

Y sustituyendo los valores calculados (los negativos es por la direccién del momento y
porque el sentido es contrario al que afecta a cada viga, al ser reacciones.

BRPEA 3BR’EI BG] _

FR- 0 10.46
L L3 L ( )
Y por tanto:
FR
P=%eEa srEr G (10.47)
]
r T tT

Una vez sabemos f tenemos completamente definida la estructura.

Ahora, para comprobar, vamos a calcular con el software Maple la energia externa
(dada por F) y la interna (como suma de la eldstica del elemento a flexién, torsiéon y
axil.

F-R
beta = > =
R-E-A n 3R j‘E-I i G-J
i I L
B FR
RE4 | 3IR'E | GJ
J7 e T
Wext := sm]phﬁ'[ %F»beta‘RJ
R

Wext :== - = — =
2R°EAL"+6IR"E+2GJL”

2l Bl 5 2
FRPEA B 3REI , B-GJ
+
I 3 T

Wint := simp!iﬁf[%>
L
FRL

2 2 2 2

2RAEAL" 4+ 6IRE+2GJL

Wint =
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8. Un eje ABC de longitud 2/, empotrado en su extremo A, estd sometido a un momento
torsor m por unidad de longitud a lo largo del tramo AB y un momento torsor T
aplicado en la seccién del extremo C, como se indica en la siguiente figura. La mitad
del eje es hueca, de didmetro interior d. Se conoce que el material del eje ABC es elastico
lineal y tiene un mddulo de elasticidad E y un coeficiente de Poisson v.

el

m | Seccién tramo AB
— P —— —«——

d| D

f Seccién tramo BC

Datos: D = 40 mm, d = 20 mm, [ = 500 mm, m = 2 kN.mm/mm, T = 2000 kN.mm,
E=210GPa,v=0,2

a) Determinar el momento torsor en la seccién B.
b) Calcular el angulo de giro en la seccién C.

c) Determinar el factor de reserva, sabiendo que el material tiene una tensién de
cortadura admisible 7,;,, = 180 MPa.

Soluciéon

a) Determinar el momento torsor en la seccion B.
La ley de momento torsor:

~Tec+m(l-x) si0<x<I
_TC sil<x<2l

Mr(x) :{

Por tanto, el momento torsor en la seccién B:
ME = -TC€ =2000kN mm

b) Calcular el angulo de giro en la seccion C.
El giro de la seccién C se obtiene:

1 2
~Tc +m(l —x) j ~-Tc 1 (ml ) T,
= = v Tdx+ ——dx - T.I =0,05507 (rad
& J;) GJy 1 Gl "Gl GJ, (rad)

donde: J; = nD*/32y ], = n(D* - d*)/32
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¢) Determinar el factor de reserva, sabiendo que el material tiene una tension de
cortadura admisible 7,;,, = 180 MPa.

Tensién tangencial maxima:

Tinax = max(abs(ml]_ Tc %),abs(—kg))
1

Por tanto, se obtiene:

F.R = fadm _ 1 06

tmax
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9. La estructura mostrada en la figura esta compuesta por dos arboles ABy BC de igual

longitud L (empotrados en Ay C, respectivamente), unidos al disco infinitamente rigi-
do, de radio R, en B. Ademas, el disco esté sujeto mediante las barras 1, 3 (de longitud
{),y 2,4 (de longitud ¢/2). Se conoce la rigidez axial de todas las barras, EA, y la rigidez
a torsién de los dos arboles GJ.

Se somete todo el conjunto a un par Mr, aplicado sobre el disco.

Datos: M, R, L, ¢, EA, GJ

Se pide:

a) Orden de hiperestaticidad del conjunto (para los arboles, tener tinicamente en
cuenta la parte asociado a su giro) (0.25 puntos)

b) Esfuerzo axil de la barra 1, Ny, considerado positivo a traccién (kN).

¢)

d)

)

e) Momento torsor en C, M ¢, en valor absoluto (kNm).

Alargamiento de la barra 2, A¢, (mm).

Momento torsor en A, Mt 4, en valor absoluto (kNm).

Sabiendo que las barras son de seccién circular, con inercia a flexién EI, se desea
calcular,

f) Valor de Mt para que aparezca pandeo en la(s) barra(s), considerado positivo
segun el signo indicado en la figura (kNm).

g) Giro del disco (en valor absoluto) justo antes de producirse el pandeo.
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Solucion

a)

El orden de hiperestaticidad es OH = 5 puesto que retirando las 4 barras mas un
empotramiento se llega a un sistema rigido e isostatico (i.e. son incognitas que
“sobran”). Desde el punto de vista de numero de incégnitas menos nimero de
ecuaciones, la solucién es:

[OH=6-1=5| (10.48)

Incégnitas: Torsor en el drbol AB (T4p) torsor en el drbol BC (Tpc) y los axiles
de las cuatro barras (N7, N,, N3, Ny). Ecuaciones: 1 ecuacién de equilibrio de mo-
mento torsor (en el disco).

Para determinar dicho axil, debe resolverse el problema hiperestatico. La ecuaciéon
de equilibrio es la siguiente:

MT+2R(N1+N3):TAB+TBC: (1049)

donde Nj, N3 se consideran positivas a traccién, y los momentos torsores a los
que estdn sometidos ambos arboles, T4p y Tpc, se consideran con signo positivo
alrededor del eje (longitudinal) que va desde A hasta C.

Respecto a la compatibilidad, observando la solicitacién puede verse rapidamente
que las barras 2 y 4 no trabajan, por lo que N, = Ny = 0. Dicho de otro modo, las
ecuaciones de compatibilidad que pueden extraerse (bien graficamente o bien a
través del PTVC) son Al, = 0y Aly = 0. Por tanto, quedan 3 ecuaciones de com-
patibilidad para determinar el sistema. Para ello, se plantea un estado deformado
arbitrario donde el disco ha girado un angulo @ en el sentido del par Mr.

En este estado arbitrario deformado se obtienen las siguientes relaciones:

A€1:A€3=ZA€:N1:N3:N

Pap=¢cp =@ = Tap=Tpc =T (10.50)
TLR N¢
R(p =Al=> G_] = ﬁ

Las dos primeras relaciones también pueden obtenerse a través de la simetria del
problema (problema antisimétrico). Con ello, el sistema queda cerrado. Sustitu-
yendo lo anterior, se tiene el siguiente sistema de dos ecuaciones con dos incégni-
tas (N, T):

My +2RN =2T
TLR N¢ : (10.51)
G] EA

cuya solucion es:
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LG
L EAR?
(10.52)

L EAR?
2(1+=
[ TGy ]

Por tanto, el axil solicitado Nj es:

N;=N=- (10.53)

2R[1+—

donde el signo menos implica que la barra esta trabajando a compresidn.

c) Como se ha destacado anteriormente, la barra 2 no trabaja, por lo tanto

(10.54)

d) El momento torsor en los arboles AB y BC es constante, por lo que el momento en
el empotramiento A es:

Mr

2 1+£EAR2
¢ GJ

My 4l =T = (10.55)

e) De igual modo que el apartado anterior, el momento en el empotramiento C es:

Myt

M = T= -
IMr.cl LEARZ]

(10.56)

211+ =
MV

f) Las barras 1y 3 (a compresién), pandean cuando el axil alcanza la carga critica de
pandeoi.e. N = N, cuya expresion es

2 2
n?El  w2EI
INet| = —5— = —5— (10.57)
¢

Noétese que la longitud de pandeo es L, = ¢, ya que los apoyos son articulado-
articulado. Asi, sustituyendo este valor en la Ecuacién (10.53) y despejando, se
obtiene el momento torsor critico Mr ¢;:

MT,Cr = 2R

(10.58)

2El 1+§ GJ
Z L EAR?

g) Por ultimo, el dngulo de giro inmediatamente antes de alcanzar la carga critica
puede obtenerse a partir de la tercera relacién de compatibilidad de la Ecuacién
(10.50):
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_ Nyl m?l
Per = FAR ~ ACR

(10.59)




242 10.2. Solucién de ejercicios de Torsion

10. Dado un perfil de seccién circular llena, de didmetro D, determinar el perfil que tenga
la misma resistencia, siendo dicho perfil Df": = 0,8. Comparar las rigideces de ambos
perfiles y el peso de los mismos, suponiendo que estan hechos del mismo material.

Solucion

Para el perfil de seccién no llena tenemos:

M M
Tmax = ?R = e (1060)
Ty 7
Para el perfil de seccién no llena tenemos:
M
Tmax = WRext (10.61)
Sext int
(% %)

Igualando las dos expresiones anteriores y teniendo en cuenta la relacién entre los
didmetros interiores y exteriores de la seccién hueca, tenemos:

1 1
R3 0,594R3

ext

— R, =1,192R (10.62)

Comparando ahora las rigideces

( RL, _Ri,
Glp(llena) "™\2 ™72
Gly(hueca) ”R74

=1,192 (10.63)
Comparando ahora los pesos

P(hueca) S(hueca) _ n(Rth _Riznt)
P(llena)  S(llena) nR?

= 0,512 (10.64)
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11. Sea un drbol empotrado en un extremo y de perfil de seccién circular no llena, con
didmetro exterior 2R y didmetro interior 1,6R, con R = 0,2 m. A una distancia L =
4R de la base y 2R del centro del drbol se le aplica una carga P en direccién normal
al eje del drbol. Las propiedades del drbol son modulo de Young E = 200 GPa, S, =
0,25E. Suponiendo que el fallo del arbol viene descrito por el criterio de Von Mises,
determinar el valor de P para llegar al fallo.

Solucion

El cortante maximo para un drbol no macizo de seccién circular inicamente sometido

a momento torsor 2PR es
2PR

Tmax = R R Rext
()

ext _ ‘int

2

Por otro lado, la tensién equivalente de Von Mises para un caso de cortante puro (de-
bido al estado de torsion pura) es
Opq = V31

Igualando la tensién equivalente a la carga critica o,, = S, (para el caso de Von Mises,
el limite elastico Sy), se obtiene la condici6n para el criterio de fallo

& <S
nR2(1-0,8%) = 7Y

donde se ha impuesto que R;,; = 0,8R,,; = 0,8R. Sustituyendo los valores del enuncia-
do, se llega a

TC

Pméx 4\/5

S,R*(1-0,8*) =535,43MN
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12. Un érbol circular transmite una potencia de 73kW a 2000rpm. A 45° del eje se han

colocado dos extensimetros a y b, como muestra la figura. La lectura de las bandas
durante un ensayo de carga proporciona el resultado ¢, — ¢, = 1073. Para dimensionar
el arbol a resistencia, se ha utilizado el criterio de Von Mises, con un coeficiente de
seguridad X = 1,8 y un margen de seguridad (adicional) minimo de MS = +0,5.

V4
7N

¥
\

Se pide:

a) Direcciones principales sobre la superficie del arbol

b) Tension equivalente de Von Mises durante el ensayo

Tension longitudinal méxima durante el ensayo

d) Tensién cortante maxima durante el ensayo

e) El didmetro minimo que ha de tener el drbol para cumplir el requisito de resis-

tencia

Datos: E =70GPa, v =0,3, Sy = 350MPa

Solucién

a) Al tratarse de un prisma de seccién circular y asumiendo la hipétesis de Saint-

Venant (torsién de Saint-Venant), el momento torsor genera un cortante 7 cons-
tante en la superficie del arbol. Concretamente, tomando un elemento diferencial
de la superficie, se tiene

|

T ————

Direccién
longitudinal
del arbol

Es decir, se trata de un cortante puro (tensiones principales: 01 = 7, 0, = —7, con
las direcciones principales a 45° del eje longitudinal).
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Asimismo, esto puede calcularse a través del circulo de Mohr (sean los puntos
x e y la proyeccién del tensor de tensiones sobre las direcciones longitudinal y
circunferencial del arbol, respectivamente):

T

a(—1,0)[ *' =" b(r,0)

Segun el circulo de Mohr, la direccién principal a compresién esta a 20 = 90°
en sentido antihorario respecto a x. Esto es, en el sélido dicha direccién estd a
6 = 45° en sentido horario respecto a x, por lo que coincide con la direcciéon a.
Analogamente, la direccién principal a traccién es la direccién b.

b) La tensién equivalente de Von Mises se define como

Oeq = \/% [(0‘1 ~03)° + (01— 03)" + (02 - 0'3)2]

Como el estado de carga es puramente torsional, no hay tensién en la direccién
radial i.e. 05 = 0. Asi,

aeq:\/%[(21)2+12+12]:\/§r

En virtud de la Ley de Hooke generalizada (cortadura), se tiene que
E
= G = —,
TR A+

y para hallar y se tienen en cuenta las lecturas de los extensimetros. Para hallar
esta relacion, se plantea el circulo de Mohr en deformaciones
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Por la construccion del dibujo se llega a

€b:—£a:%

Por lo tanto, el dato ¢;, — ¢, proporcionado en el enunciado resulta ser

Ey—E, =Y

es decir, la distorsién angular que sufre el arbol en la superficie, necesaria para
calcular el cortante y, con ello, la tensién equivalente de Von Mises

V3E V3E
%9 = V3= Sy = 3 ) €

Sustituyendo los datos del enunciado

V3E
O'eq = m (Eb - Sa) =46,63MPa

c¢) Fijandonos en el circulo de Mohr en tensiones, observamos que la maxima tensién
normal i.e.

max (|o,|) es
Opmax =T = G)/

Esta tensién méxima se alcanza en las direcciones a y b. Sustituyendo los datos
del problema,

E
Oy,méx = m (ep — €,) = 26,92 MPa

d) Del mismo modo, el cortante méximo es

Tmax = T

El arbol sufre cortante méximo en sus direcciones longitudinal y circunferencial.

E
Tmax = m (ep —€,) = 26,92 MPa

e) Para cumplir el requisito de resistencia se debe cumplir la siguiente relacién

X<

Geq

donde ¢/, = 0,,(1 +MS), y 0., = V3 Tmay (Ver primer apartado).
eq = Ocq Y Oeq p p

S
X(1+MS)< ——
3Tméx
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Es decir, el cociente S./0.,; debe valer, como poco, el coeficiente de seguridad X
aumentado (1 + MS) veces.

Asumiendo torsién de Saint-Venant para piezas de seccion circular, el cortante
méximo viene dado por

d¢
Tmax = GRE!
donde R es el radio del darbol y d¢p/dx es el dngulo de torsiéon por unidad de lon-
gitud, constante bajo las hipétesis asumidas. Esta constante viene dada por el
momento torsor al que estd sometido la pieza dividido entre su rigidez torsional
i.e.

d_(l)_T

dx  GIy’

donde I, es el momento de inercia polar para secciones circulares, con valor 7tR%/2.
Asi, el cortante maximo puede hallarse en funcién del momento torsor y del radio
de la siguiente forma:

d¢ 2T
Tmax = CR G =70
Volviendo a la criterio de resistencia,

nR3S,

X(1+MS) <
( ) 5T

Despejando el radio, se obtiene que

R> i/2«/§TX(1 +MS)

S,

Para hallar el momento torsor, se aplica la férmula de la potencia transmitida

P=Tw

Por altimo, sabiendo que el criterio de Von Mises toma el limite eldstico i.e. S, =
Sy, el didmetro minimo que cumple el criterio de resistencia es

Dmin = 2{/2\/5 (B)X(l +MS) =28,73mm
7w \w Sy
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11.1. Enunciados de ejercicios de Axil

1. Una barra AB perfectamente rigida esta sujetada mediante tres barras del mismo ma-
terial enlazadas por medio de articulaciones como se indica en la siguiente figura. Se
aplica una carga P kN en el punto B de la barra AB. El drea de las secciones de todas
las barras tienen el mismo valor A mm? y el médulo de elasticidad E GPa. Los datos
geométricos de la estructura: [, a y B.

a) Determinar las fuerzas axiales en las barras
b) Calcular el alargamiento de las barras

c) Determinar el giro de la barra rigida AB debido a la carga P (en milésimas de
grado)

d) Determinar el valor de carga P para que no se supera la tensién normal admisible
0adm = 250 MPa en las secciones de las barras.

2. Una barra AB perfectamente rigida estd sujetada mediante tres barras del mismo ma-
terial enlazadas por medio de articulaciones como se indica en la siguiente figura. Se
aplica una carga uniformemente distribuida g sobre el tramo CB de la barra AB. Las
barras tienen la misma longitud [, el mismo area de seccién A, el médulo de elasticidad
E y el coeficiente de Poisson v = 0,3.
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Se pide:
a) Determinar la fuerza axial en la barra 2 (3 puntos).
b) Determinar el alargamiento de la barra mas traccionada (2 punto).
c) Determinar el giro de la barra rigida AB en milésimas de grado (2 punto).
d) Calcular la variacién unitaria de volumen de la barra 1 en milésimas (1 punto).
3. Dada una estructura formada por 3 barras como se muestra en la siguiente figura. Las

tres barras son del mismo material y tienen el mismo drea de seccién A =. El material
es eldstico lineal y tiene el mdédulo de elasticidad E =.

T o

a) Determinar las fuerzas axiales en las barras
b) El desplazamiento vertical del punto donde se aplica la carga P

c) Determinar el valor de carga P para que no se supera la tensién normal admisible
0,dm €n las secciones de las barras.
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4. Una barra ABCD perfectamente rigida estd apoyada en el punto B (se permite su giro
alrededor de este punto), y conectada dos barras del mismo material enlazadas por
medio de articulaciones como se indica en la siguiente figura. Se aplica una carga F kN
en el punto A de la barra rigida y una carga uniformemente distribuida en el tramo
BD. Las barras tienen la misma seccién transversal A mm? y el médulo de elasticidad
E GPa. Los datos geométricos de la estructura: [ y 8.

I 2

N
—
—
N

a) Determinar la fuerza axial en la barra CH (en kN).
b) Desplazamiento vertical en el punto A en valor absoluto (en mm).

c) Determinar el valor de la carga F para que las tensiones en compresiéon en las
barras no superen la tensién admisible 0,4,, = 145 MPa.

d) Determinar el AT que debe aplicar sobre la barra CH de tal forma que el despla-
zamiento vertical en el punto A sea cero, conociendo el coeficiente de dilataciéon
térmica & = 15¢ - 06 °C~1.

Una columna de longitud L a
temperatura ambiente Tj apo-
ya en una base rigida por su
extremo izquierdo, y estd uni-
5. da a un muelle de constante K
y longitud d sin tensién, por el
extremo derecho. Se somete a
la columna a un calentamien-
to constante de temperatura.

T,

A\

4
1
4

L d

a) Temperatura final de la barra que acorta la longitud del muelle a la cuarta parte
del mismo (El muelle no esté trabajando).

b) Temperatura final de la barra que acorta la longitud del muelle a la cuarta parte
del mismo (El muelle estd trabajando).

c) La fuerza del muelle que provoca que la longitud del muelle se acorte a la mitad.

d) El axil térmico en la barra si la sometemos a una variacién de temperatura de
35°C.

Datos: Tp=20°C, L=35m, A=1m? d=1,2mm, a=1,3-107% °C},

E=205GPa, K = O'SLEA
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LLd L
Sea la estructura de la figura. La barra 2 esta so- 1 9 3
" metida a una variacién de temperatura de 40 °C.
30° | 309

a) Axil de la barra 2.

b) Axil de la barra 1.

c) Desplazamiento de la barra 2.
)

d) Desplazamiento de la barra 3.
Datos: T=40°C, Ly,=1m, A=200mm?, a=10"°°C~!, E=210GPa

7. Se tiene un s6lido de revolucién de grandes dimensiones con longitud L y ley de dreas
A(x) desconocida. El sélido estd apoyado de forma que su eje longitudinal es perpen-
dicular al suelo, y se encuentra sometido a su propio peso.

Aplicando una carga puntual F de compresiéon en la seccién superior, se desea que
toda seccién del sélido se encuentre sometida a la misma tensién longitudinal o. Para
un s6lido de peso especifico ¥ (peso por unidad de volumen), hallar:

a) Laley de dreas A(x) en funcién de los pardmetros del problema (F,0,y,L)
b) La reacciéon del suelo

Nota: Para el apartado 1, plantear el equilibrio de fuerzas en una rebanada diferencial
del sélido

8. La figura muestra una estructura que ante una solicitacién f = (f;, f,,0)7 (N) en un nu-
do, este se desplaza u = (1, 15,0)T (mm). Todas las barras tienen el mismo area A. Las
barras a y b tienen una rigidez E; y la barra c tiene una rigidez E,.
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Datos:

f =(-1500,1000,0)" N

u=(-2,1,0T mm

A =400 mm?

Todas las barras tienen la misma longitud L = 1000 mm

Se pide:

a) Determinar la elongacion y el giro de cada barra.

b) Determinar el valor de E; y E,.

. Dada la barra de la figura, con seccién rectangular A, médulo de elasticidad E y coefi-

ciente de dilataciéon térmica «, determinar las reacciones en el apoyo inferior. Deter-
minar el incremento de temperatura para que, si no hubiera apoyo inferior, el despla-
zamiento en ese punto fuera cero.

10. Una columna de longitud L a temperatura ambiente T se encuentra apoyada en una

base rigida por su extremo izquierdo, y estd unida a un muelle de constante K y longi-
tud d (d < L) sin tensién por su extremo derecho (i.e. la longitud inicial del muelle es
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d). La columna se somete a un calentamiento lineal: desde temperatura T, en la base,
hasta alcanzar una temperatura T, en el otro extremo.

Th 17,

Calcular:

a) La temperatura T}, en °C, que acorta la longitud del muelle a la mitad
b) ;Cuanto vale la fuerza en el muelle en dichas condiciones?

c) Hallar el cociente entre la fuerza del muelle al uniformizar la temperatura en toda
la columna al valor T; y la fuerza del muelle calculada en el apartado anterior

EA
Datos: Ty = 20°C,L =3,5m,A=1m?,d =1,2mm, E = 205GPa, K = S =13 1076°C!

11. Construir los diagramas de esfuerzos axiles, determinar las tensiones normales y mo-
vimientos de la estructura de barras de seccion circular de la figura. Averiguar a de
forma que el desplazamiento en la barra A sea la mitad que en la barra B.

Barra A

EA =aEP
S¢t =34
Sp=A
LA =2L Barra B
pt=p EB=E
4
SB =24
5
IB=1
B_ vl
pe=ryr

(origen en el empotramiento)
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11.2. Solucién de ejercicios de Axil

1. Una barra AB perfectamente rigida estd sujetada mediante tres barras del mismo ma-
terial enlazadas por medio de articulaciones como se indica en la siguiente figura. Se
aplica una carga P kN en el punto B de la barra AB. El drea de las secciones de todas
las barras tienen el mismo valor A mm? y el médulo de elasticidad E GPa. Los datos

geométricos de la estructura: [, a y .

a) Determinar las fuerzas axiales en las barras
b) Calcular el alargamiento de las barras

c) Determinar el giro de la barra rigida AB debido a la carga P (en milésimas de
grado)

d) Determinar el valor de carga P para que no se supera la tensién normal admisible
Oadm = 250 MPa en las secciones de las barras.

Solucion:

a) Determinar las fuerzas axiales en las barras

Solucion:

» Ecuacidén de equilibrio:
ZMA:O —> —2P1+2N;31+Njlcosa + Nyl cosp =0 (11.1)

» Ecuaciones de compatibilidad:

AL _ Al
RIF AL, (11.2)

cosfp 2
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b)

¢)

» Ecuaciones de comportamiento (ley constitutiva)

Nsl3

= — AZZZ .
EA

Ab EA’ EA’

Aly = (11.3)

Con ly =1/cosa, Iy =1/cos By I3 =1, se puede obtener

N5 cos?a

2
Ny (11.4)

2

N
N,

Sustituyéndolos en la ecuacién de equilibrio, se obtiene:

B 4P
" 4+cosda+cosdp

N; (11.5)

2Pcos?a

~ 4+cosda+cosdp
2P cos?

~ 4+cosda+cosdp

1
(11.6)

2

Calcular el alargamiento de las barras
Solucién:

2Plcosa
EA(4 + cos3 a + cos3 B)
2Plcosp
EA(4+ cos3 a + cos3 B)
4PI
EA(4+ cos3a +cos3 p)

All =

(11.7)

Al = (11.8)

Aly = (11.9)

Determinar el giro de la barra rigida AB debido a la carga P (en milésimas de
grado)
Solucién:

Al3)\ 180 N3 \ 180
(j):arctan(z—;)71603:arctan(ﬁ)71603 (11.10)

Determinar el valor de carga P para que no se supera la tensién normal admisible
Oadm = 250 MPa en las secciones de las barras.

Solucion:
Tensiones normales en las barras:
N; N, N3
] 11.11
A= 2T BTy (IL.11)

La condicion para que no supere la tensiéon normal admisible en las secciones de
las barras:

max(oy,0,,03) < Ogdm

O Sea
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4pP
A(4+cos3a +cos3 B

) = Oudm
El valor de carga P méximo:

_ OaamA(4+ cos® a + cos® p)
Pmax - 4
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2. Una barra AB perfectamente rigida estd sujetada mediante tres barras del mismo ma-
terial enlazadas por medio de articulaciones como se indica en la siguiente figura. Se
aplica una carga uniformemente distribuida g sobre el tramo CB de la barra AB. Las
barras tienen la misma longitud [, el mismo area de seccién A, el médulo de elasticidad
E y el coeficiente de Poisson v = 0,3.

77
K

Se pide:

a) Determinar la fuerza axial en la barra 2 (3 puntos).

b) Determinar el alargamiento de la barra mas traccionada (2 punto).

c) Determinar el giro de la barra rigida AB en milésimas de grado (2 punto).
)

d) Calcular la variacién unitaria de volumen de la barra 1 en milésimas (1 punto).

Soluciéon

Grado de hiperestaticidad:
GH=4-3=1

Ecuaciones de equilibrio:
ZF" =0 — N3sinf = Nsina
ZFy =0— Va+N; =qgl+Nycosa + N3cosf
3
ZMA =0—->N;l= quz + 2I(Nycosa + N3cos f)
Ecuacién de compatibilidad obtenida con el PTVC: aplica una fuerza virtual unitaria

interna en la barra 1 0N; = 1. Con las ecuaciones de equilibrio, se puede obtener las
fuerzas internas virtuales en las barras 2 y 3 como
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N, = ‘sinﬁ
2sin(a + p)

sina
Ny=——7—
3 2sin(a + B)

El trabajo virtual interno:

oW, = 6N1All + ONzAlz + 6N3Al3 =0

o0 sea:
2N;sinsin(a + p)
N2:_ ) )
sin“a +sin” f3
2N;sinasin(a +
N;= - 1 sinasin(a + p)

sin®a +sin” B

Sustituyéndolos en la ecuacién de equilibrio de momento flector en el punto A, se
obtiene:

3 sin®a +sin’ B
le_ ! ) ) )
27 sin”a +sin” f + 4sin*(a + f)
N, = 3gqlsin Bsin(a + f8)
2 sin2a+sin2ﬂ+4sin2(a+ﬁ)
Ny = 3gqlsinasin(a + )

2

sin®a +sin? g + 4sin?(a + )

El alargamiento de la barra mads traccionada:

Al— méX{Nll N,I N3l}

EA’EA’EA
El giro de la barra rigida:
Al
0 = arctan (Tl)

Variacién unitaria del volumen de la barra 1:

AV _ Nl(l —21/)
72 EA
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3. Dada una estructura formada por 3 barras como se muestra en la siguiente figura. Las
tres barras son del mismo material y tienen el mismo area de seccién A =. El material
es eldstico lineal y tiene el mdédulo de elasticidad E =.

a) Determinar las fuerzas axiales en las barras
b) El desplazamiento vertical del punto donde se aplica la carga P

c) Determinar el valor de carga P para que no se supera la tensién normal admisible
0,4m €n las secciones de las barras.

Solucion

Grado de hiperestaticidad:
GH=3+6-4x2=1

Ecuaciones de equilibrio:
ZPX =0— N;sin@+N,sinf+Pcosa =0
ZF}, =0— NjcosO+Nycosf—N3—Psina

Ecuacién de compatibilidad obtenida con el PTVC: aplica una fuerza virtual unitaria
interna en la barra 3 0N3 = 1. Con las ecuaciones de equilibrio, se puede obtener las
fuerzas internas virtuales en las barras 1 y 2 como

sin f8
Ni=—
oNy sin(6 + B)

sin@
" Sino ¢ )

El trabajo virtual interno:

6Wint = (5N1Al] + 6N2Alz + 6N3Al3 =0
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O sea:

Nisinp + N,sin6 + N3sin(theta+ ) =0

Resolviendo el sistema de 3 ecuaciones, se obtiene:

P(sin(6 + p)cos(a — ) +sinO cos a)

N1 = sin2(6+/3)+sin2/5+sin26
P(sin(6 + ) cos(a + 0) + sin fcos a)

N2 =- sin?(0 + B) +sin? § +sin’ 0

N = _P(sinﬁcos(oc —B)—sinf cos(a + 0))

sin?(0 + B) +sin’ B +sin? 6

Desplazamiento vertical del punto P:

JP = N3=L _ _PL(sinﬁcos(a —B)—sinB cos(a + 0))
Y EA EA(sin%(0 + B) +sin? § +sin 0)

Para determinar el valor de carga P de tal forma que la tensién normal en las barras no
supere la tensién admisible, tenemos que hallar cual es la tensién normal maxima

max{N,/A,Ny/A,N3/A} = 0pqm

Desde esta condicién, se puede hallar el valor de P.
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4. Una barra ABCD perfectamente rigida estd apoyada en el punto B (se permite su giro
alrededor de este punto), y conectada dos barras del mismo material enlazadas por
medio de articulaciones como se indica en la siguiente figura. Se aplica una carga F kN
en el punto A de la barra rigida y una carga uniformemente distribuida en el tramo
BD. Las barras tienen la misma seccién transversal A mm? y el médulo de elasticidad
E GPa. Los datos geométricos de la estructura: [ y 8.

-

2 ) l ) l I}

a) Determinar la fuerza axial en la barra CH (en kN).
b) Desplazamiento vertical en el punto A en valor absoluto (en mm).

c) Determinar el valor de la carga F para que las tensiones en compresién en las
barras no superen la tensién admisible o0,,,, = 145 MPa.

d) Determinar el AT que debe aplicar sobre la barra CH de tal forma que el despla-
zamiento vertical en el punto A sea cero, conociendo el coeficiente de dilatacién
térmica a = 15¢—06 °C~L.

Solucién

Apartado 1

El grado de hiperestaticidad:

GH=4-3=1

Ecuaciones de equilibrio:
ZFX:O — Hy+N,sinf=0 (11.12)
ZFy:O — V3—F—2gl—N;Nycos =0 (11.13)
ZMB:O —s 2F—2gl - N; —2N,cos f = 0 (11.14)

Ecuacién de compatibilidad:
Para obtener esta ecuacién, se aplica el PTVC. Se aplica una fuerza virtual interna
0N, = 1. Por el equilibrio de momento en el punto B, tenemos:

ONj =—-2cosf (11.15)
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El trabajo virtual interno complementario:

l I/cos B

ON|N ON,N

C _ 14V1 24N2

oW, _J—EA dx+ J “EA dx
0 0

2Njlcosp N,l c
= — =oW
EA EAcosp ext

Pues, se obtiene:
N, = 2N cos® B

Lo sustituye en le ecuacién (3), se obtiene:

_ _2(F-ql)
' 1+ 4cos3p
Por tanto:
_ 4(F—ql)cos®B
27 1+4cos?p
Apartado 2

El desplazamiento vertical del punto A:

Nl 4l(F-ql)
Va =28l =277 EA

Apartado 3

Las tensiones en las barras son:

Ny 2AF—gq)
'TUA T A(1+4cos3p)

_ Ne _4(P—ql)coszﬁ
2=y T A(1+4cos3p)

La tensién méaxima:
Omax = méX(||01||,||02||) < Oudm

Apartado 4

(11.16)

(11.17)

(11.18)

(11.19)

(11.20)

(11.21)

(11.22)

Con la condicién de que el punto A no se mueve verticalmente, pues la barra 2 (DI)
no trabaja. Por ello, se puede obtener el axil que aparece en la barra 1 (CH) por el

equilibrio es:
N; = 2(F —ql)

(11.23)

Ya que el punto C tampoco va a mover, con lo cual, tenemos la siguiente condicién:
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Nl
— +aATIl = .
TG 0 (11.24)
De esta ecuacion, se obtiene la variacién de temperatura:
2(ql-F)
AT = ——
aEA
Cuadro 11.1: Versiones del examen
Datos Preguntas
Versién q A E l F B 1 2 3 4
(kN/m) | (mm?) | (GPa) | (m) | (kN) | (°) | (kN) | (mm) | (kN) | °
I 4 50 70 3 10 | 30| -1,112 | 1,9 | 3,30 | 76,2
I 3 60 70 4 8 |45]-3313| 63 | 1,50 | 127,0
I 4 40 70 3 10 | 60 | -=2,667 | 57 | 7,65 | 95,2
I\Y% 5 80 70 2 8 |60 -2667| 1,9 1,3 | 47,6
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Una columna de longitud L a
temperatura ambiente T apo-
ya en una base rigida por su
extremo izquierdo, y esta uni-
5. da a un muelle de constante K
y longitud d sin tensién, por el
extremo derecho. Se somete a
la columna a un calentamien-
to constante de temperatura.

T,

AN

A
]

L d

a) Temperatura final de la barra que acorta la longitud del muelle a la cuarta parte
del mismo (El muelle no esta trabajando).

b) Temperatura final de la barra que acorta la longitud del muelle a la cuarta parte
del mismo (El muelle esté trabajando).

c) El axil del muelle cuando la longitud del mismo es la mitad. Indicar el tipo de
axil.

d) El axil térmico en la barra si la sometemos a una variacién de temperatura de
35°C. Indicar el tipo de axil.

Datos: Ty =20°C, L=3,5m, A=1m? d=1,2mm, a=1,3-10"% °C1,

E=205GPa, K = O'SLEA
Solucion

-]

Py

-

/

"
X
L

L d

a) Temperatura final de la barra que acorta lalongitud del muelle ala cuarta parte
del mismo (El muelle no esta trabajando).

El muelle no esta trabajando. Esto implica que el desplazamiento de la barra es
debido al efecto térmico que acttia sobre la misma.

NL

UTérmico = & ATL UMecanico = EA =0

. . . d . o
Imponiendo que el desplazamiento final de la barra es 1 5e despeja la variaciéon
térmica
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b)

d

UTotal = UTérmico T UMecanico = 1

d d .

Ty =26,59 °C|

Temperatura final de la barra que acorta la longitud del muelle a la cuarta parte
del mismo (El muelle esta trabajando).

El muelle estd trabajando. En este caso el desplazamiento de la barra es debido
tanto a la temperatura como a los axiles mecédnicos provocados por la acciéon del
muelle sobre la barra.

NL _ -Fyueltel
Urérmico = & AT L UMecanico = EA - %

d
Imponiendo que el desplazamiento final de la barra es 7 5e despeja la variaciéon

térmica en la barra:

d
UTotal = UTérmico T UMecanico = Z
d
F L d (K Z)L d 3d
ATL Muelle = _ = ATL + ——— = — AT = —— =9,88 °C
GAETTEA T3 YT TR T 8al

T =29,88 °C]|

El axil del muelle cuando la longitud del mismo es la mitad. Indicar el tipo de
axil.

La fuerza del muelle se calcula utilizando la férmula siguiente:

0,5AE\ (d
Fyuelle = K 6Mue11e = ( ) (_)

L 2

PMmuelle = 17,6 MN|

El axil en el muelle es un axil de compresién y constante.

—_— | | — 17.6 MN

El axil térmico en la barra si la sometemos a una variacién de temperatura de
35°C. Indicar el tipo de axil.

El axil térmico se calcula utilizando la férmula siguiente:

N(x) =EA a AT=[93,27 MN:N(X)\
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El axil térmico en la barra es de traccién y constante al ser AT > 0° C.

+ 93.27 MN
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LLd L
Sea la estructura de la figura. La barra 2 esta so- 1 9 3
" metida a una variacién de temperatura de 40 °C.
30° | 309

a) Axil de la barra 2.
b) Axil de la barra 1.
c) Desplazamiento de la barra 2.

d) Desplazamiento de la barra 3.

Datos: T=40°C, Ly=1m, A=200mm?, a=10"° °C~!, E=210GPa

Soluciéon

Lb L L
Calcular la longitud de la barra L; = L3 utilizando
las propiedades geométricas:
1 2
Ly cos(30°) =L, —|L; = L (1)
! - 1™ cos(30°) 30°| 305
a) Axil de la barra 2.
Equilibrio de fuerzas para calcular los axiles
Nl!NZI N3:
N
Y F, =0 — —Nj sin(30°) + N3 sin(30°) = 0 N, N3

(I1) 30° | 30°

2 Fy =0— Ny +Nj cos(30°) + N3 cos(30°) =0

N + 2N cos(30°) = 0 (IIT)
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Desplazamientos de las barras (El dibujo esta
realizado con la suposicién de que todas las ba-
rras trabajan a traccion):

ALl = AL3 e ALl = AL2COS(3OO)

N; L4
EA

N, L,
EA

= ( + aATL,)cos(30°) (IV)

La resolucioén de las ecuaciones (I),(II),(III) y (IV) dara el valor del axil N:

N, =—9488,60 N|

b) Axil de la barra 1.
La resolucién de las ecuaciones (I),(II),(III) y (IV) daré el valor del axil N:

N, =5478,25 N|

c) Desplazamiento de la barra 2.
El desplazamiento de la barra 2 sera:

N, L
AL, = éAeraATLZ: -1,859-107* m=1L,

d) Desplazamiento de la barra 3.
El desplazamiento de la barra 3 sera:

ALj = =11,506-10"* m =1L,

El desplazamiento de la barra 1 serd igual al desplazamiento de la barra 3.
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7. Se tiene un s6lido de revolucién de grandes dimensiones con longitud L y ley de dreas
A(x) desconocida. El sélido estd apoyado de forma que su eje longitudinal es perpen-
dicular al suelo, y se encuentra sometido a su propio peso.

Aplicando una carga puntual F de compresion en la seccién superior, se desea que
toda seccion del sélido se encuentre sometida a la misma tensién longitudinal ¢o. Para
un s6lido de peso especifico y (peso por unidad de volumen), hallar:

a) Laley de dreas A(x) en funcién de los pardmetros del problema (F,0,y,L)

b) La reaccion del suelo

Nota: Para el apartado 1, plantear el equilibrio de fuerzas en una rebanada diferencial
del sélido

Solucién

a) Colocando el eje x con origen en el suelo, se puede plantear la siguiente rebanada:

N(z + dz)
A(r +dz) = A(x) +dA — Y
e L Z((x)) \
x

donde se ha colocado la carga a compresién teniendo en cuenta que la carga F es a
compresion, y que el peso va introduciendo compresiéon a medida que avanza des-
de la parte superior a la inferior. Se deja como ejercicio plantear dicha rebanada a
traccién, demostrando que dicha fuerza es realmente de compresién.

El equilibrio de fuerzas en la rebanada da como resultado

x+dx
N(x)=N(x+dx)+ J w(x)dx

X

El esfuerzo axial, teniendo en cuenta que la tension es constante i.e. oy, = 0

N(x) = J 0yydA = 0 A(x)
A
Por lo tanto, el esfuerzo axial en la rebanada infinitesimalmente superior es

N(x+dx) =0cA(x+dx) =0 (A(x)+dA)

Por ultimo, sabiendo que w(x) = yA(x), la resultante del peso en la rebanada dife-
rencial puede expresarse como
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x+dx x+dx
f w(x)dx = yj A(x)dx
X X

= %7/ [A(x)+ A(x + dx)]dx

= %7/ [2A(x) +dA]dx
= yA(x)dx+o(dxdA)

1

yA(x)dx

donde se ha aplicado la regla del trapecio para la integracién. También puede
plantearse que el efecto del peso es y multiplicado por el volumen de la reba-
nada, que es aproximadamente A(x)dx —cometiendo un error (despreciable) de
~o0(dxdA).
Sustituyendo todo lo anterior en el equilibrio de fuerzas, se tiene
0A(x)=0A(x)+0dA+ yA(x)dx
= —0dA = yA(x)dx

Integrando de 0 a x, se tiene

Llegando a una ley de dreas exponencial

A(x) =Agexp (—gx)

con Ay aun por determinar. Para ello, sabiendo que o es constante, se va a igualar
el esfuerzo axial en la seccién superior con la fuerza F aplicada

N(L)=cA(L)=F

Por lo que particularizando la ley de areas en el extremo x = L y aplicando la
anterior igualdad, se determina la constante A

F
A= ewp(l1)

Con todo ello, la ley de dreas queda determinada en funcién de los parametros
del problema

A(x) = gexp [g (L- x)]

A continuacién se muestra una representacion grafica de esta ley
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Esta es una estructura que puede apreciarse en grandes construcciones, como pue-
den ser las chimeneas de centrales nucleares.

La reaccién del suelo es la particularizacién del esfuerzo axial en x = 0, es decir

R:N(O):O’AO

Expresado en funcion de los parametros del problema

R = Fexp(gL)

De igual modo, dicho resultado podria haberse obtenido con el equilibrio de fuer-
zas considerando toda la estructura

R=F+W

con
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8. La figura muestra una estructura que ante una solicitacién f = (f;, f>,0)7 (N) en un nu-
do, este se desplaza u = (uy, u,, O)T (mm). Todas las barras tienen el mismo 4rea A. Las
barras a y b tienen una rigidez E; y la barra c tiene una rigidez E,.

Datos:

f=(-1500,1000,0)T N

u=(-2,1,0T mm

A =400 mm?

Todas las barras tienen la misma longitud L = 1000 mm

Se pide:

a) Determinar la elongacién y el giro de cada barra.

b) Determinar el valor de E; y E,.

Solucion

Lo primero que debemos calcular son los vectores asociados a cada barra. Recordamos
que los vectores unitarios que describen la elongacién, la fuerza en el nudo y el giro
son de cada barra en su nudo libre:

Y sus ecuaciones seran:
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m=-n (11.25)

d=mxe; (11.26)

Los valores para cada barra se pueden ver en la siguiente tabla:
Barra a Barra b Barra c
n (0,1,0)"  (-v0,5v050)" (-V0,5-v05,0)"
m (0,-1,0)" (¥0,5-v0507"  (v0,5+05,0)"
d (-1,0,00" (-v0,5-V0,50" (v0,5-v050)7

Con ello las elongaciones totales () de cada barra seran:

Op =0 N, = Uy = Oy, = 1,00mm (11.27)
op =u-ny =-V0,5u; + V0,51 = 6y, = 2,12mm (11.28)
Oc=u-n.=-V0,5u; — V0,513 = 6ec, = 0,71 mm (11.29)

Que al no existir elongaciones térmicas coinciden con las elongaciones mecanicas que
afectan los axiles

(Omec)-

Los giros seréan:

0, = - _Tul 0,002 rad (11.30)

u-d, -v0,5u; —V0,5u;
L L

=0,0007 rad (11.31)

d,  V0,5u, - V05
0, = “L c - VO - "2 _ 0,002rad (11.32)

Para calcular las rigideces de cada barra realizamos el equilibrio de fuerzas vectorial
en el nodo donde esta aplicada la carga:
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En primer lugar calculamos los axiles desde las elongaciones, que como cada barra tie-
ne un nodo libre y el otro restringido, estara definido por la elongacién del nodo libre:

8,EA

N, = === 0,40E, N (11.33)
SpEA
N, = 222 = 0,84E, N (11.34)
5.EA
N.= CL =0,28E,N (11.35)
ZF:0—>f+Nama+thb+NCmC:0 (11.36)
fi 0 VO,5N, VO0,5N, 0
fol +|-N.| +|-V0,5N,| +|V0,5N.| =[0 (11.37)
0 X 0 X 0 X 0 X 0 X

Del equilibrio por componentes de esta ecuacién vectorial es de donde salen las ecua-
ciones de equilibrio }_ F, =0y ) F, = 0. En este caso, como la estructura es plana en
x—7v,laecuaciéon en zes 0+ 0+ 0+ 0 = 0, por lo que no nos sirve como ecuacién para
resolver nuestras incégnitas. Por componentes tenemos:

ZFX =0—> f, +0+V0,5N, + VO,5N, = 0 (11.38)
ZFX:0—>—1500+0+0,59E1+0,2E2:0 (11.39)
ZFy =0— f; =N, - V0,5N}, + V0,5N, = 0 (11.40)

ZFy =0 —1000—0,4E; — 0,59E; + 0,2E, = 0 (11.41)
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Con las ecuaciones 11.39 y 11.41 podemos resolver E; y E,, obteniendo:

E; =1573,82MPa (11.42)

E, =2821,80 MPa (11.43)

Para comprobar nuestro resultado vamos a hacer el equilibrio entre el trabajo externo
y la energia interna. Para ello calculamos el trabajo externo como:

f-u  fiu+ frup

Wew = —- = > = 2000 Nmm (11.44)

Y la energia interna sera:

N6y + Nyoy + Neo. 629,53 +2801,66 + 564,59

Wi =
int ) )

= 1998 Nmm (11.45)

Con estos resultados validamos nuestro calculo, ya que W,,; = W;,,;. El error de redon-
deo que hemos cometido sera de:

Wine — W,
error = Wint = Weutl _ 0,001 =0,1% (11.46)
Wext

Incremento térmico
Caso1

Ahora la estructura vuelve a un estado de reposo, y sin ninguna carga, se aplica un
incremento térmico a la barra a. Su coeficiente de dilatacién térmico es a = 107> 1/C°
y el incremento térmico es AT =250 C°.

Ahora, vamos a realizar compatibilidad de nuevo, pero considerando un vector des-
plazamiento genérico en el plano x -y, u = (ul,uz,O)T, puesto esta es ahora nuestra
incégnita
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Con ello las elongaciones totales () de cada barra seran:

O0g =W Ny = Uy = Opec, + 0T (11.47)
op =u-ny =-V0,5u; + V0,51 = 6, (11.48)
6(::11‘11(::—\/0,51/!1— V0,5M2:5mecc (1149)

Que son las elongaciones totales, pero en la barra a la elongacién mecénica difiere
de la total por el incremento térmico, esto es: Osora1 = Omecanica + Otermica- Con ello las
elongaciones mecdnicas coinciden con las totales en todos los casos menos a, donde:

Smec, = 84— 07 = 8y — aATL (11.50)

Con ello, usando los valores de rigidez obtenidos anteriormente, los axiles quedan:

Na:(%—aAT)EA:629,5u2—1573,8N (11.51)
S,EA

N, = "T = —445,14u, +445,1u, N (11.52)
5.EA

N, = CL =-798,1u; —798,1u, N (11.53)

Con ello el sumatorio de fuerzas en el nudo donde convergen todas las barras sera:

ZP =0 — N,m, + Nym + N.m, = 0 (11.54)
0 VO0,5N, VO0,5N, 0
-N,| +|-v0,5N,| +|V0,5N.| =]0 (11.55)
0 X 0 X 0 X 0 X
Con ello:
ZFX =0 — —249,6u, —879,1u, = 0 (11.56)
ZFy =0 — —1508,7u, — 249,61, +1573,8 = 0 (11.57)

Despejando obtenemos u, = 1,09 mm y u; =—-0,31 mm.
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Con ello, sustituyendo valores:
0, =1,09mm, dpc, =1,09-2,5=-1,41mm, o, = 0,99 mm, 6. = —0,55mm
N, =-888,2N, N, = 623,2N, N, = —622,5N

Para comprobar nuestro resultado vamos a hacer el equilibrio entre el trabajo externo
y la energia interna. Para calcular la energia externa de la carga térmica aplicada a una
barra i:

S7(~N,
Wi:¥:1110,25Nmm (11.58)

Donde el trabajo que introduce en la estructura la deformacién eléstica es igual a una
fuerza contraria al axil recorriendo la elongacién térmica

Que se sumara al trabajo de las cargas externas. Para ello calculamos el trabajo externo
como:

W, = 1110,25 Nmm (11.59)

Y la energia interna sera:

Wi, = 1105,8 Nmm (11.60)

Con estos resultados validamos nuestro calculo, ya que W,,; = W;,;;. El error de redon-
deo que hemos cometido sera de:

Wi =W,
error:M:Qél% (11.61)
Wext

Caso 2

En este caso hay un incremento térmico como en el anterior caso, pero se le aplica una
fuerza vertical f = (0,1000, O)T.
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En este caso las ecuaciones de compatibilidad son las mismas que en el Caso 1, aunque
al resolver los valores del desplazamiento del nudo seran diferentes. Por ello también,
las ecuaciones para definir los axiles mediante la compatibilidad también seran iguales.
Lo que cambiard serd la ecuacién de equilibrio, al introducir f:

ZF:0—>f+Nama+meb+NCmC:0 (11.62)
0 0 VO,5N, VO,5N, 0
1000 +|-N,| +|-V0,5N,| +|V0,5N.| =0 (11.63)
0 X 0 X 0 X 0 X 0 X

Sustituyendo y despejando obtenemos:

ZFX =0 — V0,5N;, + V0,5N, = —249,61, — 879,1u; = 0 (11.64)

ZP? =0 — 1000 - N, — V0,5N, + V0,5N, = 1000 — 1508,71, — 249,611 + 1573,8 = 0

(11.65)
Despejando obtenemos u; = 1,78 mm y u; = —-0,5 mm.
Con ello, sustituyendo valores:
0, =1,78mm, dyppc, = 1,78 =2,5=-0,72mm, o, = 1,61 mm, 6. = -0,9mm
N,=-473,3N, N, =1014,8 N, N, =-1021,5N
Y para comprobar calculamos el equilibrio de energias:
Wext :890+w =1456,6 Nmm (11.66)
Y la energia interna sera:
Wi, = 1439,7 Nmm (11.67)

Con estos resultados validamos nuestro calculo, ya que W,,; = W;,;;. El error de redon-
deo que hemos cometido sera de:

Wit — W,
error = Wine = Wet| =1,1% (11.68)

ext



Capitulo 11. Axil 281

Caso 3

En este caso hay un incremento térmico como en el anterior caso pero negativo (AT =
~250C°), pero se le aplica de nuevo una fuerza vertical f = (0,1000,0)7. Este caso es
como el anterior, pero tendremos en el equilibrio:

ZFX =0 — V0,5N, + V0,5N, = —249,61, — 879,1u; = 0 (11.69)

Zsz =0 — 1000 - N, — V0,5N, + V0,5N, = 1000 — 1508,711, — 249,61, — 1573,8 = 0

(11.70)

Despejando obtenemos u; =—0,39 mm y u; = 0,11 mm.
Con ello, sustituyendo valores:

0, =-0,39mm, o, = —0,39+2,5=2,11mm, o, =-0,35mm,
0, =0,19mm
N,=1328,3N, N, =-222,5N, N, =223,5N

Y para comprobar calculamos el equilibrio de energias. En este caso, la fuerza exter-
na genera un trabajo negativo, ya que descarga a la barra con el incremento térmico
negativo:

dufa , O7(-Na) _ ~0,39x1000 -2,5x-1328,3

Wext = > 5 = 2 + 5 (11.71)
W, = 1465,4 N nim (11.72)
Y la energia interna sera:
1328,3x 2,11
Wi, = ++38,9+22,1 = 1462,4 N mm (11.73)

Con estos resultados validamos nuestro calculo, ya que W,,; = W;,;;. El error de redon-
deo que hemos cometido sera de:

Wit — W,
error = Wit = Wesel _ 0,2% (11.74)
Wext
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9. Dada la barra de la figura, con seccién rectangular A, médulo de elasticidad E y coefi-
ciente de dilatacién térmica «, determinar las reacciones en el apoyo inferior. Deter-
minar el incremento de temperatura para que, si no hubiera apoyo inferior, el despla-
zamiento en ese punto fuera cero.

Solucion

El problema es hiperestdtico de orden OH = 1. Por lo tanto, se escoge como incégnita
hiperestatica la reaccion del apoyo inferior (se plantea a compresion, ver figura).

v

NN

Ip

tx

La reaccion en el apoyo superior es, por equilibrio de fuerzas,

V=P-X
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Asi, la ley de esfuerzo axial es

N = PoX si0<x<2L/3
"1 -X  si2L/3<x<L

La ecuacién de compatibilidad para resolver la incégnita hiperestatica es que el alar-
gamiento de la barra sea nulo i.e.
0=0

La definicién de alargamiento en una barra de longitud L (1-D, axial) es

L L x
B ] B Oxx N(x)
6_J0 .5jc,c(x)dx_J0 5 —=(x)dx = ) EA dx

Sustituyendo la ley de esfuerzo axial N(x) e imponiendo la condicién de compatibili-

dad,
1 2L/3 L
—_— (P—X)dx—j de]:O
EA [.[0 21/3

1 2L XL
A |P-XF -5 =0
A ;]

1 [2PL
— | == -XxL|=
EA[ 3 ] 0

2P

X==

3

Con ello, quedan determinadas las reacciones

2P
X=— V=
3

w| =g

El diagrama de esfuerzo axial es el siguiente:

4

2P/3 P/3

lp ;

2P/3

El segundo caso pedido es isostatico, con la siguiente ley de esfuerzo axial:

N =] P osi0sx<2L/3
10 si2l/3<x<L
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La férmula del alargamiento para un caso con incremento de temperatura es la siguien-

te:
L L x
o= L Exx(x)dx = L %(x)dx = Jo (1\;(;;) + aAT)dx

Para la ley de esfuerzo axial planteada,

2PL
——+aATL =
3EA +a 0
Por lo que imponiendo la condicién del enunciado (desplazamiento del punto inferior

nuloi.e. 6 =0), se llega a que

2P
3aEA
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10. Una columna de longitud L a temperatura ambiente T se encuentra apoyada en una
base rigida por su extremo izquierdo, y estd unida a un muelle de constante K y longi-
tud d (d < L) sin tensién por su extremo derecho (i.e. la longitud inicial del muelle es
d). La columna se somete a un calentamiento lineal: desde temperatura T, en la base,
hasta alcanzar una temperatura T, en el otro extremo.

TO TL

M i

le
«
A B C
Calcular:

a) Latemperatura Ty, en °C, que acorta la longitud del muelle a la mitad
b) ¢Cuénto vale la fuerza en el muelle en dichas condiciones?

c) Hallar el cociente entre la fuerza del muelle al uniformizar la temperatura en toda
la columna al valor T; y la fuerza del muelle calculada en el apartado anterior

EA
Datos: Ty = 20°C,L=3,5m,A=1m?,d = 1,2mm, E = 205GPa, K = Spa=13 1076°C!

Solucion

a) El problema tiene un orden de hiperestaticidad OH =1 (el apoyo en A o en C
podria suprimirse, llegando a un problema isostatico), por lo que se escoge plan-
tear la reaccién horizontal como incégnita hiperestatica. Esta incognita, que de-
nominaremos X, debe ser tal que se cumpla la compatibilidad de deformaciones:
que el desplazamiento en C sea nulo uc = 0.

1

Ha X 2 A
N

A B B C

Mediante el equilibrio de fuerzas horizontales, se llega a que

Hy=-X
Por lo que tanto barra como muelle estaran sometidos a un esfuerzo axial cons-
tante N(x) = X.
El desplazamiento del punto C puede expresarse como la suma de dos desplaza-
mientos (principio de superposicion lineal), por lo que la condicién de compati-
bilidad es:

uc=0=uyg+ugc=0

Por ello, deben calcularse los alargamientos de barra y muelle.
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» Barra. El alargamiento tiene la siguiente expresion:

L
UpB = J Sxx(x)dx
0

La deformacion experimentada por la barra se obtiene de la Ley de Hooke
generalizada:

Exx(x) = % +aAT(x),
donde se ha sustituido que oy, = X/A teniendo en cuenta que el esfuerzo
axial X es constante. La ley de temperaturas AT (x) descrita en el enunciado
se expresa como

X

AT(x)=(Tt-To) ¢

Asi, integrando la deformacidn, se obtiene la elongacién de la barra uyp
XL 1

Upg = a + EaL(TL_TO)

» Muelle. Como la fuerza X a la que esta sometido el muelle se ha planteado a
traccion, el alargamiento puede escribirse como:

2XL
UsC = Ex

donde se ha sustituido que K = EA/(2L).

Sustituyendo las expresiones previas en la ecuacién de compatibilidad, se deter-
mina la incégnita hiperestética X:

XL 1 2XL
ﬁ‘f’z&L(TL—To)-i-ﬁ = 0;

aEA
X = B (Tr - To)

Con ello, la estructura estaria resuelta. Notese que la incognita hiperestatica sale
con el signo negativo al planteado en la figura, lo cual implica que el esfuerzo axial
de toda la estructura es de compresién siempre y cuando T; > T (calentamiento
implica dilatacién, que implica un alargamiento que genera una compresién al
estar la estructura confinada).

Por ultimo, para hallar la temperatura que hace que el muelle se reduzca a la
mitad, se impone ugc = —d/2 (upgc se ha planteado tal que el alargamiento implica
signo positivo)

d al

2 3

3ad
T = Ty+ —— =59,56°C
L=lo+—7

(T = To)

La fuerza a la que se encuentra sometido el muelle en dichas condiciones se ob-
tiene directamente conociendo el acortamiento del mismo
EAd

F,,=—-——=-17,57MN
" 4L >

Es decir, es una fuerza a compresion.
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c) En este caso, el AT es constante e igual a T; — Tj en toda la barra. Por lo tanto,
integrando la deformacién (ahora constante), el nuevo alargamiento de la barra
se expresa como:

X'L
MAB = EA +0(L(TL—T0)

siendo X’ la incégnita hiperestédtica en la nueva condicién (esfuerzo axial de la
barra y fuerza de traccidon del muelle). El alargamiento del muelle se expresa de
igual modo que el caso previo, asi que la ecuacién de compatibilidad es

X'L 2X'L
A +6¥L(TL—T0)+ A =0,
, aEA
X :_T(TL_TO)

Asi, el cociente entre fuerzas del muelle F;,/F,, queda

F, X
F, X

2

Esto es, se duplica.
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11. Construir los diagramas de esfuerzos axiles, determinar las tensiones normales y mo-
vimientos de la estructura de barras de seccién circular de la figura. Averiguar a de
forma que el desplazamiento en la barra A sea la mitad que en la barra B.

Barra A

Solucién

Imponiendo que

Se llega a

Con

EA =aEP
S¢t =34
Sp=A
LA =2L Barra B
PA:P EB - FE
4
S =24
5
LP=1L
5_ Yl
pe=ryr

(

origen en el empotramiento)

_%s
IZLNA@) ,
g—%%
~ 5 3L
N3(y)dy
2L
= _ ¥
Axly)=34(1 ’)
_p, PsAL _(5)2
Np(y)=P+ = [9 :
x 1/x\?
Na(y) = 2P + 5pgAL — pgAL 3f_§(f)
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12.1. Enunciados de ejercicios de Deformaciones, Giros y Desplaza-
mientos

1. Laviga de la figura esta empotrada en un extremo (punto A) y sometida a tres fuerzas
en los puntos B, C y D segun el sentido de la figura. Dos de ellas vienen dadas por
pesos suspendidos, y la central se debe a la reaccién de un muelle. Todas ellas son co-
nocidas, asi como la seccién de la viga que tiene una altura h y una anchura b, que ha
sido medida por lo que conocemos I,, que es la inercia a flexién segin su solicitacion.
Pero se desconoce el médulo de Young del material. Para ello se ha colocado una galga
extensométrica en el punto G, en direccién longitudinal a la viga y en su cara inferior,
cuyo valor de medida es ¢

Se pide calcular la flecha de la viga en los puntos B, C y D. Considerar que la distancia
A-B es dy, que la distancia A-C es d;, que la distancia A-D es d3 y que la distancia A-G
es dy

2. Un arco semicircular de radio medio R=2 m y espesor constante t=10 cm esta apoyado
en uno de sus apoyos y el otro apoyado sobre un carrito. Las propiedades del material
vienen dadas por E=100 GPa y p = 0,3. En el punto central del arco existe una carga
F=100 kN.

Se pide:

a) Las leyes de esfuerzos en la pieza.
b) Desplazamiento vertical y giros en la seccién de aplicaciéon de la fuerza.
c) Tensiones maximas.

3. Calcular los diagramas de esfuerzos del siguiente portico, asi como los desplazamien-
tos y el giro en el punto C (despreciando la deformacién longitudinal de las vigas).
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4. Sea el portico de la figura, construido con vigas de seccién en “doble T” orientadas
segun indican los cortes A-A’, B-B’ y C-C".

L
s JUUUURPPRR ‘|4_B PLm P
| Y
......... e B
1t
L
c | o Al N I
o I o I
3+ 1
2 o —t

Se pide (segun los ejes locales indicados en la figura):

a) El momento de inercia de la seccién segun z local, I,, (mm*)

b

c

Maxima tensién longitudinal (segtn x local) en valor absoluto, oy max (MPa)

Maxima tension tangencial segtn y local en valor absoluto, 7y, msx (MPa)

)
)
)
d) Posicién (yoc,zoc) del centro de cortadura de la seccién, referida a los ejes locales

indicados en la figura (mm, mm)

Datos: P,L, b, h, t
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5. Laviga de la figura esta empotrada en un extremo y tiene como solicitacién una fuerza
F aplicada en el punto B situado a una distancia //2 del empotramiento, como muestra
la figura. Otros puntos significativos del problema son el punto A, situado a [/4 del
empotramiento, y el punto C, situado en el extremo libre de la viga a una distancia [
del empotramiento. La viga tiene EI,(N mm?)

a) Valor absoluto del momento flector en el punto A (kNm).
b) Sentido del momento flector en el punto A.
c) Valor absoluto del cortante en el punto A (N).

d) Sentido del cortante en el punto A.

f) Valor absoluto del giro en el punto B (mrad)

)
)
)
)
e) Valor absoluto de la flecha en el punto B (mm).
)
g) Valor absoluto de la flecha en el punto C (mm).
)

h) Valor absoluto del giro en el punto C (mrad)

6. Sea la viga muy esbelta (at? << a®t) sometida al estado de carga mostrado en la Figura
1 y cuya seccién de pequenio espesor esta indicada en la Figura 2.

L 2L L

Figura 1 a

Figura 2
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a) El médulo del valor del cortante maximo en el diagrama de fuerzas cortantes.
(kN)

b) El médulo del valor del momento flector maximo en el diagrama de momentos
flectores. (kNm)

c) El giro en el punto A. (mrad) (Despreciando el efecto de las fuerzas cortantes).

d) El desplazamiento vertical (en valor absoluto) en el punto B. (mm) (Despreciando
el efecto de las fuerzas cortantes).

Datos: P=20 kN; L=0.4 m; a=75 mm; t=4 mm

7. Dado el pértico de la figura, con seccién cuadrada de lado a.

q

L ILLLLLELELLED Seccién de la viga
C
L2 [a
, e
A E

A, A

Datos: g=5000 N/m; L=1 m; 4=0.1 m; E=1000 MPa.
Se pide:

Reaccién en el punto E.
Fuerza interna de cortante mdaxima.

Desplazamiento vertical en el punto C, se puede considerar solo debido a flexién.

)
)
)

d) Esfuerzo o,, mdximo (en valor absoluto) en el pértico.
) Esfuerzo 7,, madximo (en valor absoluto) en el portico.
)

Giro en el punto C, se puede considerar solo debido a flexién.
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12.2. Soluciéon de ejercicios de Deformaciones, Giros y Desplazamien-
tos [Isostéaticas]

1. Laviga de la figura esta empotrada en un extremo (punto A) y sometida a tres fuer-
zas en los puntos B, C y D segtn el sentido de la figura. Dos de ellas vienen dadas por
pesos suspendidos, y la central se debe a la reaccién de un muelle. Todas ellas son co-
nocidas, asi como la seccion de la viga que tiene una altura h y una anchura b, que ha
sido medida por lo que conocemos I,, que es la inercia a flexién segin su solicitacion.
Pero se desconoce el médulo de Young del material. Para ello se ha colocado una galga
extensométrica en el punto G, en direccién longitudinal a la viga y en su cara inferior,
cuyo valor de medida es ¢

Se pide calcular la flecha de la viga en los puntos B, C y D. Considerar que la distancia
A-B es dy, que la distancia A-C es d,, que la distancia A-D es d3 y que la distancia A-G
es dy

Solucion

Para la solucién se muestra la implementacion en el software de calculo simbdlico Ma-
ple (de licencia UPM). El primer paso sera calcular las reacciones en el empotramiento
A. Estas serdn un momento flector (M,) y una reaccion vertical (R,). Haciendo equili-
brios en el punto A tenemos:

Mr:Fldl—F2d2+F3d3 (121)

R,=F ~F,+F; (12.2)

Una vez tenemos todas las reacciones y fuerzas actuantes en la estructura, podemos
calcular la ley de esfuerzos flectores que necesitaremos para calcular las flechas. Para
ello, vamos a dividir en tres tramos, ya que en cada uno de ellos el numero de fuerzas
y momentos a un lado y otro serdn diferentes. Estos tramos serdn A-B, B-C y C-D, y
los momentos flectores seran dependientes de x, que es la distancia desde el punto
evaluado a A. Estos son:
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restart,

Mab :=-FI1-(dl —x) + F2-(d2 —x) — F3-(d3 — x)
Mab :=-FI (dl —x) + F2 (d2 —x) — F3 (d3 —x)
Mbe == F2-(d2 —x) — F3-(d3 — x)
Mbc == F2 (d2 —x) — F3 (d3 — x)
Med :==-F3-(d3 — x)
Med ==-F3 (d3 — x)

Ahora, considerando que el punto G estd en el tramo B-C, podremos calcular el médulo
de Young desde la lectura del extensimetro. Por la Ley de Navier sabemos que la tensiéon
longitudinal en la cara inferior a una distancia x; de A sera:

3 _Mbc(xG) (=h/2)

XX =
IZZ

(12.3)

Y por elasticidad sabemos que ¢, = 0y,/E, y puesto que la galga estd colocada longitu-
dinalmente a la viga, tenemos que ¢,, = £¢. Por ello:

Mbc(xg)h
= — 12.4
6= 3FL. (12.4)
Y por tanto:
g - Mbelxo)h (12.5)
2egl,,

Y con esto ya conocemos todas las variables del problema.

Ahora queremos calcular la flecha en diferentes puntos, por lo que tenemos que dividir
la viga en los tres tramos en los que hemos dividido el momento flector. Para ello, y
aplicando las ecuaciones de contorno a la segunda ley de Mohr en cada tramo, tenemos:

X1 tM
wl(x):w0+f ( %(X)dx+60 dt (12.6)
Xo X0 2z
Y 61:
X1 M
91:90+J %(x)dx (12.7)
X z2z

0

Donde 0 y 1 son los puntos inicial y final de cada uno de los tres tramos en los que
hemos dividido el momento flector.

Con esta relacién entre tramos sucesivos, y considerando que en el empotramiento A
tanto la flecha como el giro son nulos, podemos calcular la flecha en el punto B (wy), y
el giro en este punto (6;) como:
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oo [ Mab _
wl = .vanngI;fy(znt[rrit[ 8 O..t],t 0..dIJJ

F2  F3 3F2d2 3F3d3
((F1+— —]d!— Tk e ]dﬂ

2 2

hn=s 3E Iz
thetal == Simpl{'[v[int( Miab, x=0. dl] J

E-Izz
dl ((FI'+F2 —F3)dl —2FE2d2+ 2 F3d3)

Qli=-
2E1Izz

De igual modo para el punto C (w, y 6,):

Mbe
E Izz

(2F2+ F3)d2 —3F3d2*d3 — 3 Fl1dI*d2 + F1dI’

w2 = simphﬁz[wl + int(int( ,x=dl ..I) + thetal, t=dI ..dZ] ]

2 =
. 6 E Izz
theta? = Szmplz_[y[tkemf + mt( Els’ x=dI .. d2J J
3 JE2H F) d2* — 2 F3d2d3 — F1dI*
= 2.Ei 2

Y para el punto D (w3):
_—— - Med
w3 = .smzphfjf[ld + mt(mt[ E Iz

FldI?—3F1dI*d3—F2d2* + 3F2d2*d3 — 2 F3d3
6 EIzz

,x=d2..t) + thetaZ, t=u’2..d3J]

w3 =

Con ello sabremos la flecha en los puntos B, C y D partiendo de las cargas y de la
medida de la galga extensométrica.
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2. Un arco semicircular de radio medio R=2 m y espesor constante t=10 cm esta apoyado
en uno de sus apoyos y el otro apoyado sobre un carrito. Las propiedades del material
vienen dadas por E=100 GPa y u = 0,3. En el punto central del arco existe una carga
F=100 kN.

Se pide:

a) Las leyes de esfuerzos en la pieza.
b) Desplazamiento vertical y giros en la seccién de aplicacién de la fuerza.

c) Tensiones maximas.

Solucién

El problema en estudio es isostatico, calculemos primero las reacciones.

Planteando el equilibrio de fuerzas:

ZFx:O—>HA:0

ZFy=0—>VA+VC=P

ZM(A) =0—-RP+2RV5=0

de donde obtenemos

Obtenido esto, podriamos calcular las leyes de momentos, vamos a plantear dos cosas
que simplifican el estudio. El arco sigue una curva, la direccién normal a dicha curva,
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dada por la direccién senf define la direccién de nuestro cortante en la seccién, y la
tangente a la curva, dada por cos6, define la direccién del axial. Ademads, respecto al
punto A, para calcular el momento, la distancia viene dada por R(1 —cos0).

«—>
R(1-cos 8)

Ademids, vemos que el problema presenta simetria respecto al punto B. Asi el axil y el
momento serd simétrico y el cortante antisimétrico.

Las leyes de esfuerzos entre Ay B, (0 <6 < 7), vienen dadas por:
P
Npp =-Vacos0 = —ECOSG
P
Vg =—VysenB = —Esen(?

PR
Myug = V4R(1 —cosO) = 7(1 —cos0)
Entre By C (5 <60 <mn)

P
Npc =—-Vycos(t—0)+ Pcos(t—0) = Ecos(n -0)

p
Vpc = —Vysen(rm—0)+ Psen(mt—0) = Esen(rc -0)

Mpgc = V4 (R+ Rcos(rt—0))— PRcos (1t — 6) = ? (1 —cos(m—06))

para calcular el desplazamiento vertical introducimos una carga virtual unitaria verti-
cal tal como muestra la siguiente figura
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que es como sustituir en los resultados anteriores P = 1, asi los momentos flectores
virtuales son:

Entre AyB,(0<6<7%)
R
MpR = E(l—cos@)
Entre By C (5 <60 <mn)

Mpc = %(1 —cos(m—0))

haciendo la integral segiin el MCU-PTVC, tenemos, usando simetria

1 /2 PR2 ) TC pRZ 2 PR2 7/2 5
Ve _E[L T(l—cos@) d6+L/2T(l—cos(7z—9) )d@]_ ﬁjo (1—cos0)°dO

resolviendo la integral
_PR*(3 5
Ye = 2ET (Zn - )
Para comprobar el giro introducimos un momento virtual unitario en la estructura en
el punto C, tal como se muestra a continuaciéon

m=(1)
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despejando las reacciones tenemos

HAZO

-1
V4= —
A7 9R
v L
B=9R

de donde obtenemos la ley de momentos flectores como Entre Ay B, (0<6 < %)
1
MAR = _E(l —cos0)

Entre By C (5 <60 <mn)

1
mBC:—E(l—cos(n—G))+m

Observamos que la solucién es antisimétrica, pro tanto, al integral con la solucién
simétrica anterior, el resultado es cero y asi, el giro en C es nulo.

Para calcular las tensiones maximas buscamos las secciones mas susceptibles, tenemos
la posibilidad en los apoyos o en donde el momento flector es maximo, en este caso es
trivial que ocurrird donde hay maximo momento flector. En la seccién en los apoyos:

En la parte central, con mayor momento flector y en los laterales de la seccién donde
es maximo, tenemos

M  RP/2t 12PR
o = —7 = — =
> =TS0 e

El cortante méaximo da la siguiente tensién tangencial

3V 3P
T4 T4

pero ocurre en el centro de la seccién donde no hay o,, en este caso. Por tanto la secciéon
con mayor tension es la central en la cara superior inferior con valor

M RP/2t 12PR
I’"Hdn2" P

Oxx =
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3. Calcular los diagramas de esfuerzos del siguiente portico, asi como los desplazamien-
tos y el giro en el punto C (despreciando la deformacién longitudinal de las vigas).

Solucion

Como el problema es isostético (3 incégnitas: V4, Hy y Vg, y 3 ecuaciones, las de equi-
librio), las reacciones pueden determinarse a través de las ecuaciones de equilibrio.

YF, =0,  Hy+P=0
YF,=0;  Vy+Vg=P

YMy=0; 2Vy=11P/2

Ul

=[5

P 7P
1 4

0

aling
S
1
"
v
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El diagrama de momento flector, con las leyes de momento flector M,(e) en funcién de

los ejes locales dispuestos en la figura, es:

S

= 7P

3PaNM,(s) =3Pa — Vi

3Pa
q T
|2 Pa/2| X Pa/2
[] Lz t) = —Pay2
X X
Pa/2 |
M, (x) = Px ¢

1
&

Para determinar el desplazamiento vertical del punto C, se plantea un estado virtual
con una carga vertical oP (hacia abajo) en C, dando lugar al siguiente diagrama de

momentos flectores:

0Pa

0Pa
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Noétese que no se ha incluido la ley de momento flector de la protuberancia inferior
derecha debido a que no va a contribuir directamente al desplazamiento (en el caso

real, dicha parte no esta cargada).

Asi, aplicando el PTVC se obtiene:

5P - f M (M, (x) |
L EIzz

2a a

p 7P P

EIZZ oP vc :J‘ (—%S)(?)PQ—IS)CIS'FJ 7(16Padt
0 0

-2Pa3/3 Pa3/2

o — Pa’
€~ T6EL,

Es decir, el desplazamiento real es hacia arriba.
Para determinar el desplazamiento horizontal del punto C, se plantea un estado virtual
con una carga horizontal P (hacia la derecha) en C, dando lugar al siguiente diagrama

de momentos flectores:

—

3(5])”’ \

opP yPa
OM,(s) = 30Pa — -8 20ba

CI:D 20 Pa

30Pa

Noétese que se ha situado un nuevo eje local f en el tramo vertical derecho por comodi-
dad de la expresiéon. Aplicando el PTVC se tiene:

OM, (x)M,(x)
OP-uc = f ——=dx
¢ L EIZZ
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3a 2a s 7 2a a
EL, 8P uc = J PcSszdx+f P6P(3a - —)(3a _ —s)ds+j PsP f(-—)df
0 0 2 4 . 2
9Pa3 41Pa3/6 —3Pa3/4
181Pa®
Ur =
T 12EL,

Por dltimo, para determinar el giro del punto C, se plantea un estado virtual con un
momento virtual 6M en C, dando lugar al siguiente diagrama de momentos flectores:

IM.(s) = —%s
s 2a
—

I
\ (L 51\2(15):—5]\4

> M
8

oM

M

),

oM
Aplicando el PTVC,
OM,(x)M
OM-Oc = j de
L EIzz
2a a
oM 7P P
EL, M 6 = j (——s)(3Pa - —s)ds+j “7 sMadt
0 2a 4 0 2a
—2Pa?/3 Pa?/2
Pa?
Oc=-
€T GEL,

Noétese que O¢ = v¢/a. Esto puede explicarse a través de dos vias: como puede obser-
varse, los diagramas de momento flector virtual en el caso de desplazamiento vertical
y giro son idénticos a excepcién del tramo horizontal inferior derecho. Sin embargo,
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como dicho tramo no esté cargado, no afecta para el desplazamiento real, dando lugar
al mismo valor (dividido entre a).

La primera es una explicacién matematica. Fisicamente puede verse que debido a que
el tramo horizontal inferior no estd cargado, que el desplazamiento horizontal de C es
pequeno (uc < a) y que la deformacién longitudinal de las vigas es despreciable, el
giro de C puede expresarse como

QC = Uc/a
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4. Sea el portico de la figura, construido con vigas de seccién en “doble T” orientadas
segun indican los cortes A—A’, B-B"y C-C’.

a
Q
>
>
h
N
L,
>

M -

Se pide (segun los ejes locales indicados en la figura):

a) El momento de inercia de la seccién segtin z local, I, (mm?*)

c

)
b) Méxima tension longitudinal (segin x local) en valor absoluto, oy max (MPa)
) Méxima tension tangencial segun y local en valor absoluto, 7,y msx (MPa)

)

d) Posicién (yoc,zoc) del centro de cortadura de la seccién, referida a los ejes locales
indicados en la figura (mm, mm)

Datos: P,L, b, h, t

Solucion

Apartado1. El momento deinercia segun el eje zde la secciéon en “doble T” de la figu-
ra puede calcularse tomando el momento de inercia de un rectdngulo con dimensiones
(2b+t) x (h+ 2t) (seccién ‘maciza’) y restando los momentos de inercia dos rectangulos
de dimensién b x h (parte ‘hueca’ de la seccién). Esto puede realizarse debido a que
los ejes z locales de las figuras geométricas consideradas coinciden con el eje z de la
seccién a estudio.

1 1
I, = E(2b+t)(h+2t)3—2-§h3b

De igual modo, el momento de inercia I,, también puede calcularse como la suma de
las contribuciones por partes, tal y como se indica en la siguiente figura (en dicho caso,
deben tenerse en cuenta los términos de Steiner):



2
13 1 3 h+t
Izz_lzh t+2 121& (t+2b)+2(t+2b)t( 3 )
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4
Y
Z<—$ h

& t

Apartado 2. Para calcular la maxima tensién longitudinal se deben calcular las dis-
tribuciones de esfuerzos axiles y de momentos flectores, puesto que ambos efectos ge-

neran tensién longitudinal en la seccién.

Por tanto, debe resolverse la estructura. Como es isostdtica (nimero de incégnitas: 3
reacciones; numero de ecuaciones: 3, de equilibrio), haciendo uso de las ecuaciones de
equilibrio se determinan todas las reacciones. Planteando las reacciones como se indica

en la figura, las ecuaciones de equilibrio dan lugar a:

ZMZ,B:O; V4L+PL-PL=0; [V,=0

ZFX =0;
ZF}, =0;

Vi+Vp=0; Vg =

|
! !

2

tanto, las leyes de esfuerzos son las siguientes:
Pl P
i %
[
Ja AN P pay AN
T _T—’ Diagrama de
0 0 esfuerzo cortante

PL/-) P
B D4

Por

PL

qay,

Ja AN
Diagrama de
momento flector

Como puede observarse, el esfuerzo axil es nulo en todo el pértico (flexién simple). Asi,
la maxima tensién longitudinal tiene lugar donde el momento flector es maximo, en la

esquina superior derecha, de valor
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Mz,méx =PL

Asi, haciendo uso de la Ley de Navier se puede determinar la tensién longitudinal
méxima (en valor absoluto):

Mz,méx

|Gxx,méx| = i max’
2z

con y referida al centroide de la seccién, y donde se ha tenido en cuenta que inicamente
hay M, (en ejes locales) y que la seccion presenta ejes de simetria i.e. I, = 0. Asi, como
Vmiax = h/2+t

Iaxx méxl = E(ﬁ + t)
’ I,\2

Apartado 3. Latension cortante maxima aparece en el centroide de la seccion (Tyy max)-
Para calcular el cortante en dicho punto, primeramente deben calcularse las contribu-
ciones al cortante de las alas. Segtn el teorema de Colignon,

VyQ;
I.;b(2)

Txz =

Debido a la simetria vertical, las contribuciones izquierda y derecha son iguales. El
momento estatico considerado para este caso es el de medio ala i.e.

Q,=(b+1t/2)-t-(h+1t)/2

Asi, el cortante maximo de medio ala segiin xz es

\%
Txz,méax = —(h + t)(b + t/Z)

Conociendo Ty, msx, Txy(y) en el alma obedece la siguiente ley
v,Q;
L;b(y)

El cortante 7y, msx mdximo tiene lugar donde el momento estético respecto al eje z es
maximo, esto es, en el centroide de la seccion, cuyo valor es

V,Q; V.
e =2. L (h+t)(b+t/2)+

Txy (}’) = 2sz,méx + Izzb(}’) 2122

Q; =(h/2)-t-(h/4)
donde se ha tomado un 4rea barrida A* hasta el centroide de la seccién. Por tanto,

V) ma V, maxh?
V,max V,max
Tay,mix = ?(h +t)(b+1t/2)+ SL.
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Finalmente, del diagrama de esfuerzo cortante se extrae que V, ms = P, llegando al
siguiente resultado:

P P
Taman = (00 +1/2)+ o

Apartado 4. La posiciéon del centro de cortadura, al tratarse de un perfil con doble
simetria (respecto a los ejes centroidales), coincide con el centroide de la secciéon. Por
tanto, en unos ejes referidos al centroide de la seccidn (sistema local), dicha posicion
es:

’ OC = (0mm, 0mm) ‘
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Resultados de las versiones

A V2 | V3 V4
P [N] 1000 | 500 | 850 | 2000
Lim] | 1 2 | 3 | 05

b[mm] | 100 | 120 | 70 | 90

h[mm]| 50 | 40 | 100 | 100

t [mm] 3 6 2 4

Cuadro 12.1: Datos del enunciado.

V1 V2 V3 V4

I, [mm?*] | 887504.00 | 1602464.00 | 1644224.00 | 4315584.00
Ovxmix IMPa] | 31.549 16.225 80.646 12.513
Tyymax [MPa] 6.413 1.828 4.390 5.013
OC [mm, mm)] (0, 0) (0,0) (0,0) (0, 0)

Cuadro 12.2: Resultados de las versiones.
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5. Laviga de la figura esta empotrada en un extremo y tiene como solicitacién una fuerza
F aplicada en el punto B situado a una distancia //2 del empotramiento, como muestra
la figura. Otros puntos significativos del problema son el punto A, situado a [/4 del
empotramiento, y el punto C, situado en el extremo libre de la viga a una distancia [
del empotramiento. La viga tiene EI,(N mm?)

a) Valor absoluto del momento flector en el punto A (kNm).
b) Sentido del momento flector en el punto A.
c) Valor absoluto del cortante en el punto A (N).

d) Sentido del cortante en el punto A.

f) Valor absoluto del giro en el punto B (mrad)

)
)
)
)
e) Valor absoluto de la flecha en el punto B (mm).
)
g) Valor absoluto de la flecha en el punto C (mm).
)

h) Valor absoluto del giro en el punto C (mrad)

Solucion

Lo primero es calcular la ley de momentos flectores, que serd dividida en dos tramos.
El primero desde el empotramiento hasta donde se aplica la carga y el otro desde el
punto de aplicacién de la carga hasta el extremo libre, donde es nulo.

0—B — My, (x) = ~F(l/2 - x) (12.8)

B-C — M,(x)=0 (12.9)

Y en el punto A, el momento flector en valor absoluto serd | — F /4], y el cortante:

V,(x) = ~OM,(x)/dx = 0 — |V, (I/4) = F (12.10)

Y el sentido del flector seria a y el del cortante c en la siguiente figura:
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a)

TP

En este caso, para calcular el giro en B vamos a integrar el primer tramo, ya que parti-
mos del empotramiento donde el giro y las flechas iniciales son nulas. Por ello el giro

c) d)

sera:
) (x)—J—F(l/2—x)dx——le+Fx2 (12.11)
2 - 2EI 2EI '
Y la flecha:
Flx Fx2 Flx? Fx3
wy(X)_j(_ﬁ+ﬁ)dx___4El +@ (1212)

Al empezar en un empotramiento las constantes de integracioén serdn nulas. Particula-
rizando en B:

FI?
B)=—-———+ 12.1
0:(B) = - (12.13)
y la flecha:
FI’
wy(B)_—24EI (12.14)
Y extrapolando a C, como el flector es nulo en B-C:
0,(C)=0,(B)= E (12.15)
s TR BEI '
y la flecha:
wy(B) =w,(C)+6 (B)l/2——51:l3 (12.16)
e ‘ ~ 48EI '
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6. Sea la viga muy esbelta (at? << a®t) sometida al estado de carga mostrado en la Figura
1 y cuya seccién de pequenio espesor esta indicada en la Figura 2.

L 2L L

Figura 1l a

Figura 2

a) El médulo del valor del cortante maximo en el diagrama de fuerzas cortantes.
(kN)

b) El médulo del valor del momento flector maximo en el diagrama de momentos
flectores. (kNm)

c) El giro en el punto A. (mrad) (Despreciando el efecto de las fuerzas cortantes)

d) El desplazamiento vertical (en valor absoluto) en el punto B. (mm) (Despreciando
el efecto de las fuerzas cortantes)

Datos: P=20 kN; L=0.4 m; a=75 mm; t=4 mm

Solucién

a) El mddulo del valor del cortante maximo en el diagrama de fuerzas cortantes.
(kN)
En primer lugar, se determinan las reacciones utilizando las ecuaciones de equi-
librio. En la figura, ademas aparece la referencia utilizada en la resolucién del
problema

N[x) =Axi
W
2P V(X)=Cartante
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ZFX:O;HA:O

ZFY:O; VpA—P+2P+Vp=0

ZMZ(A) =0; -PL+2P3L+ Vp4L =0
siendo las reacciones,

P -5P
Hp =0(kN); V= i 5(kN); Vp = o - -25(kN)
Para cada uno de los tramos de la barra, se determinan las leyes de fuerzas y

momentos flectores,
Barra AB: (0 <x<L)

vy =5 (N - T

P
M, (x) = 1x (kNm)
Barra CB: (0 <x<2L)

Vo) = 8 (kN) ) b Tuo
M, (x) = %X+ % (kNm) B

Barra DC: (0 <x<L)

5P M(x)
V) = 2 (N) —
o (

M, (x) = 75 (kNm)
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El diagrama de fuerzas cortantes de la viga es,

5P/4
P/4
oL |, 1oL
A wmr [ b
3P/4
siendo el cortante méximo en valor absoluto,
5P
V;,nax =7 = 25 (kN)

El médulo del valor del momento flector maximo en el diagrama de momentos
flectores. (kNm)

El diagrama de momentos flectores de la viga es,

PL/4

El punto donde el flector ha
pasado por cero es a L/3 del

() [ A
° OOy

5PL/4

siendo el flector maximo en valor absoluto,

5PL
M;nax = T =10 (kNm)

El giro en el punto A. (mrad) (Despreciando el efecto de las fuerzas cortantes)

Previamente, se calcula la inercia del perfil dado en la figura 2. En este caso, no
se han indicado los ejes. Asi que, lo primero que se debe de hacer es colocar los
ejes del centroide (centro de masa). Si se observa la figura 2, el perfil dado tiene
dos ejes de simetria. Esto implica que el Centroide esta situado en la interseccién
de ambos ejes. Por otra parte, al no especificar los ejes hay dos posibilidades de
posicionar los ejes en funcién de los ejes utilizados para la resolucién de la viga
como se muestra a continuacion:
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Y
i’A' ‘)A—»{ y
é Q" . Eje de

Opcion 1 estudio a

Y
|J X

2 inz P
Opcion 2

Eje de
estudio a

a

En este caso, se ha optado por desarrollar la opcion 1. Para calcular la I,, se di-
vidira el perfil como se muestra en la figura. Las dreas 1, 3, 4, 5 tienen la misma
inercia al tener la misma area y la misma distancia de su centro de masa al cen-

troide del perfil.

/\Y

[1] 5]
3t % |a

a/2

& S—

a E

Para calcular la inercia se utiliza la fé6rmula,

1
I= E(Lado perpendicular al eje)’ - Lado + Area - d°
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siendo especificada para cada drea:
I, = 1221 + I222 + Izz3 + Izz4 + IZZS
1 3 4 a)\? 4
I A P P ﬁa -t (mm )+a-t-(i§) (mm*)

I, = Et3 -a~ 0 (mm*) Viga muy esbelta

1,, =2,25-10° mm*

Para el calculo del giro en el punto A se utilizara tanto el Teorema de los Trabajos
Virtuales (T.T.V) como los Teoremas de Mohr.

T.T.V. Construir el estado virtual con las hipétesis siguientes:
1.- Estado isostatico.

2.- Anular las cargas externas.

3.- Giro unidad en el punto A (Lugar donde se busca el giro)
4.- Respetar las referencias utilizadas durante el estado real.

El estado virtual para calcular el giro en el punto A estd dibujado en la figura,
ademas de las reacciones virtuales asociadas al mismo,

HY = 0(kN) [1\
1 Ag C D
vV_ -~ B
V= g (kN) 8
1
Vo__ - L 2L L
Vi = -1 (kN)

se determina el momento flector de cada tramo del estado virtual.
Barra AB (Virtual): (0 <x<L)

MY (x)=-1+ 41—Lx (kNm) ‘(,A_”‘ };..-.

Barra CB (Virtual): (0 <x<2L)

MY (x) = -1+ ﬁ (x+L) (kNm) 1LA — j MG

Barra DC (Virtual): (0 <x<L)

M(x)
MY () = —— x (kNm) T m—

4L

Al sustituir los momentos flectores reales y virtuales para cada tramo en el T.T.V.

R \% R \4 R Y
L MRE(0ME(x) 21 M (x) My (x) L MEp (MY (x)
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se obtiene el giro en el punto A,

3PL2
= = 2,54 d
Pa 8EL,, m

Teoremas de Mohr Para calcular el giro se utiliza el 2° Teorema de Mohr,

Aread

ui:uj+(j)jD+ I
2z

siendo,

D: Distancia entre los puntos iy j.

Area: Creada por los momentos flectores con sus correspondientes signos.

d: Distancia del centro de masa de cada area al punto i.

Para este problema, las condiciones de contorno de la viga son u; = up =0y
u]- =Uup = 0

El diagrama de momentos flectores de la viga es,

PL/4

A AIET\ C D
: 3 (mb (]}

5PL/4

Analizando cada drea y sus distancias del centro de masa de cada area al punto D,

1_PL .
A;=-L T (Area con signo positivo)

. 2100

L L
Dl_ 3+3L — 1
i !
1LPL . ) L*=L/3
A, = - — — (Area con signo positivo) o
23 4
2L 5L
D2———+L+— B, ——_E’-__'D
33 3 2L*/3 53 1L
L*/3
| — J
1 5L 5PL e
As = 53 1 (Area con signo negativo) N~ ‘L\'\Iﬂl no
15L
D3=-—+L
35373 + _ L*=5ly3 SPLA
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1_5PL . . ;
Ay = 2 L 4 (Area con signo negativo) 4 EV
2L

D4 =
4773

Finalmente, el giro en el punto A (sentido anti-horario) utilizando los teoremas
de Mohr quedara

3PL?
¢A—8HH

= 2,54(mrad)

d) El desplazamiento vertical (en valor absoluto) en el punto B. (mm) (Despre-
ciando el efecto de las fuerzas cortantes)

En la resolucién se utilizara tanto el Teorema de los Trabajos Virtuales (T.T.V.) como
los Teoremas de Mohr,

T.T.V. Construir el estado virtual con las hipétesis siguientes:

1.- Estado isostatico.

2.- Anular las cargas externas.

3.- Desplazamiento unidad en el punto B. (Lugar donde se busca el desplazamiento)
4.- Respetar las referencias utilizadas durante el estado real.

El estado virtual para calcular el desplazamiento vertical en el punto B estd dibujado
en la figura, ademds de las reacciones virtuales asociadas al mismo,

HY = 0(kN) !
3 ;}} C D
B
vy =2 () =
1
Vp =5 (kN) L o L
se determina el momento flector en cada tramo del estado virtual,
Barra AB (Virtual): (0 <x<L)
—x
MX@%:ZX&Nhu A jrfu
Barra CB (Virtual): (0 <x<2L)
1
MX@):EL—EX&Nm) A L - }:'
4 4 B
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Barra DC (Virtual): (0 <x<L)

M(x)
MY (x) = ix(kNm) /< —"D
|

Al sustituir los momentos flectores reales y virtuales para cada tramo en el T.T.V.

L Mig(X)MXB(X) 2L Mgc(X)M‘éc(X) dx + L MED(X)M\C]D(X)

d —BetY et d
0 EL, x+ g EL, 0 EL, x

1~uB:1~5B:

se obtiene el desplazamiento vertical (flecha) en el punto B,

5PL3
12EL,

El signo negativo tiene la interpretacion fisica de indicar que el sentido del desplaza-
miento en dicho punto (B) es contrario al que se ha supuesto en el estado virtual, es
decir, el desplazamiento en el punto B seria hacia arriba. Sin embargo, al indicar en el
enunciado en valor absoluto habria que dar el nimero sin signo.

Teoremas de Mohr En este caso el 2° Teorema de Mohr se utiliza entre los puntos A y

B,
Aread
=up+PaD+
up up ¢A EIZZ
: . : 3PL?
siendo las condiciones de contorno de la viga, ux=0y ¢ = oF
zZ

El drea que se analiza es el drea 1,

L .
L T (Area con signo positivo)

9
Il
O N ST e
—
-
T=r
oo

siendo el desplazamiento en el punto B el mismo que el obtenido por el T.T.V. Para
conocer el sentido del desplazamiento con el Teorema de Mohr se analizaria la defor-
mada de la viga (ecuacién de la elastica). Al igual que en el T.T.V. el desplazamiento
del punto B es hacia arriba.
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7. Dado el portico de la figura, con secciéon cuadrada de lado a.

q

plilVIIIIILLD

C
N [a

L2

Seccion de la viga

—
L a

A . A

Datos: q=5000 N/m; L=1 m; a=0.1 m; E=1000 MPa.

Se pide:
a) Reaccién en el punto E.
b) Fuerza interna de cortante maxima.
c) Desplazamiento vertical en el punto C, se puede considerar solo debido a flexion.
d) Esfuerzo o,, mdximo (en valor absoluto) en el pértico.
e) Esfuerzo 7,, maximo (en valor absoluto) en el portico.
f) Giro en el punto C, se puede considerar solo debido a flexién.
Solucién

a) Reaccion en el punto E.
Planteando equilibrios,

ZFY =0; Vo+Vp=ql

2
ZMZ(A) = 0; VgL = %

Por tanto,

L L
Vg = % ~2500N V= % —2500N
b) Fuerza interna de cortante maxima.
Mirando la ley de fuerzas internas cortantes entre B y D (es cero en el resto)
L
Vep(x) =—Va+gx = —% +gx

y el valor maximo (en valor absoluto) es

qL
Vinax = > =2500N
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¢) Desplazamiento vertical en el punto C, se puede considerar solo debido a fle-

xion.

La Ley de momentos internos se puede sacar a partir del valor de la ley de fuerzas

internas cortantes o con el método de las secciones, dando

2 2
qx qL qx
M :\/ —_—_— = — X - —

BD(X) AX 2 2X 2

que es maxima donde V=0, que se cumple en C con valor

L2
Mmax(c) = %

y cero de A a By de D a E. Para el desplazamiento en el punto C, se pone una
fuerza vertical virtual unitaria en ese punto, que da de ley de fuerza interna de

momentos,

Mpc(x < L/2) = =

Mgc(x>L/2) = %— (x—=L/2)

Asi, el desplazamiento en C es (aprovechando simetria del problema)

oy

“El b 2\ T2 T

4

a
donde I = —
onde B

Esfuerzo o,, maximo (en valor absoluto) en el portico.

El valor del esfuerzo normal,

Esfuerzo 7,, maximo (en valor absoluto) en el portico.
El valor del esfuerzo tangencial,

max __ Vmax Q*

Yo byl

2 121 (@_q_xz)dx: 5 qL4_

El valor maximo de Q* ocurre en la linea central del perfil y el valor para una

seccién cuadrada es

3
a
Q* = g
asi,
3gL
gmax — 295 _ g 375\ Py

Xy 4 a2
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f) Giro en el punto C, se puede considerar solo debido a flexion.
El giro en el punto C es nulo por condicién de simetria,

Oc = Omrad
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13.1. Enunciados de ejercicios de Deformaciones, Giros y Desplaza-
mientos

1. Dada una estructura sometida a las cargas como se muestra en la siguiente figura.

¢ = 3000 N/m

P =10000 N &
a
D N~

Se pide:

a) Determinar la reaccién vertical en el punto D.
b) Determinar las leyes de momentos flectores y cortantes y dibujar sus diagramas
c) Determinar el desplazamiento del muelle.

)

d) Determinar el giro en el punto B.
Datos: EI = 2,5 MN.m, k =1 MN/m.

2. La viga de la figura de longitud L estd construida de un material conocido (i.e. cons-
tantes E y v). Dicha viga estd empotrada en el punto A mientras que en el punto D
esta bajo la accién de un muelle de constante K. En los puntos B y F, la viga esta so-
metida a dos cargas puntuales (P; y P,) de valor 0,8 kg. Finalmente, se ha colocado un
extensOmetro a 25 cm del extremo A (Punto C)

Lp = 50 cm

b =20 mm
A Lo =25 cm

y
ﬁA $B =IC D tF z<_$ h =3 mm
Lg=20cm "P1 j Py

Lp =61,5cm

Calcular:

a) Calcular la reacciéon en el punto D. Modelar el muelle como si fuera infinitamente
rigido.

b) Leyes de esfuerzos. Valores mdximos del axil, del cortante y del momento flector.
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c) ¢Cudl seria el desplazamiento en el punto D si el muelle tuviera una constante
elastica K?

Datos: E= 70 GPa, v=0,33, K=20000 g

3. La estructura de la figura estd sometida a una carga puntual en los puntos C (80 kN) y
D (40 kN) y a un momento exterior en D (20 kNm). Ademas, en la barra AB tiene un

carga distribuida de valor 10 —.
m

Pe = 80kN
¢ T Mp = 20kNm
B _ B
C = Pp = 40kN 60 cm
—>
—>> D | | ]10cem
= 1UkN —|
= 3 2m y 50 cm
Z v—,
— 1 m 1 m 10 cm
A 25 cm

a) Calcular la incognita hiperestatica (Se supondran despreciables los esfuerzos de-
bidos al axil y al cortante).

b) Diagramas de esfuerzos.
c¢) Desplazamiento horizontal en el punto D.

d) Calcular las inercias.(I,,, Iy, y,) sabiendo que en todas las barras de la estructura
se ha dimensionado un perfil de pared delgada T cuyas dimensiones estin espe-
cificadas en la figura.

e) Calcular las tensiones normales (0,,) y tangenciales (oyy, 0x;)

Datos: Lpg =2m; Lgc=Im; Lcp=1m; Epg=Egc=Ecp=E
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4. Dada la viga de la figura, de longitud L, sometida a una carga triangular, de valor g en

el extremo derecho, detectar el punto donde es mas posible que falle segtin el criterio
de Von Mises.

5. Se tiene la estructura de vigas representada en la figura, sometida a una carga horizon-
tal de valor P en el centro. Todas las vigas tienen igual longitud L.

Se pide:

a) Orden de hiperestaticidad de la estructura

b) Ecuacion de la eléstica de la viga

)
c) Desplazamiento horizontal del punto central O (positivo hacia la izquierda)
d) Giro del punto central O (positivo en sentido antihorario)

)

e) Representacion grafica (aproximada) de la deformada



Capitulo 13. Deformaciones, Giros y Desplazamientos [Hiperestéaticas.]. 329

13.2. Solucién de ejercicios de Deformaciones, Giros y Desplazamien-
tos

1. Dada una estructura sometida a las cargas como se muestra en la siguiente figura.

g = 3000 N/m

D — N

Se pide:

a) Determinar la reaccién vertical en el punto D.
b

c

Determinar las leyes de momentos flectores y cortantes y dibujar sus diagramas

Determinar el desplazamiento del muelle.

)
)
)
d) Determinar el giro en el punto B.

Datos: EI = 2,5 MN.m, k =1 MN/m.

Solucién:

El grado de hiperestaticidad:
GH=5-3=2

Por tanto, se seleccionan 2 incégnitas hiperestaticas que son la fuerza en muelle X; y la
reaccion vertical en el punto D Xj;. Se convierte la estructura hiperestatica en estructura
isostatica.

Ecuaciones de equilibrio estético:
ZFX =0 = Hy-P+X;=0 = Hy=10-X,
15
) F=0= Va4 Xo-— =0 = V4=75-X,
ZMA =0 = M, =-45+5X, +4X,

Leyes de momento flector:
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s Tramo AB: 3

M = 45+ 5X, + 4X, +(7,5—X2)x—f—0

= Tramo BC:
M=(4-x)X;+10x-20

Aplica una carga virtual 0P = 1 en la direccién de la carga X, se obtiene la ley de
momento flector virtual:

L—-x paratramo AB
oM =
0 para tramo BC

El trabajo virtual interno complementario:

L
1 oMM 1 125
Cc _ _ _
6Wint_ﬁf7dx_ﬁ( OX1+TX2—421,875)—0
0

Ahora, se aplica una carga virtual 0P =1 en la direccién de la carga X;, se obtiene la
ley de momento flector virtual:

SM — 4 para tramo AB
4—-x paratramo BC

El trabajo virtual interno complementario:

L

1 oMM 1 (304 103262,5
6W'C = j (TXl +50X2_T

El YT EI

int — EI
0

)=

Por otro lado, tenemos por la condicién de compatibilidad:

vp = X
b=k
Asi, se obtiene otra ecuacién:
1 (304 103262,5 X,
—[—X;+50Xy - ——— | = ——
EI( 3 1170 3 ) k

Con dos ecuaciones y dos incégnitas, resolviéndolas se obtienen

X, = 3,3745 (kN)
X, = 6,075 (kN)

Los diagramas de esfuerzos de la estructura al sustituir las incégnitas hiperestaticas
son,
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6,52
Ny (kN) Vy(kN) 6,075 M, (kN m)

6,63 1,145
| —[]— —— m) A_,) (D) . 6,52

A B A —|B o% B /D/
J M |:| Oﬂ 925 3,28 m —

1,425 ]

c|l] 6,63 i 3,37 6,74 a‘ C
T ] -

D 6,075 D D

Desplazamiento del muelle:

— =34
? mm

Giro en el punto B:

Aplica un momento virtual 6M =1 en el punto B, se obtiene la ley de momento flector:

-1
5M:{
0

L

oMM
oMOg = J I dx=0,001376
0
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2. La viga de la figura de longitud L estd construida de un material conocido (i.e. cons-
tantes E y v). Dicha viga estd empotrada en el punto A mientras que en el punto D
estd bajo la acciéon de un muelle de constante K. En los puntos B y F, la viga estd so-
metida a dos cargas puntuales (P; y P,) de valor 0,8 kg. Finalmente, se ha colocado un
extensémetro a 25 cm del extremo A (Punto C)

Lp = 50 cm

b =20 mm
A Lo =25 cm

y
ﬂA $B = C D T F Z‘_g h =3 mm
Lg =20 cm Py j P

Lp =61,5cm

Calcular:

a) Calcular la reaccién en el punto D. Modelar el muelle como si fuera infinitamente
rigido.
b) Leyes de esfuerzos. Valores maximos del axil, del cortante y del momento flector.

c) ¢Cual seria el desplazamiento en el punto D si el muelle tuviera una constante
elastica K?

Datos: E= 70 GPa, v=0,33, K=20000 E
m

Solucidn:

a) Calcular la reaccion en el punto D. Modelar el muelle como si fuera infinita-
mente rigido.

En primer lugar, se calcula el valor de la incégnita hiperestédtica. Para ello, se
aplican los pasos siguientes:

P1.- El orden de hiperestaticidad de la estructura:

o.h. = Reacciones — Ecuaciones =4-3 =1

P2.- Ecuaciones de equilibrio:

ZFX:O;(N) (13.1)

ZFY:O; —P, =P +Va+Vp=0; Vo=P,+P +Vp=[16-Vp|(N) (13.2)

ZMA:O; Ma =Py Ly~ VpLp+PyLp=0 My =2,1-0,5Vp (Nm)| (13.3)

P3.- Leyes de esfuerzos: Al no existir fuerzas en el eje x no se realizaran el equili-
brio de fuerzas en dicha direccién.

Barra FD:(0 <x<0,115m)
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M,(x) Vy(x) X
2 Fy, =05 Vy(x)=-8 (N) C l ~—
2 Mp =0; M,(x)=-8x(Nm) lS(N)
Barra DB: (0 <x<0,3 m)
Y Fy=0; Vy(x)=Vp-8(N) Vy(x) <
(| ———
M, =
XM, =0 M, (x) TVD lg (N
M,(x)=Vpx—-8(x+0,115) (Nm)
Barra BA:(0 <x<0,2 m)
Y Fy=0; Vy(x)=-16+Vp (N) MZ(X)C l X D F
Y M, =0; Pt e
p— Vy(x) Vb

M, (x) =-16x+Vp(x+0,3)-3,32 (N m)
P4.- Para calcular el valor de la I.LH. se construye un estado virtual que tiene que
cumplir:
Isostético.
Anular las cargas externas.
Valor unidad ala I.LH. (Vp =1)

Respetar la referencia del estado real. En la tabla estdn recogidos los valores
de los momentos flectores virtuales obtenidos.

Ll A

Lp =50 cm
BAY(x) 2 b
(x+0,3) f;:;l T
Vp=1

FDV(x) | DBV (x)
0 X

P5.- Aplicar el Teorema de los Trabajos Virtuales (T.T.V.=P.T.V.C.) para calcular la

LH.:1- 6VD 0= IO 115 MEFD(E}ZZZ o )d 0,3 Mz DB(EIZZZDB )d 0,2 MEBA(E)IIZ\:[XBA<X)
0,115 (8 ) 3 (Vpx—8x-0,92)(x) 0,2 (—16V,+Vp(x+0,3)-3,32)(x+0,3)

Jo ) dx WpX=ox—5 7N T dx + 0 L T, dx=0

La I.H. sera:

[Vp=12,42(N)|
P6.- Finalmente, el valor de las reacciones al sustituir la I.H. sera:
[Va=3,58(N)| [My =0,31 (Nm)]|

Leyes de esfuerzos. Valores maximos del axil, del cortante y del momento flec-
tor.

Las leyes del esfuerzo cortante y del momento flector al sustituir la incégnita
hiperestatica son:

dx =
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Vy(x) 4,42 (N) M, (x) 0,406 (N m)
0,208 (m)
A B ¢ DT |D F A ( D ) D F
=y’ (o« B
Y| A0 0,113 (m) (D)
3,58 (N .
(N) 8 (V) 0,31 (Nm)

0,92 (Nm)

siendo los valores maximos del cortante y del flector,
[ Vinax =8 (N)| [ My = 0,92 (Nm) |

c) ¢Cual seria el desplazamiento en el punto D si el muelle tuviera una constante
N
de rigidez K? (K=20000 ;)

La fuerza del muelle es equivalente a la incégnita hiperestatica (Figura adjunta).
Por tanto, el valor absoluto del desplazamiento en el punto D se calcula utilizan-
do,

l F\«"iga—} Muelle

F siendo su sentido
F=Kup; lup = K~ 6,2lmm F.\-‘lucllc—)\’ig‘d

descendente.
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3. La estructura de la figura esta sometida a una carga puntual en los puntos C (80 kN) y
D (40 kN) y a un momento exterior en D (20 kNm). Ademds, en la barra AB tiene un

kN
carga distribuida de valor 10 ol

Pe = 80kN
© T Mp = 20kNm
B AOLN
C 5 > Pp = 40kN 60 cm
—>
—> D | | [10em
10kN —
q= 2 m y 50 ¢
m 3 50 cm
z
71 m 1 m 10 cm
A 25 cm

a) Calcular la incégnita hiperestatica (Se supondran despreciables los esfuerzos de-
bidos al axil y al cortante).

b) Diagramas de esfuerzos.
c) Desplazamiento horizontal en el punto D.

d) Calcular las inercias.(I, Iy, Iy,) sabiendo que en todas las barras de la estructura
se ha dimensionado un perfil de pared delgada T cuyas dimensiones estdn espe-
cificadas en la figura.

e) Calcular las tensiones normales (0y) y tangenciales (oyy, 0x,)

Datos: LAB :2m; LBC :11’1'1} LCD :1111; EAB = EBC = ECD:E
Solucién

a) Calcular la incognita hiperestatica (Se supondran despreciables los esfuerzos
debidos al axil y al cortante).

P1.- El orden de hiperestaticidad de la estructura:

o.h. = Reacciones — Ecuaciones =4-3=1

P2.- Ecuaciones de equilibrio:

Pe = 80kN
Mp = 20kNm
Y Fy=0; Hy+40+10-2=0|Ha = -60 (kN)]| o A S
— ¢
ZFy=0;VA+VD:—80&N” >
kN — Vb
T M, = 0; a=105 —> 2m
—>
Map—-20-1+80-1+20-40-1+Vp-2=0 A lm 1m

\MA+ZVD:0&wa
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Eleccién de la incégnita hiperestédtica (I.LH.=Vp). Todas las reacciones se expresan
en funcién de Vp:

| Hp =60 (kN)|

\VA = —Vp - 80 (kN)\

]MA:—z-VD (kNm)\

P3.- Leyes de esfuerzos:
Barra AB:[0 <x<2]

M N ()
Vy(x)
Y F, = 0; Ny(x) = Vp +80 —>
Y F, =05 Vy(x)=q-x-60 q-x
Y M, =0; MZ(X):2-VD:0+60-X—q-x-§ — Ay

60 kN-<e— A
¢}2-VD
80 kN + Vp,

Barra DC:[0 <x<1]

Vy(x) 20kNm
Y F,=0; Ny(x)=40 x
N, (x) =< ) 3 40kN
Y. F,=0; Vy(x)=Vp Y D
M, (x
Y M, = 0; My(x) =20+ Vp-x (%) T
Vb
Barra CB:[0 <x<1]
Y F=0; Nx(X) =40 Vy(x) 80?\' 20kNm
Y E,=0; Vy(x)=80+Vp Ny (x) o D>—> 40kN
LM, =0; M (%) . }
Vb

M,(x)=80-x+Vp-(x+1)+20
P4.- Para calcular el valor de la .LH. se construye un estado virtual que tiene que
cumplir:
1. Isostético.
2. Anular las cargas externas.
3. Valor unidad ala I.LH. (Vp =1)
4. Respetar la referencia del estado real.

En la tabla estdn recogidos los valores de los momentos flectores virtuales obteni-
dos.
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B C D
VDT 1
ABV(x) | DCY(x) | CBV(x)
2 X (x+1)
A

VAT >MA
A

P5.- Aplicar el Teorema de los Trabajos Virtuales (T.T.V.=P.T.V.C.) para calcular la

I.H.:

R Vv R Vv R vV
1-oyp = 0= [2 MM g 1 MEn(OMpel) g (1 MEca (M) g
La I.H. sera:
| Vp =-30 (kN)|

P6.- Finalmente, el valor de las reacciones al sustituir la I.H. sera:
\HA = -60 (kN) \ \VA = -50 (kN) \ ]MA =60 (kNm)\

b) Diagramas de esfuerzos.
Los diagramas de esfuerzos esta representado con los valores caracteristicos, sus
unidades y los puntos donde el momento flector pasa por cero. Ademas, se com-
prueba el equilibrio en el punto B interseccién de la barra AB y CB

Ny(x) (kN) Vy(x) (kN) M,(x) (kNm)
50 A0 x=1im 20
40 40 PR3
o R 1 L SR Bﬁ\ c A1
B c D B D
O] \af & —
30 \ 10 ngnl
50 (O 0
x=110m
O
60
A 60 ry A
50
40
-
40
50
40

c) Desplazamiento horizontal en el punto D.
Para calcular el desplazamiento horizontal en el punto D se construye un nuevo
estado virtual que tiene que cumplir:
1. Isostético.
2. Anular las cargas externas.
3. Fuerza unidad (1) en el punto D en la direccién horizontal.
4. Respetar la referencia del estado real.

En la tabla estan recogidos los valores de los momentos flectores virtuales obteni-
dos.
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B C D 1_)
ABV(x) | DCY(x) | CBV(x)
—2+X 0 0

P

2

Ha

Aplicar el Teorema de los Trabajos Virtuales (T.T.V.=P.T.V.C.) para calcular la I.H.:

2 M Mv MR MV MR MV
1- ‘uyp = 0= I deﬁ_ (3de+ ;%dx
El desplazamiento horizontal sera:
140
u =
HD = 3F7,,

Calcular las inercias.(I,,, Ly, Iyz) sabiendo que en todas las barras de la estruc-
tura se ha dimensionado un perfil de pared delgada T cuyas dimensiones estan
especificadas en la figura.

En primer lugar, se debe posicionar los ejes de la figura en el centro de masa. El
eje y es un eje de simetria por tanto esta a la mitad de la figura mientras que el eje
z se posicionara a partir de una referencia y utilizando la férmula siguiente:

600111
AT yg=A1-y1 A2y,

10 em 1 T
A;=600cm? y; =55 cm ]

50 cm
Ay =500 cm? y;=25ecm | ¢ 0 YG[ ]y ,,,,,

10 cm
yG = 41,36 cm 20 cm

Una vez situadas los centros de masa de la figura las inercias se calculan utilizando
la férmula siguiente:

1
I = —(Lado perpendicular al eje)® - Lado + Area - d*

12
Respecto al eje y:
y
Ty =1yy, +1yy, [ ] Jwoem
60 em
Ly, 11—2(60)3-10+600-02 = 180000 cm* Y
Ly, = 112(10) .50 +500- 02 = 4166,67 cm* '2 em
I,y = 184166,67 cm* 10 em

Respecto al eje z

Y1

,,,,,,, Referencia
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I, = Izzl + IZZZ

1
I, = 5(10)3 -60+600-13.642 = 116629,76 cm*
1
I, = E(50)3 10+500- 16,362 = 237991,47 cm*
1,, = 354621,23 cm*
60 cm 10 cm
-— — —
71 - —
13,64 cm1 1 I 10 em 16, 36 ch
2 Z2 © 50 ecm
VG
Ya .
B Referencia :

La inercia respecto al eje yz es cero al existir un eje de simetria.
e) Calcular las tensiones normales (0yy) y tangenciales (0yy, 0x,)

Las tensiones normales para el momento maximo estan representadas en la figura

siguiente:

y or, = Mal@) Y 315 \ipy
Il 1 |: 18,64 cm v, = 18,64 cm Lz
z

vy = 41,36 cm yo = 41,36 cm
2
M, (x) = 60 kNm oS = Mzg) Y _ 7 MPa
a zZ

Las tensiones tangenciales 7,, para el cortante mdximo estdn representadas en la

figura:
60 cm = by
Ay- =600 cm? |1*; s ;‘
yi+ = 13,64 cm l ~
z n T;ly
y
10 cm = by
Vy(x) =60 kN
V. cAg- ; \% cAqc

7L, =0 MPa vz = V) A i o ypy pa = @ A Vi g gg yip,

Izz ° bl xy Izz - b2

ra = Vo) (B ¥is Ao va) _ g5 gy 78, =0 MPa
v Izz . b2 ’ ¥
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Las tensiones tangenciales 7,, para el cortante maximo estdn representadas en la
figura:

7l =0 MPa
2 1
. 72, =0 MPa

$
¥y« =13,64 cm 1
Z

Tramo 23 = Tramo 13

_Vy(@) sy 73 —0.6923 MPa

Txz23 X723

60 cm I, s =30 cm

Observacion: El punto 3 de las tensiones tangenciales 7,, seria multiplicado por
2 porque representan las dos ramas de las alas del perfil de pared delgada T.
Ademds dicho punto coincide con las tensiones tangenciales 7,, en el punto 3.
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4. Dada la viga de la figura, de longitud L, sometida a una carga triangular, de valor g en
el extremo derecho, detectar el punto donde es mas posible que falle segtin el criterio
de Von Mises.

Soluciéon

La tensién equivalente de Von Mises se expresa del siguiente modo:

Teq = \/% [(Gxx - ‘732?)2 +(oyy - 022)2 + (= 0z) +6(Thy + T+ sz)],

la cual, particularizada para la simplificacién de vigas sometidas a esfuerzo cortante y
momento flector se reduce a (0y, = 0, = 7, = 0):

Ocq = \/0,3,( + 3T§y + 3’[’)%2.

Para la tensién longitudinal oy, se recurre a la ley de Navier, mientras que para las
tensiones tangenciales 7, y 7y, se hace uso de la ley de Colignon. Por tanto, para deter-
minar el punto donde 0.4 es méximo es necesario calcular las leyes de momento flector
M, (x) y de esfuerzo cortante V,(x).

El problema es hiperestatico de orden 2, sin embargo, al no haber solicitaciones ho-
rizontales, puede considerarse como hiperestdtico de orden 1 (sin pérdida de gene-
ralidad, todas las reacciones horizontales pueden considerarse nulas). Por tanto, para
obtener las reacciones se aplica el método de compatibilidad, escogiendo la reaccién
vertical en el apoyo derecho B como incégnita hiperestatica. La condiciéon de compati-
bilidad es que el desplazamiento vertical en B sea nuloi.e. vz = 0.

Dicha estructura se puede representar como descomposicién dos casos simples I y II:
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I IT

Asi, la ecuacién de compatibilidad puede expresarse como

o

vy (1) =vg (1)

El desplazamiento vertical hacia abajo de una viga empotrada sometida a una carga
triangular creciente es

[ 11qL*
vs (V)= T50p
mientras que el desplazamiento vertical hacia arriba de una viga empotrada con una
carga en el extremo es
_ RgL?

vg (N=35;
yv4

De este modo, se obtiene la incégnita hiperestatica
11qL
Rp=——
BT 40

Determinada esta reaccion, el resto pueden obtenerse por equilibrio:

~9qL _ 7qL?

R_ ’ - ’
47 740 A7 7120

donde el signo menos (—) de M4 obedece el criterio de signos seguido en la asignatura.
Las leyes de esfuerzo cortante y momento flector son (tomando el origen de x en el

empotramiento):
11qL
40
9L  qx? (Il
Vy(z) = === + : Vi
@) =0 o O = Y
9qL
40
~ 0.04gL2__
7TqL?  9qL qzr3 [
M S —
e T T 7 y M
7qL2
120
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Puede comprobarse que el punto donde el momento flector es méximo (el empotra-
miento) no coincide con el cortante maximo (el apoyo simple), lo cual pone de mani-
fiesto que la variable x entra en el problema de optimizacion de oq.

Laley de Navier para una seccién con un eje de simetria (como la del enunciado) donde

unicamente hay M, es

M;(x)
IZZ

O—xx(xry) == v

En cuanto a la ley de Colignon, para una seccién cuadrada de lado a el cortante vertical
genera una distribucion 7y, tal que:

Ty (%,7) = Vy(x)Qz(¥)  Vy(x) (az yZ),

L.b(y) ~ 2L, \4

siendo el cortante 7,, nulo en la seccién debido a que toda drea A* perpendicular al eje
z es simétrica respecto a dicho eje, dando lugar a un Q} nulo:

Ty =0

De este modo, se observa que para determinar el o4 se debe resolver un problema de
optimizacién en (x,p). Para ello, se define una funcién F(x,y) a maximizar

F(x,y) =1250%(x9)

teniendo en cuenta que optimizar o4 es equivalente maximizar agq.

2 2, 3.2 a’ 22
F(x,9) = M7 (x)y +1Vy(X)(Z—y )

Asi, el enunciado del problema de optimizacién es

2 2
max F(x,7) :Mzz(x)y2+ZVy2(x)(aZ—y2)
Sujeto a (s.a.)
0 <x<L
-a/2 <y<a/2
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5. Se tiene la estructura de vigas representada en la figura, sometida a una carga horizon-
tal de valor P en el centro. Todas las vigas tienen igual longitud L.

Se pide:

a) Orden de hiperestaticidad de la estructura

b) Ecuacién de la eléstica de la viga

c) Desplazamiento horizontal del punto central O (positivo hacia la izquierda)
d) Giro del punto central O (positivo en sentido antihorario)

e) Representacion grafica (aproximada) de la deformada

Solucién

a) Hay 9 incégnitas: cada carretilla introduce dos reacciones, mientras que el apo-
yo central introduce la reaccién vertical i.e. 2x4+1 =9, y 3 ecuaciones (las de
equilibrio de la viga). Asf,

OH =6

b) Debido a la estructura y la carga aplicada, el problema presenta dos ejes de si-
metria: uno simétrico respecto al eje horizontal y otro antisimétrico respecto al
eje vertical.

En primer lugar, se estudia la simetria del eje vertical (carga antisimétrica), que
da lugar a las dos siguientes estructuras:
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Parte simétrica e e sl
Parte antisimétrica

> >

OH =4

Como la parte antisimétrica estd sin cargar, inicamente debe resolverse la parte
antisimétrica (reduciendo asi el orden de hiperestaticidad del problema de 6 a 2).
En segundo lugar, se estudia la simetria del eje horizontal (carga simétrica), dando
lugar a las siguientes dos estructuras:

Parte simétrica Parte antisimétrica
OH =1 OH =1

Una vez mds, sélo presenta reacciones no nulas una de las partes (en este caso, la
simétrica), de orden de hiperestaticidad igual a 1.

Por lo tanto, nos centraremos en el tramo inferior izquierdo de la viga. Como
tiene OH =1, se escoge como incégnita hiperestatica el momento de reaccién en
O (imponiendo posteriormente que el giro en dicha seccién es nulo i.e. 6p = 0).
De este modo, el equilibrio estatico se plantea de la siguiente manera:
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donde se ha representado en verde la incégnita hiperestatica. El equilibrio estatico
a lo largo del eje longitudinal de la viga proporciona que

Vo =-P/4

es decir, que el esfuerzo axil a lo largo de la viga es nulo. La ley de momento flector
expresada con origen en O es

Para hallar la incégnita hiperestatica, se utiliza el PTVC. Situando un momento
virtual OM en O (en el sentido de M), la ley de momento flector que genera es

OM,(x) = OM

En virtud del PTVC,

L ~
0 El,,

Por lo que, imponiendo la condicién de compatibilidad 6 =0,

Px
J-L 6M(Mo+ Zﬁ)dx— .
0 EIzz
PL? PL
MoL + 0; M

La ley de momento flector es, por tanto,

-l

Conocida la ley de momento flector, la ecuacién de la elastica a resolver, con las
condiciones de contorno del problema es:

EL,v" = M,(x)

v(x=0)=0
v(x=L)=0

Asi, la elastica del tramo inferior izquierdo de la viga es

PL3

_ 3_ 2
é)_24\/§EIZZ(2é i)

con & = x/L. La eldstica de la parte superior es simétrica respecto a la inferior, y la
derecha es antisimétrica respecto a la izquierda.

El estado deformado final en dicho tramo se representa de la siguiente manera:
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donde puede observarse que no hay variacién longitudinal de la viga (ya que no
hay esfuerzo axil) y que v es la flecha de la viga en su origen i.e. vp = v(x = 0).

c) El desplazamiento horizontal hacia la izquierda A es (ver dibujo):

v _ PL?
"~ cos45  24EIL,

Ao

d) El giro en el punto central O es nulo, por la doble condicién de simetria:
6p=0

e) La deformada aproximada es

=

Aunque no se haya representado en el dibujo, el desplazamiento en el sentido
longitudinal de las vigas esta absorbido por los carritos (i.e. la viga no sufre de-
formacién longitudinal, como se ha mencionado antes).
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14.1. Enunciados de ejercicios de Membranas

1. Un depésito esférico, esta fabricado con un material isétropo de coeficiente de Pois-
son, v = 0,3, mdédulo de Young, E = 200 GPa y coeficiente de dilataciéon lineal, o = 14-
1076 °C~!. Las dimensiones del depésito son R,,; = 175 mm y su espesor, t = 2 mm. Se
introduce un fluido a presién en el depésito produciéndose una diferencia de presién
respecto de la ambiente, Ap y constatdndose un enfriamiento de 20°C. El efecto combi-
nado de ambas acciones produce una variacién del espesor del depésito At = —-2,58 ym.
Considerando que t/R,, < 1, responda a las siguientes cuestiones:

33°

a) Determine la variaciéon de presién Ap en MPa.

b) Determine el valor de la tensién tangencial maxima que se produce en el depésito
MPa.

c) Determine el valor de la tensién tangencial en el plano del depésito (plano per-
pendicular a la direccién radial) en MPa.

d) Calcule el valor de la tensién de Von Mises en MPa.

e) Determinar la variacién del drea de una pegatina de 9 mmx3 mm adherida a la su-
perficie y colocada formando un dngulo de 33° respecto al ecuador (despreciando
los términos cuadréticos en deformaciones) exprésela en mm?.

2. La vasija a presiéon de un reactor nuclear, donde se almacenan las barras de uranio
enriquecido usando agua para mantenerlas a una temperatura constante, que se con-
vierte en vapor a presion, se puede modelar mediante un depdsito cilindrico cerrado
de altura h = 10m, didmetro D = 3m, espesor e = 5cm, hecho de acero (E = 200GPa,
v=0,3,a =12x107°°C!) que est4 sometido a una presién interna de 11atm y una
diferencia de temperatura 200 grados centigrados. Calcular la deformacién leida en
una galga extensométrica que estd situada a 45° respecto a su eje y en el punto medio
de la pared externa del recipiente.
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14.2. Solucién de ejercicios de Membranas

1. Un depésito esférico, estd fabricado con un material isétropo de coeficiente de Pois-
son, v = 0,3, mddulo de Young, E = 200 GPa y coeficiente de dilatacién lineal, « = 14 -
107%°C!. Las dimensiones del depésito son R,y; = 175 mm y su espesor, t = 2 mm. Se
introduce un fluido a presién en el depésito produciéndose una diferencia de presion
respecto de la ambiente, Ap y constatdndose un enfriamiento de 20°C. El efecto combi-
nado de ambas acciones produce una variacién del espesor del depésito At = -2,58 ym.
Considerando que t/R,, < 1, responda a las siguientes cuestiones:

a) Determine la variacién de presién Ap en MPa.

b) Determine el valor de la tensién tangencial maxima que se produce en el depésito
MPa.

c) Determine el valor de la tensién tangencial en el plano del depésito (plano per-
pendicular a la direccién radial) en MPa.

d) Calcule el valor de la tensién de Von Mises en MPa.

e) Determinar la variacién del drea de una pegatina de 9 mmx3 mm adherida a la su-
perficie y colocada formando un dngulo de 33° respecto al ecuador (despreciando

los términos cuadréticos en deformaciones) exprésela en mm?.

Solucion

Debido a la hipétesis de pared delgada, es posible trabajar con el radio medio en lugar
de con el radio exterior y el radio interior.

t t
E<<1_>RextzRintsz:Rext_§
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Las ecuaciones constitutivas en ejes principales

&1 :%—%(02+03)+Q'AT
52:%—%(01+O'3)+01'AT (14:].)
63:%—%(O'1+O'2)+0(-AT

Seccionando el deposito esférico por cualquier plano que pasa por el centro, es facil
ver que cualquier tensién en el plano del depdsito esférico (plano perpendicular a la
direccion radial) es igual, por tanto este plano es un plano de direcciones principales
y en dicho plano oy = 0, = 0. Ademas, todas las direcciones de ese plano son princi-
pales y la direcciéon perpendicular a dicho plano también es principal. Debido a que se
esta considerando una depdsito de pequerio espesor, t/R,, < 1, dicho problema es un
problema de tensién plana (la tensién en la direccidn radial es nula, o3 = 0)

1-v
—e=——o0+a-AT
&1 =¢ E o+«

1_
gy=¢€= Eva+a'AT (14.2)

v
€3Z€t:—2EG+0('AT

At
Con la variacién del espesor es posible determinar ¢; = - = —0,00129. Con la ecuacién
constitutiva para el eje 3, es posible determinar la tensién o.
—a-AT
0 =~ =—E=336,67 MPa
v

Con la ecuacién de equilibrio es posible determinar el Ap:

2:0-t
Ry

U't-ZTCRm:Ap'Tszn—)Ap:

La tensién tangencial maxima se encuentra en un plano que forma 45° con el plano del
depdsito. Dicha tensién tangencial maxima es el resultado de un circulo de Mohr con
tensiones principales 0y o

Ty = % — 168,33 MPa

La tensién equivalente de Von Mises se calcula a través de la expresion:

1
oyM = \/E [(01 —02)2 +(oq —cr3)2 + (0, —02)2] =Vo? =|o|=336,67 MPa

La tensién tangencial en el plano del depdsito es nula al tratarse de un plano de direc-
ciones principales.

Para calcular el drea de la pegatina antes y después de la deformacién se utiliza la
relacién de que:
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lr=Ip-(1+¢)

La pegatina tiene dos longitudes que son incrementadas, al encontrarse en un plano
de direcciones principales, la pegatina experimenta una deformacién idéntica en todas
las direcciones. Definiendo como I1( y 2 las dos dimensiones iniciales de la pegatina:

AO:llo'lzo; Af:llf'lzf2110(1-}-81)'120(1+€2):llo'120'(1+€1+€2+€1'82)

Af—Aozllo'lz()'(Sl-l—EQ-l—El '82)2110'120'(614-82)

Notar que se han despreciado los términos de segundo orden en deformaciones como
se indica en el enunciado. En este caso, coinciden las direcciones principales de tensiéon
y de deformacién, por tanto, este plano es también un plano de direcciones principales
en deformacion ¢ = ¢ = €.

1_
E:Tva+a-AT:O,OOO9

Ap—Ag~1lg-12- (61 +&7) = 2119129 - & = 0,04851 mm®
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2. La vasija a presién de un reactor nuclear, donde se almacenan las barras de uranio

enriquecido usando agua para mantenerlas a una temperatura constante, que se con-
vierte en vapor a presiéon, se puede modelar mediante un depésito cilindrico cerrado
de altura h = 10m, didmetro D = 3m, espesor e = 5cm, hecho de acero (E = 200GPa,
v=0,3,a =12x107°°C!) que estd sometido a una presién interna de 11atm y una
diferencia de temperatura 200 grados centigrados. Calcular la deformacién leida en
una galga extensométrica que estd situada a 45° respecto a su eje y en el punto medio
de la pared externa del recipiente.

Solucion

Primero se ha de comprobar que estamos ante un caso de pared delgada, por lo que se
compara el espesor con el radio i.e.

e 005m 1

R 1,5m 30

Como R/e > 20, se puede aceptar la hipétesis de pared delgada. Por tanto, las tensiones
longitudinal o,, y circunferencial oyg son:

ApR ApR
70 ="

Oz = e 7

donde Ap = pint—Pext = 11atm—1atm = 10atm ~ 1 MPa. Se comprueba que o,, = 0gg/2.
Las deformaciones, contando el efecto térmico, son:

o o
€y, = 2 —v=29 4 aAT

E E
599:%—v%+aAT

Viendo el circulo de Mohr, y sabiendo que ¢,, y €¢gg son deformaciones principales, se
obtiene que la lectura deseada a 45° es

€45

. _ fop t &y
é45—T

3ApR
£45 = 4—;(1 —v)+aAT =2,48-1073
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14.3. Enunciados de ejercicios de Pandeo

1. Disenar el soporte BC de la siguiente estructura (ver la figura), formado por dos perfi-
les UPN soldados por los dos extremos de sus alas, de tal forma que no se produce la
inestabilidad eléstica en el soporte BC. El material de los perfiles es de acero que tiene
E =210 GPa. Considera que la deformacién axial debido a la carga axial es desprecia-
ble. La carga distribuida es de 50 kN/m.

5m ‘

2. Dada la estructura como se muestra en la siguiente figura que se compone de una viga
ABCD vy una barra CH, conectado entre ellas en el punto C. La viga tiene una seccién
cuadrada de lado a cm y la barra tiene una secciéon rectangular cuyos lados miden a
cm y b cm, respectivamente. Los dos elementos son del mismo material que tiene el
modulo de elasticidad E. Las cargas aplicadas sobre la estructura son las indicadas en
la figura.

Se pide
a) Determinar el momento de reaccién en el punto A (kNm) (considérese positiva en
sentido antihorario).

b) Determinar el giro (mrad) en el punto B (valor positivo en sentido antihorario
partiendo del eje longitudinal de la viga).
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c) Determinar la tensién axial maxima en la estructura completa (MPa) (en valor
absoluto).

d) Determinar el valor de g (kN/m) que produce pandeo (suponiendo la viga con
rigidez axial infinita).

3. El poértico de la figura estd empotrado en el punto a y apoyada de manera fija en el
punto d. La estructura es una viga continua de seccién circular con una rétula en el
punto c y una carga aplicada P.

a L L Ad

Considerando que todas las vigas tienen el mismo drea, inercia y rigidez (A, E, I), se
pide:

a) Calcular la carga méxima P que puede asumir la estructura sin que se produzca
pandeo en la viga ¢ —d. Para ello se puede asumir que la rigidez que aporta la
estructura a la barra es infinita.
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14.4. Solucién de ejercicios de Pandeo

1. Disenar el soporte BC de la siguiente estructura (ver la figura), formado por dos perfi-
les UPN soldados por los dos extremos de sus alas, de tal forma que no se produce la
inestabilidad eléstica en el soporte BC. El material de los perfiles es de acero que tiene
E =210 GPa. Considera que la deformacién axial debido a la carga axial es desprecia-
ble. La carga distribuida es de 50 kN/m.

[ai ]

m ‘

Solucion

Se ha considerado que la deformacién axial debido a la carga axial es despreciable, por
tanto se puede considerar que el punto B no mueve verticalmente si la columna BC no
se pandea. Por eso, podemos transformar la estructura a la siguiente estructura:

M@;HHIHHH i
- o

Aplicamos el método de compatibilidad, es decir, convierte la estructura hiperestatica
a una estructura isostdtica por suprimir el apoyo en B por la fuerza incoégnita Vg,

La ley de momento flector debido a la carga distribuida:

2 2
gx- gL
M;=gLx—1— -1
1 =4qLx b 5

Ley de momento flector debido a la carga virtual aplicada sobre el punto B en la direc-
cién de Vpg:

OM=L-x

La ley de momento flector debido a la carga distribuida y fuerza incégnita hiperestati-
ca:

M:MI-}—VB(SM

El trabajo virtual complementario interno:
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L L L
MM MM SM 1 L* L3
6WC—J—5 dx:j(S Lix+ VJ—E ——( T +VB )
0

int EI 8 3
0 0

Este trabajo virtual interno debe ser igual que el trabajo virtual externo WS, = 6Pvg =
0, por tanto, tenemos

3qL

Vg = 2= =93,75 kN

Esta fuerza es la que actua sobre el soporte BC, cuya longitud de pandeo, por tratarse
de barra empotrado-articula, es:

L
L= ——
V2=2V2

La carga critica para que se produzca el pandeo sera:

72El

P, = lej

y esta carga debe ser mayor que la carga que llega al soporte para que este soporte no
se produce el pandeo, o sea:

93,75 *Lf,

min = ———3p— = 36,23 cm*

La seccién del soporte se forma por dos perfiles UPN soldados por los dos extremos de
sus alas, por tanto, el perfil que se ajusta con el momento de inercia minimo es el UPN
80.
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2. Dada la estructura como se muestra en la siguiente figura que se compone de una viga
ABCD y una barra CH, conectado entre ellas en el punto C. La viga tiene una seccién
cuadrada de lado a cm y la barra tiene una seccién rectangular cuyos lados miden a
cm y b cm, respectivamente. Los dos elementos son del mismo material que tiene el
modulo de elasticidad E. Las cargas aplicadas sobre la estructura son las indicadas en
la figura.

Se pide
a) Determinar el momento de reaccién en el punto A (kNm) (considérese positiva en
sentido antihorario).

b) Determinar el giro (mrad) en el punto B (valor positivo en sentido antihorario
partiendo del eje longitudinal de la viga).

c) Determinar la tensién axial maxima en la estructura completa (MPa) (en valor
absoluto).

d) Determinar el valor de q (kN/m) que produce pandeo (suponiendo la viga con
rigidez axial infinita).

Solucion

El problema tiene un O.H. de 1 al no tener fuerzas horizontales y estar formado por
una viga y una barra
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Separando la viga de la barra y afnadiendo una reaccién ahi, que serd nuestra variable
hiperestatica X, obtenemos

5

Aplicando el principio de superposicién podemos separar el problema en tres casos
elementales.

Casol
El caso I considera solo la carga P

Considerando las reacciones en el empotramiento dibujadas como positivas, tenemos
que el momento en la reaccion es
I _
M, =PL (14.3)

Y la ley de esfuerzos flectores

MY (x)=-PL+PX x<L (14.4)

Caso Il
El caso II considera solo la carga distribuida g de 2L a 3L
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El momento en el punto A es

5
ML= _§qu (14.5)
Y la ley de esfuerzos flectores
5.72
5qL* —gLx x<2L
MII = { g 2 (x—2L)2 (].4:.6)
3qL —qlx+g9~—~ 2L<x<3L

Caso II1
El caso III considera solo la carga X, que es la variable hiperestatica, la construimos al
mismo tiempo que un momento virtual.

A B c l X=(1)X b

El momento en el punto A es

M =2XL (14.7)

la ley de esfuerzos flectores virtuales es

om(x)=-2L+x x<2L (14.8)

y para la variable hiperestatica

MM (x) = Xém(x) = (2L +x)X x<2L (14.9)

La ley de esfuerzos flectores en la estructura es asi:

M(x) = M (x) + M (x) + M (x) (14.10)

Planteemos ahora la ecuaciéon de compatibilidad, que estard dada por el desplazamien-
to en el punto C, para lo que hemos calculado una ley de flectores virtuales en el caso
111, asi dicho desplazamiento aplicando el PTVC-MCU es:

omM 1 /(5 11 8
Ve = m (x)dx:—(—PL3——qL4+—XL3) (14.11)
EI EI\6 3 3

El desplazamiento axial de la barra es:
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NL -XL
S e 14.12
YCTEA T EA (14.12)

ambos desplazamientos deben coincidir y esa es nuestra ecuacién de compatibilidad,
. 4 .
sabiendo I = {5 y A = ab, despejamos X como:

El desplazamiento axial de la barra es:

44913 -10PL?

X (14.13)
3202+ %
Una vez conocido el valor de X, podemos resolver el resto de los apartados
a)
El momento de reaccién en el punto A viene dado por:
5
MA:M}IL‘+M£I+M£”:PL—EqL2+2XL (14.14)
b)
Para calcular el giro aplicamos un momento virtual unitario en el punto B
1 A :(1) C D
1 -
que nos daria el siguiente esfuerzo flector virtual
om(x) =1 x<L (14.15)
Asi el giro es
SmM(x) L M(x) L? P 3X
Op= | ————dx= d :—(2 L————) 14.16
BJEIXJ;EIxEIqZZ (14.16)

(g}
~—

La méxima tensién axial es la méxima de las tensiones axiales en la viga y en la barra,
en la viga serd en las zonas con maximo flector segiin la ley de Navier,donde @ = a%.
Asi, observando las leyes de flectores, la tensién axial maxima serd la méxima de los

siguientes valores:
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o*A:H—Pl+EqL2—2XL]£‘ (14.17)
2 as

o8 = H%qLZ—XL]a% (14.18)

oC = Hq—;‘z]% (14.19)

ot = % (14.20)

d)

Como la estructura se supone de rigidez infinita, la barra se comporta como un pilar
articulado-articulado, y si a es menor que b, la carga critica viene dada por:

72Eba’ B

crit = 572 - (14.21)

En la expresiéon de donde hemos obtenido X, podemos sustituir X por este valor y
despejar g, obteniéndose

3 2 2
a 32L- 1\ 10PL
q= YT [Pm-t( e + E)+ e ] (14.22)
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3. El pértico de la figura esta empotrado en el punto a y apoyada de manera fija en el
punto d. La estructura es una viga continua de seccién circular con una rétula en el
punto c y una carga aplicada P.

a L L Ad

Considerando que todas las vigas tienen el mismo drea, inercia y rigidez (A, E, I), se
pide:

a) Calcular la carga maxima P que puede asumir la estructura sin que se produzca
pandeo en la viga ¢ —d. Para ello se puede asumir que la rigidez que aporta la
estructura a la barra es infinita.

Solucién

En primer lugar estudiamos el orden de hiperestaticidad de la estructura. Tenemos 5
incognitas (reacciones en ambos apoyos) y 3 ecuaciones (equilibrio global de momentos
y fuerzas). Pero al aplicar equilibrio de fuerzas en x, podemos definir que las reaccio-
nes horizontales en ambos apoyos son las dos nulas. Con ello tendremos 2 ecuaciones
(equilibrio de momento y fuerza vertical) y tres incégnitas (reacciones de momento y
fuerza vertical en a y la reaccién vertical en d). Asi, el grado de hiperestaticidad es
OH=1.

Lo primero que vamos a hacer es dividir la estructura por la rétula de esta forma:

IP
b
2

N8

-

\I\\N\D i-c
+

a _/_xd
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Analizando las dos partes, podemos determinar que sélo la fuerza F va a generar un
axil, y que Q va a ser nulo. Para ello calculamos el momento flector en el apoyo d y apli-
camos la condicién de la rétula por la cual se hace nulo. Posteriormente aplicaremos
compatibilidad entre ellas, lo que quiere decir que en ¢ debe de haber compatibilidad
de desplazamientos y fuerzas a ambos lados.

La parte izquierda sigue siendo una estructura de OH=1, por lo que vamos a sustituir
el muelle (restriccién de movimiento)por una fuerza y una condicién de contorno. Esto
mismo lo podriamos realizar con cualquier restricciéon para transformar la estructura
en una isostatica equivalente. En este caso la condicién de contorno sera que la flecha
en ¢ estd relacionada con la fuerza F mediante la ley de Hooke del muelle:

e |

Ma

Aqui, resolvemos la estructura isostdtica, obteniendo:

=P-TF (14.23)

LP
Ma = 3T—ZLP (14.24)

Una vez obtenidas las reacciones calculamos los esfuerzos flectores en cada tramo. En
el tramo a — b el momento flector sera:

Mfz(x):—P(x—%)+F(2L—x) (14.25)

Y en el tramo c—e:

ME(X) = —P(% —x’)+ F(L-x) (14.26)

Y en el tramoe—c:
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Mf,(x') = F(L-x') (14.27)

En este segundo tramo usamos un sistema local de coordenadas, pero seria equivalente
a usar el sistema global de coordenadas como M f,(x) = F(2L — x), haciendo el cambio
de variable x” = x — L. Ambos son equivalentes y depende de lo que sea méds comodo en
cada caso.

Ahora, una vez calculados los esfuerzos flectores, necesitamos aplicar la condicién de
contorno en ¢, para lo cual calculamos el desplazamiento vertical en c.

Para ello tenemos varias opciones, la primera es usar Castigliano para calcular el des-
plazamiento de c derivando la energia eldstica del sistema con respecto a F. La energia
interna es la suma de la energia eldstica de cada tramo donde hemos definido el esfuer-
zo flector:

L
U, = %(J [p(x—(3L)/2+P(2L—x)]2\/5dx/51) (14.28)
0
U, = V2L*(28F2 - 38FP + 13P?)/(24EI) (14.29)
1 L/2 5
Upy== (J [-P(L/2-x")+F(L-x)] dx’/EI) (14.30)
2 0
U, = L}(7F? - 5FP + P?)/(48EI) (14.31)
1 L
U3 = 5( [F(L—X,)]del/EI) (1432)
L/2

U, = F?L3/(48EI) (14.33)
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U= U1+U2+U3 (1434)

Y el desplazamiento de c en la direccién de F sera:

, U _ L3(112V2F - 76V2P + 16F — P
‘¢ OF 48EI

(14.35)

Otra opcidn es aplicar el principio de trabajos virtuales, para lo cual necesitamos un
estado virtual con una carga unitaria aplicada donde queremos aplicar el desplaza-
miento. En este caso esa carga unitaria estard situada donde estd F, con su sentido. En
este caso las leyes de esfuerzos serdn iguales a las que hemos calculado antes haciendo
P=0yF =1.Con ello aplicamos el PTV:

b e c
oFv. = f OM f,(x)x(x)dx + J OM f,(x) x(x)dx + J OM f,(x)x(x)dx (14.36)
a b

e
Con OF =1 tenemos:
_ L3(112V2F-76V2P +16F - P

= 14.
Ve 18E] (14.37)

Que es el mismo resultado obtenido por Castigliano previamente. Ahora aplicamos la
condicién de contorno, que es F = kv.. Sustituyendo F en v, despajamos F.

_ L3P(76V2+5)k
(112V2 +16)kL3 + 48EI

(14.38)

Segun la divisién que hemos hecho de la estructura, esta F calculada es el axil del tra-
mo ¢ —d, lo que necesitamos calcular es la carga critica de pandeo de esa barra. Como
la seccién es circular, la inercia minima es la misma que hemos usado anteriormente
(cualquier eje tiene la misma inercia). Las condiciones de contorno es apoyo fijo en am-
bos extremos, ya que podemos asumir que la estructura tiene una rigidez horizontal
infinita. Con ello, la carga critica sera:

n?El
Ferir = 1z (14.39)
Igualando esto a F, despejamos P:
112(k(V2+1/7)L + (3EI)/7)r*EI
b 12((V2+1/7)13 + (3E1)/7)r (14.40)

L3(76 V2 + 5)k

Ahora, lo que queda por calcular es el valor de k, este vendra de compatibilizar el movi-
miento de c en el tramo c—d. Asi, el axil de la barra se relacionaré con el desplazamiento
vertical de ¢ como:
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(14.41)

Por lo que:

k=22 (14.42)
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15.1. Enunciados de ejercicios de Calculo de Estructuras

A 1 D .
\ — 10 kN
4 m 2 3 5
1. Para la estructura de la figura:
4
B C
i?[} kN
3 m 2 m

a) Orden de hiperestaticidad de la estructura.

b

)
) Valor de las reacciones.
c) Axiles de las barras.

d) Tensién de las barras a compresion.

e) Alargamientos de las barras 2y 4.

f) ¢Cual seria el valor de la barra 2 para que la tensién sea como maximo de 275

MPa?.

Datos: A; =10mm?, A, =20mm?, A;=30mm?, Ay =40mm?,
As =50mm?, E=210GPa
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15.2. Solucién de ejercicios de Calculo de Estructuras

A 1 D .
\ —> 10 kN

4 m 2 3 5
1. Para la estructura de la figura:

izo kN

3 m 2 m

a) Orden de hiperestaticidad de la estructura.
b
c

d

e) Alargamientos de las barras 2y 4.

Valor de las reacciones.
Axiles de las barras.
Tensién de las barras a compresion.

)
)
)
)
)
)

f) ¢Cual seria el valor de la barra 2 para que la tensién sea como maximo de 275
MPa?.

Datos: A; =10 mm?, A, =20 mm?, A; =30 mm?, Ay =140 mm?,
As=50mm?, E=210GPa

Solucion

a) Orden de hiperestaticidad de la estructura.

El orden de hiperestaticidad se calculard utilizando la siguiente formula para es-
tructuras articuladas:

o.h. = Barras — 2 -Nudos + Reacciones =5-2-4+3=0

La estructura es isostética al ser su 0.h.=0.

b) Valor de las reacciones.

Determinacién de los angulos a y p:

_sin(a) 3 .
tg(a) = cos(a) 1 4T 36,86

3 sin(p) 3 E . 3 .
tg(B) = cos(f) 4 p=63,43
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Las reacciones se determinaran utilizando las ecuaciones de equilibrio globales
en la estructura.

ZFX:O—>HB+1O:0—>

80
ZFYZOHVA+VB:20—>VB:20+?

140
Vp= —
B=™3

YMp=0—>-3-V4—-2:-20-4-10=0—

c) Axiles de las barras.
Para resolver la estructura articulada de manera eficiente hay que ir planteando
las ecuaciones de equilibrio en aquellos nudos donde el numero de barras desco-
nocidas (incégnitas) sea 2. Analizando la estructura seria conveniente comenzar
siguiendo el orden (Nudo C, Nudo D 6 nudo B, Nudo A).

Nudo C:
Ns
> Fy=0— -Ny—Njscosp =0 — Ny = Nscosp
. B
‘N4 =-10 kN‘ Compresion N,
Y F, =0 — —20+Njssinf =0 20 kN

’N5 =22,36 kN‘ Traccion

Nudo D:

>E=0 — -N;+10+Nscosf=0

10 kN
N; =20 kN| Traccién
Y F,=0 —  —N3+Nssinf =0 Ns
‘N3 =-20 kN‘ Compresién
Nudo A: N,
80
> F, =0 —  —Njycosa — 3 = 0 !
80 y N
N, = 3 kN| Compresion ]0
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d) Tension de las barras a compresion.

Las barras que trabajan a compresiéon son la 2,3,4. La tensién de una barra se
define por la férmula siguiente:

o _ NBarra
Barra —
ABarra

Especificando para cada una de las barras:

N
oy = A_i =|-1333,33 (MPa) = 0, |

N
03 = A—z =|-666,67 (MPa) = o3|

04 = i—;‘ :]—250 (MPa) :04\

e) Alargamientos de las barras 2y 4.

El alargamiento de las barra 2 y 4 se calculan utilizando la férmula siguiente:

AL _ NBarraLBarra
Barra — T
Barra

Especificando para cada una de las barras:

N,L, =
AL, = EA, =[-0,0396 (m) = AL, |
NyLy 3
AL, = =1-2,38-10 =AL
4= A, (m) 4

f) ¢Cual seria el valor de la barra 2 para que la tensién sea como maximo de 275
MPaz?.

Para la barra 2 se impone una tensién menor de 275 MPa.

lo,| <275 (MPa)

N
oy = A_z <275 (MPa) |A,=121,21 (mm?)
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16.1. Enunciados de ejercicios de Calculo Matricial

1. Dada una estructura de barras sometida a la carga como se muestra en la siguiente
figura. Los datos son: E =70 GPa, A =100 mm?, L=1m y a =30°

ATFU

Resolviendo el problema con el método de cdlculo matricial, se pide:

a) Determinar el desplazamiento vertical en el punto de aplicacién de la carga.

b) Determinar los axiles en las barras.

Calcular el campo de desplazamientos en el punto C

1

de la siguiente estructura sabiendo que la carga P estd 7 —

situada en la mitad de la barra AC. Obtener también @ -—

dicho campo de desplazamientos utilizando MATLAB. -
—
>

Datos: Lag =Lgc =Lcp =3m;  Axp = Apc =Acp =100 cm?; E=70 GPa;

N 1
Ip = Ipc =4000 em*; P=5000N; g=1 —; AT=30°C; a =107
m

3. Considérese la estructura de barras a la que se ha impuesto un desplazamiento unitario
ug = 1 en uno de sus nodos, tal y como se muestra en la siguiente figura. La longitud
de las barras horizontal y vertical es L.
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Utilizando el cdlculo matricial (idealizacién de barras), obtener:

a) Matrices global K y reducida por las condiciones de contorno Ky de la estructura

b) Obtener la fuerza segun el grado de libertad 6 que provoca el desplazamiento

unitario

c) Determinar las reacciones

4. Plantear el siguiente problema mediante cdlculo matricial

v

D Datos Material: E, I, A, G
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Utilizando el cédlculo matri- l l l lpl
cial de la rigidez, determi- @q @
nar el campo de desplaza- y| A
5. mientos de la estructura. Ob- B AT
tener también dicho campo 450
de desplazamientos utilizan- —> P,
do MATLAB. Ly=2m L=+v2m

Datos: Ly =2m; L = \/Em; Aj =Ag =100 cm?; E=70 GPa; [, =15 =4000 cm4; P,=50 kN;
kN 1

P,=10 —; AT=50°C; a=10">—
m °C

6. Usando MATLAB, calcular el campo de desplazamientos y las fuerzas de empotra-
miento (Reacciones) de la estructura.

L=1m

®"/ WT@

Datos: Ly =Lg=Lc =1 m; Ay =Apg =Ac =200cm?; E=210 GPa;

kN
Io =Ig =1c=900000 cm?; P=20 —

7. Calcular y dibujar el diagrama de esfuerzos de cada una de las barras de la estructura
conocido el campo de desplazamientos de la misma.

0 10~*mm -10~*mm 0
u®: 0l; u@: ~2,4-103mm|; u@: -2,4-103mm ;u®: 0
0 Orad Orad 0
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L=1Im

®"/ 777'@

Datos: Ly =Ly =Lc =1 m; Ay =Ag =Ac =200cm?; E=210 GPa;
kN
I, =Ig =1c =900000 cm?*; P=20 —

8. En la figura se presenta una estructura de barras con varias fuerzas. cada barra tiene
una longitud L=1 m, un modulo de Young E=1 MPa y un Area A=0.2 cm?. Las cargas
vienen definidas por P=5 N.

Los grados de libertad de cada nodo son A=(1,2), B=(3,4), C=(5,6), D=(7,8).

Se pide:

a) La matriz de rigidez en ejes locales del elemento que va del nodo B al C (N/m).
b) La matriz de rigidez en ejes globales de toda la estructura (N/m).
c) Vector global de fuerzas externas (en GDL libres) (N).
d) Vector global de desplazamientos (m).
)

e) Fuerzas de reaccién en el nodo A (N)
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9. La estructura de la figura esta formada por 3 barras articuladas, todas con la misma
longitud L, rigidez E y drea A. La barra 3-4 es vertical, y las barras 1-3 y 2-3 forman
45° con la horizontal. La barra 1-3 esta sometida a un incremento térmico que solicita
a toda la estructura.

Se pide:
a) Orden de hiperestaticidad de la estructura.
b) Numero de grados libres.
c) Matriz de rigidez reducida.

)
)
d) Vector de fuerzas nodales reducido.
e) Desplazamiento x e y del nudo 3.

)

f) Axil de la barra 2-3, considerando las tracciones positivas y las compresiones ne-
gativas.

g) Reaccion vertical en el apoyo del nodo 4.

h) Reaccién horizontal total en el apoyo del nodo 1.

1
Datos: L =1 m; A =50 mm?; E=200 GPa; AT =200°C; a=1,0- 10*6%
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10. Usando MATLAB, calcular el

16.1. Enunciados de ejercicios de Calculo Matricial

campo de desplazamientos de la estructura.

©)

Datos: Ly =Lc =2V2 m; Ly = 2m; Ap = Ag = A¢c =200cm?; E=200 MPa; F=300N

11. Usando MATLAB, calcular el

campo de desplazamientos de la estructura.

F = 300(N)

\
o

Datos: Ly =Lc=4m; Ly =6m; Ay =Ag=Ac =100cm?; E=200 GPa;

Ip =I5 =Ic =1500 cm?; F=3

N
00N; q=2 —
mm
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16.2. Solucién de ejercicios de Calculo Matricial

1. Dada una estructura de barras sometida a la carga como se muestra en la siguiente
figura. Los datos son: E =70 GPa, A =100 mm?, L=1m y a =30°

g L L L

P
2
7

Resolviendo el problema con el método de célculo matricial, se pide:

a) Determinar el desplazamiento vertical en el punto de aplicacién de la carga.

b) Determinar los axiles en las barras.

Solucion

Por la simetria de la geometria y de las cargas aplicadas, podemos simplificar la estruc-
tura como la siguiente:

Elemento 1:

» La matriz de rigidez elemental en coordenadas locales:

1 0 -1 0

w_ EA [0 0 0 0
¢ L/cosa|-1 0 1 O
0O 0 0 O
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s La matriz de rotacién:

T
T:[cqsa sma]: 2 >
—sina cos«a 1 V3
2 2
s La matriz de transformacién:
] . -
V3oL
13
1 3
— X2 0 o0
Q= 2 2
0 0 \/§ 1
15
1 3
0 0 -= =
| 2 2 |

» La matriz de rigidez de elemento 1 en coordenadas globales

[ 33 3 33 3
8 8 8 8
R B
k-EAl 3 8 8 8
T L[ 3V3 3 3V3 3
8 8 8 8
3. .M 3 V3
8 8 8 g |

Elemento 2:

» Las coordenadas locales coinciden con las coordenadas globales, por tanto, la ma-
triz de rigidez de este elemento en coordenadas globales es:

1 0 -1 0

EAlO 0 0 0
Ke‘T—l 0 1 0
0 0 0 0

[3V3 3 3v3 3 '
e e e e B
8 8 8 8
3.3 3 V3
ml A5 o g
K==-2| 3¥3 V3 33 3 )
L 4 8 8 8
O O D A
8 8 8 8
-1 0 0 0 0
0 0 0 0 0

La matriz reducida por las condiciones de contorno:
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K _EAV3
n= SL

La fuerza reducida por las condiciones de contorno:
F;,=-P/2

Entonces, el desplazamiento vertical del nudo 1 es:

4PL
EAV3

Asi que el vector de desplazamiento de todos los nudos es:

vy = Fy/Kyp = -

0 4PL
u= -
EAV3

Podemos calcular el vector de las fuerzas nodales sin reducir por las condiciones de
contorno

T
0000]

P P
F:Ku:[_@ _P \/_i — 0 0]
2 2 2 2

De aqui, se puede sacar los axiles en las barras:

NIZPYNQZO
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P

Calcular el campo de desplazamientos en el punto C 1 I

Q
@
>
—

de la siguiente estructura sabiendo que la carga P esta 7
situada en la mitad de la barra AC. Obtener también @
dicho campo de desplazamientos utilizando MATLAB.

1T

@3

Datos: Lag =Lgc =Lcp =3m;  Axp = Agc = Acp =100 cm?; E=70 GPa;

kN 1
Iog = Igc =4000 cm*; P=5000N; q=1 —; AT=30°C; a= 10—5—C
m [e]

Solucién

Para calcular el campo de desplazamiento en el punto C se pueden realizar los pasos
detallados a continuacion,

P1.- Sentido de las barras. Grados de libertad.

# 2 =43 %Ll()
@ D
q 5
oF b

(9.d.1.) = (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11)

®

“Hl!l

P2.-Condiciones de contorno.

Analizando los nudos de la estructura se puede observar que el campo de desplaza-
mientos del nudo 1,2,4 son nulos. El tinico nudo que tiene permitido todos los despla-
zamientos es el nudo 3 que coincide con los grados de libertad (7,8,9)

P3.- Matriz de la estructura.

kAC 0 ks 0
BC BC
0 KB k5 0

8 k1341C kBC kg?)C+AC+CD k3C4D

CD CD
0 0 ks kg

U&®
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P4.- Matrices elementales de cada barra.

Sentido

Barra AC
a=0°

Sentido

Barra BC
N.R.

a = 90° N.R.

Sentido

Barra CD

a=0° N.A.

N.R.

®@

L
fo =T

> ®
| rC."{‘_,'lpl‘—

o

387

1 3 7 9 !
L Eds 0 0 | =kds 0
@ 2 U” 12E1 6EI U” —12E1 6EI
3 % % I3
- 0 6ET s 4ET, 0 —6Ery  2ET
S B Ly o Le i L Lp_|
|22 0 0 | B 0 0
@_5 O —|2:"L‘,’n —Ij}:}.’n i D 12E I —6FEIlp
9 6B oijf! oE Vi
- 0 I P 0 T To
56 7 8 9
D P -A -D -P| ,_ bty
B F ‘ -D -B F P = —sin(«) %ﬂ
F C : —P —F % F = cos(a) %ﬁ
_D_PJA """" D ””” _ P D = sin(a) cos(a) ("}—4”‘1 - *.1”;5!’ )
—-B —=-F : D B —F B = sin*(a) FT*”J-L + cos?(a) %—éﬁ
F % -P -F O A = cos?(a) E‘,—':I’i + sin?(a) %fﬁ
— _
7 8 10 11
L0 -1 07
A k; _EAx 0 0 0 8/
g - - i B
P 1217071 o) @
0 0 0 Off

En el caso de la barra CD para poderla sumar mas facilmente con el resto de matrices
se puede afiadir una columna vy fila de ceros en el grado de libertad asociado al giro (9)

P5.- Vector de cargas.

La suma del vector de cargas serian las fuerzas en el nudo donde los grados de libertad

St _TB3 3 3
son distintos de cero (7,8,9) Frotal = Fpiua1 + F + Fermica

Carga Puntual en la barra AC.

Distribuida
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2 8
P
ﬁi @ b ® . Ry = g (N) M, = % (Nmm)
a l \
: = ’ = £ N M, = £L (Nmm)
M, (« ' )ag Ry=% (N 2=15
L
Lfl T TVQ 1 0
=b P(Dcmp =2 W f’mp =
‘= 3| M, _ 1[2
10
F®Puut =2 _I;l F@?’unt =8 71/
3 —ﬂ[| Uz

Carga distribuida en la barra BC.

En la barra BC las cargas estan expresadas en grados de libertad locales (4°,5°,6’,7°,8°,9).
Por tanto, la fuerza distribuida en el nudo 3 debe ser multiplicada por la matriz de
cambio de la barra BC para expresarla en coordenadas globales.

2

Q Vi= % (N) M = QL (Nmm)
o =q L 3
? y Vo = % M M,y = qu_’; (Nmm)
A ellille &
: ; 7 4 7 0
:t,[ Q L 1” I@)emp =5V f@jmp =& 15
My i Mg % M, ol — M
!1 1/2 4vi2
2] 0 1o
F®Distr =5 =W I—@Dtbtl =8|-V5
[ o| M,

Carga térmica en la barra CD.

En el caso de que se considere para una resolucién mas fécil, el giro en la barra CD,
implicard poner una fila de ceros en el grado de libertad del momento.

8 11
7 | —Nrermie
AT >0 F®Térrm;m ? [ T[(]l mma} (N)
@ C T 10 FT::'rmic'u
- I 1 Py
—_— - 10 [ Nogrmic
P{'wLpof,r(uni::uto @ F®Té1‘7rucu 1:1 |: T([’]WH‘-O} (N)

NrTérmico = B Aa AT

P5.- Campo de desplazamientos
El campo de desplazamientos en el punto C serd determinado utilizando la relacién

entre las fuerzas y desplazamientos mediante las matrices de rigidez.

F=Ku
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siendo el campo de desplazamientos en dicho punto:

’u7 =-3,46 mm ‘

ug = 6 mm

El c6digo de MATLAB para calcular el desplazamiento en el punto C se detalla a con-
tinuacion.



% Propiedades geométricas de las barras.
Lac=3000 %Unidades de mm

Ldc=3000

Lbc=3000

E=70000 %Unidades de MPa=N/mm"2
Aac=(100)*(100) %Unidades de mm”2
Adc=(100)*(100)

Abc=(100)*(100)

TIac=(4000)*(10000) %Unidades de mm~™4
Ibc=(4000)*(10000) %Unidades de mm~4

%Valor de las cargas.

P=5000 %Unidades de N (Carga puntual)

g=1 %Unidades de N/mm (Carga distribuida)

T=30 %Unidades °C

alpha=10~(-5) %Coeficiente de dilatacidén térmica. Unidades (1/9C)

%Condiciones de contorno de los desplazamientos conocidos. E1 campo de
%desplazamientos en el punto C es lo que se estd buscando

UA=[0,0,0]"' %Nudo rigido sin desplazamiento 3 g.d.l.

uB=[0,0,0]"' %Nudo rigido sin desplazamiento 3 g.d.l.

ub=[0,0]"' %Nudo articulado sin desplazamiento. 2 g.d.l.

%Construccion de la matriz elemental de la barra AC (Nudo rigido A--> Nudo
%rigido C] (Coordenadas locales)
klac=[E*Aac/Lac © © -E*Aac/Lac 0 9;
@ 12*E*Iac/(Lac”3) 6*E*Iac/(Lac”2) © -12*E*Iac/(Lac”3) 6*E*Iac/(Lac”2);
@ 6*E*Iac/(Lac”2) 4*E*Iac/(Lac) © -6*E*Iac/(Lac”2) 2*E*Iac/(Lac);
-E*Aac/Lac @ © E*Aac/Lac 0 9;
0 -12*E*Iac/(Lac”3) -6*E*Iac/(Lac”2) © 12*E*Iac/(Lac”3) -6*E*Iac/(Lac”2);
0@ 6*E*Iac/(Lac”2) 2*E*Iac/(Lac) © -6*E*Iac/(Lac”2) 4*E*Iac/(Lac)]
%E1l angulo es ©, por tanto, los ejes locales coinciden con los ejes globales.
kgac=klac

%Construccién de la matriz elemental de la barra BC (Nudo rigido B--> Nudo
%rigido C](Coordenadas locales)
klbc=[E*Abc/Lbc © @ -E*Abc/Lbc 0 9;
@ 12*E*Ibc/(Lbc”3) 6*E*Ibc/(Lbcr2) @ -12*E*Ibc/(Lbc”3) 6*E*Ibc/(Lbc2);
0 6*E*Ibc/(Lbc”2) 4*E*Ibc/(Lbc) © -6*E*Ibc/(Lbc”2) 2*E*Ibc/(Lbc);
-E*Abc/Lbc © © E*Abc/Lbc 0 0;
@ -12*E*Ibc/(Lbc”3) -6*E*Ibc/(Lbcr2) @ 12*¥E*Ibc/(Lbc”3) -6*E*Ibc/(Lbcr2);
0 6*E*Ibc/(Lbc”2) 2*E*Ibc/(Lbc) @ -6*E*Ibc/(Lbc”2) 4*E*Ibc/(Lbc)]
Lb_c=[cosd(90) -sind(90) ©;sind(99) cosd(90) 0; 0 0 1]
Rbc=[Lb_c zeros(3);zeros(3) Lb_c] %Matriz de cambio respecto a los ejes globales
% Matriz elemental de la barra BC (Coordenadas globales)
kgbc=Rbc*klbc*Rbc'

%Construccién de la matriz elemental de la barra CD (Nudo rigido C--> Nudo
%rigido D](Coordenadas locales)

kldc=(E*Adc/Ldc)*[1 © -1 0; © 00 0; -1010; 000 9]

%El angulo es @, por tanto, los ejes locales coinciden con los ejes globales.
kgdc=kldc



%Cuidado con la barra DC. Estd unida a un nudo rigido lo que implica que
%tenemos tres grados de libertad asi que se debe anadir dos filas de ceros
%y dos columnas de cero en la rigidez a la flexidn.
kfgdc=(E*Adc/Ldc)*[1 © @ -1 0 0; © 0 © 0 © 0;0 0 0 0 0 O;

- 1090100, 000000;00000 0]

%Construccién de la matriz general. Debemos de tener cuidado porque cada
%elemento de las matrices elementales deben ir a las mismas posiciones de
%las matrices globales. Cuidado con los grados de libertad

K=zeros(12)

K([1,2,3],[1,2,3])=kgac([1,2,3],[1,2,3])

K([1,2,3],[4,5,6])=zeros(3) %Lecturas por filas y por columnas
K([1,2,3],[7,8,9])=kgac([1,2,3],[4,5,6])

K([1,2,3],[10,11,12])=zeros(3)
K([4,5,6],[1,2,3])=zeros(3)
K([4,5,6],[4,5,6])=kgbc([1,2,3],[1,2, )

K([4J5)6]J[7)8J9])=kgbc([1)2)3]1[4)5) )

K([4,5,6],[10,11,12])=zeros(3)

K([7,8,9],[1,2,3])=kgac([4,5,6],[1,2,3])

K([7,8,9],[4,5,6])=kgbc([4,5,6],[1,2,3])
K([7,8,9],[7,8,9])=kgac([4,5,6],[4,5,6])+kgbc([4,5,6],[4,5,6])+kfgdc([1,2,3],[1,2,3])
K([7,8,9],[10,11,12])=kfgdc([1,2,3],[4,5,6])

K([10,11,12],[1,2,3])=zeros(3)

K([10,11,12],[4,5,6])=zeros(3)

K([10,11,12],[7,8,9])=kfgdc([4,5,6],[1,2,3])
K([10,11,12],[10,11,12])=kfgdc([4,5,6],[4,5,6])

3]
6]

%Vector de cargas.

%Carga puntual.

Rpuntuala=[0,P/2,P*Lac”2/8]" %Reacciodn en el nudo A
Rpuntualc=[0,P/2,-P*Lac”2/8]"' %Reacciodn en el nudo C

%Incremento térmico.
Rtermicac=[E*Adc*alpha*T 0 0]’ %Reaccidén en el punto C.
Rtermicad=[-E*Adc*alpha*T @ ©]'  %Reaccidén en el punto D.

%Carga distribuida.
Rdistb=[@ (g*Lbc/2) (gq*(Lbc)”2/12)]"' %Reaccidén en el punto B (locales)

Rdistb=Lb_c*Rdistb %Reaccidén en el punto B (globales)
Rdistc=[@ g*Lbc/2 -gq*Lbc”2/12]"' %Reaccidén en el punto B (locales)
Rdistcg=Lb_c*Rdistc %#Reaccidén en el punto B (globales)

%Calcular el campo de desplazamientos.S6lo he utilizado el campo de
%desplazamientos distinto de cero que serian los grados de libertad (7,8,9)
KLL=K([7,8,9],[7,8,9])

Kinv=inv(KLL)

Fp=[ -Rdistcg-Rpuntualc-Rtermicac]

u=Kinv*Fp

uprueba=KLL\Fp

ufinal=[0; 0; 0;0;0;0; u ;0;0;0]
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3. Considérese la estructura de barras a la que se ha impuesto un desplazamiento unitario
ug = 1 en uno de sus nodos, tal y como se muestra en la siguiente figura. La longitud
de las barras horizontal y vertical es L.

Utilizando el calculo matricial (idealizacién de barras), obtener:

a) Matrices global K y reducida por las condiciones de contorno Ky de la estructura

b) Obtener la fuerza segun el grado de libertad 6 que provoca el desplazamiento
unitario

c) Determinar las reacciones

Solucion

a) Sabiendo que la matriz de rigidez locales de un elemento barra (en su sistema

local) es
1 0 -1 0
EA|0 0 0 O
[K]Xlocal - T _1 0 1 0 ’ (16.1)
0 0 0 O

Xlocal

se pretende obtener las matrices de rigideces locales expresadas en el sistema glo-
bal representado en la figura mediante matrices de rotacién para proceder al en-
samblaje de la matriz global. Comenzando por el elemento barra (1) (comprendido
entre los nodos 1y 2), la expresion de su sistema de ejes local (X’) en el global (X)

es:
€l =¢€;
ey = —€
2 ! (16.2)
€3 =€y
€y =—€3

Por tanto, la matriz de giro [Rx'_,x] es
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0 -1 0 0
1 0 0 O
Rx-xI=|y o o -1 (16.3)
0 0 1 0
Asi, la matriz de rigidez del elemento (1) se expresa como
0 0 0 O
1 1
S ELSTIRELSTIN I 1 _EAj0 1 0 -1
[ ]X_[[K K3, x_[Rx'*X][K e ®xx1=Tlo o o o
0 -1 0 1[
(16.4)

donde se ha destacado también la representaciéon en submatrices por grados de
libertad involucrados. Esta representacion se utilizara posteriormente para el en-
samblaje de la matriz de rigidez.

El elemento (2) comprende los nodos 2 y 3, y los vectores de sus sistema de re-
ferencia X” en funcién del sistema de referencia global adquieren la siguiente
expresion:

en = \2/2
ey = V2/2
e3r = \2/2
ey = \/5/2

Con ello, la matriz de giro [Rx»_x] es

€3—¢€4
€3+ ey
€5~ ¢€¢
€5 +€q

PP

)
)
) (16.5)
)

1 1 0 0
V2.1 1 0 o0
0 0 -1 1

por lo que la matriz de rigidez global del elemento (2) es

1 -1 -1 1
EA |-1 1 1 -1

vaLl-1 1 1 -1

1 -1 -1 1],

[Kz]x = [Rx7-x] [Kz]x,, [Rx_x"]= (16.7)

Noétese que L, = V2L. Por tltimo, para el elemento (3) (nodos 1 a 3) se observa que
ejes locales y globales coinciden (para la construccién de su matriz de rigidez en
ejes globales) i.e. [Rx»_x] = I. Por tanto, su matriz de rigidez en ejes globales es

[K°], = K, (16.8)
Con todo ello, el ensamblaje de la matriz de rigidez global es del siguiente modo
Kj, + K3 Ki, K7;

K]y = K%l K}, Eng 21<§3 . (16.9)
K5 K3, K35+ K35
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Sustituyendo los resultados obtenidos previamente,

[1 O 0 0 -1 0
0 1 0 -1 0 0
o o L _1 _1 1
EA
TN P A AT
L 2v2 2V2 2¢2 2v2
-1 o --L L 1+-L _—_L
2V2 2v2 V2 2V2
o o L 1 1 1
2V2 2V2 V2 2v2 Ix

Los grados de libertad permitidos (o libres, f) son 4 y 5, por lo que la matriz
reducida por las condiciones de contorno Ky es

1 1
14—
_|Kas Kys| _EA 2V2 242
<rhe={kay kol =T | I 1 (16.11)
* V2 H V2
242 22 I

Para obtener dicha fuerza, es necesario resolver primero los desplazamientos li-
bres. Para ello, se realiza la condensacion estdtica de la matriz de rigidez. Sabiendo
que la expresiéon f = Ku puede separarse por grados de libertad libres (f) y res-
tringidos (), es posible expresar:

Krr Ky ffu f
ff ™R 2 [ 16.12
P R o2
Expandiendo la primera ecuacién de la relacién previa,

Kffuf+Kfrur:ff:> uf:K}Jl((ff—Kfrur) (16.13)

De la figura se extrae que los desplazamientos restringidos son u, = [0,0,0,-1]".
Asi,

us = —K;}Kfrur = (16.14)

2 1

=l
Conocidos los desplazamientos libres uy, de la segunda expresién de la Ecua-

cién (16.12) pueden obtenerse las fuerzas de reaccién i.e.

fr:Krfuf+K,rur (16.15)

Como la fuerza pedida es fg, se toma la tltima relaciéon de (16.15)

fe=  Keaug+Kesus  + Keptg = —( (16.16)
—_— [

tltimo componente de K, fu,  dltimo componente de K,,u,
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c¢) Por altimo, se piden el resto de reaccionesi.e. f, v f3

Para este problema concreto, sabiendo que los grados de libertad libres son f = 4,5
y los restringidos sonr = 1,2,3,6,y que u; = u; = u3 = 0, dichas reacciones pueden
expresarse como

fz-:K,-4u4+Ki5u5+Ki6(—1), i:1,2,3 (1617)

Operando, se llega al resultado final

f__\/E—I%

T2 L

foY2-LEA (16.18)
2 L

f_l—x/EEA

T2 L
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4. Plantear el siguiente problema mediante cdlculo matricial

v

v

D Datos Material: E, I, A, G

Solucién

Fijandonos en la barra superior, nodo A a B, vemos que es de rigido, con tres grados de
libertad que llamamos 1,2 3, a articulado con dos grados de libertad 4y 5

v

A

/

AN
A (1’2’3) S B (4,5)

Entonces la matriz de rigidez es:

EA 0 o -E 0
o 3£ 3B o _3E
-0 o £ 0
0 34 34 o 3%
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Para la barra que va de B a C, sabiendo que el dngulo es 45 grados pero geometria,
dando a Clos grados de libertad 6 y 7

A B (4,5)

C(6,7)

llegamos a la matriz

1 1 -1 -1
1 1 -1 -1| EA

fsc=I_1 1 1 1 V2L
-1 -1 1 1

Comprobando las fuerzas en los nodos, y considerando las reacciones, tenemos

Hy
Fp=|Vy
My
0
el
_(Hc
fe= (VC)
Y los desplazamientos en nodos
0
Up = 0
0
—
B\
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Asi, el resultado ensamblado entero es

Y la solucidn viene de resolver

. Ao 0 -£4 0 0 0,
vA 0 3 3E 0 —3£L 0 o,
A 0 3ﬁ 3ﬁ 0 —3h 0 0

My 17 L P 0
_EA 0 0 EA |, _EA EA _EA __EA

0 |= L L 7 ovaL 2v2L 24/2L 2v2L || u
0 _3El _3EI EA E[ [ EA _EA _EA

-P L3 L2 V2L 37" ovar  2var aver ||V

Hc 0 0 0 " EA _EA EA EA 0
242L 242L 2V2L 242L

V. 0 0 0 _EA _EA EA EA 0
242L 242L 242L 2v2L
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Utilizando el cédlculo matri- l l l lpl
cial de la rigidez, determi- @q @
nar el campo de desplaza- y| A
5. mientos de la estructura. Ob- B AT
tener también dicho campo 450
de desplazamientos utilizan- —> P,
do MATLAB. Ly=2m L=+v2m

Datos: L, =2m; L = V2 m; Ap =Ap =100 cm?; E=70 GPa; I, =I5 =4000 cm*; P,=50 kN;
kN 1

P,=10 —; AT=50°C; a=10"—
m °C

Soluciéon

a) Para calcular el campo de desplazamiento de la estructura se realizaran los si-
guientes pasos:

P1.- Sentido de las barras. Grados de libertad.

P2.- Condiciones de contorno.
Esta estructura tiene 3 grados de libertad (4,5,6) que son los movimientos permi-
tidos de la estructura.

u; =0 v ug =0
u@: u, =0{; u@:[u4¢0:|; u =(uy; =0
U.3:0 > u8:0

P3.- Matriz de la estructura.

A A
kll k12 0
[Klg = [k5 k55° k3,

B B
0 k32 k33

P4.- Matrices elementales de cada barra.

Barra A: (1) [Nodo Rigido (1,2,3)] — (2) [Nodo Articulado (4,5)] (a = 0°. Los ejes
locales coinciden con los ejes globales de la estructura.)
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- EA, —EA,
A0 0 oo
3EI 3EI —3EI
0 A A 0 A
L3 L3 L3
A A
kll k12
0 3EI,  3El, 0 —3EI,
Kg-1L = = 2 T 12
Ly A A
Ky, k.
21 22
—EA, EA,
. ¢ 0o T 0
—3EI —3EI 3EI
0 A A 0 A
L3 L% L |

quedando la matriz de rigidez al sustituir los datos,

[3,5-10° 0 0 -3,5-10° 0
0 1050  2,1-10° 0 -1050
Kg = 0 2,1-10° 4,2-10° 0 -2,1-10°| (N,mm)
-3,5-10° 0 0 3,5-10° 0
0 -1050 -2,1-10° 0 1050

Barra B: (3) [Nodo Rigido (6,7,8)] — (2) [Nodo Articulado (4,5)] (a = 135°. Los ejes
locales no coinciden con los ejes globales de la estructura)

- EAg _EAg
a9 0 FAoo
3El;  3EI _3EI
0 B B 0 B
. Ly L Ly
k k
33 ™32 0 3El;  3El 0 =3Eh
Kp = = L2 Lg L2
kB kB B B
23 K
_EAg EAg
. ¢ 0o T 0
_3El; 3EI 3EI
0 B B 0 B
L3 L2 Ly |

La matriz de rigidez de la barra B se expresa en coordenadas globales cuando se
multiplica por la matriz de rotacién,

Kg =LpKi L]
siendo,

cos(a) —sin(a)

0
Ry 03x2]; R, =|sin(a) cos(a) 0} R2=[
1

Lo — cos(a) —sin(a)
P70 Ry
0 0

sin(a)  cos(a)

La matriz de la barra B en coordenadas locales es la misma que la matriz de la
barra A en coordenadas globales siendo la matriz B en coordenadas globales,
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[ 0,0002 -0,0002 -0,0015 -0,0002 0,0002 ]
-0,0002 0,0002 -0,0015 10,0002 -0,0002
K =10%|-0,0015 -0,0015 4,2 0,0015 0,0015 | (N,mm)

-0,0002 0,0002 0,0015 -0,0002 0,0002

| 0,0002 -0,0002 0,0015 -0,0002 0,0002 ]

P5.- Vector de cargas.
FTotal = FPuntual + FDistribuida + FTérmica

5.1.- Carga Puntual en el nodo (3).

P, 50000
FPuntual =[(0]= 0 (N,mm) G.d.l (6,7,8)
0 0

5.2.- Carga distribuida en la barra A.

Las reacciones en los nodos (1) y (2) son las fuerzas de empotramientos mientras
que las fuerzas se obtienen cambiando de signo las fuerzas de empotramiento,

5P L 3P L _PyL?
VI - 8 ’ V2 - 8 ) M] = 8
0 0
D = p0 = |v,|=-| 12500 |(N,mm) Py
d o LU
@ @ 0
Gdl (1,23) FS5, = -Pemp = - v,| = @ . 0 @
0 A
_[7500] (N,mm) vy Tvz
G.d.L (4,5)

5.3.- Carga térmica en la barra B.

El axil térmico es una reaccién en la direccién de la barra B en los nodos 2) y
(3). Dicho axil es una fuerza de empotramiento local que se transformara en una
fuerza global proyectdndola y cambiandole el signo,

Ntérmico = EAaAT=3,5- 10°
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el axil térmico en los ejes locales, F?L = _ngl =
_ [E Ag‘ AT] (N) G.d.L. (4,5
EA a AT
Y =p2 = 0 |(Nmm)Gdl(6,7,8)
0
el axil térmico en los ejes globales, )
®_ @ _| _v2|_[-247-10°
FT,G = Pemp,G - __NT_ - i 2, 47 105 | (N)
G.d.l. (4,5)
N2
® ® N—1 [247-10°]
FrG=Pempc = _Nﬁ =[-2,47-10°|(N,mm)
2 i 0
0

G.d.l (6,7,8)
P5.- Determinar el campo de desplazamientos
El calculo del campo de desplazamientos serd determinado utilizando la rela-

cién entre las fuerzas y desplazamientos para los grados de libertad del problema
(4,5,6).

F=Ku

Por tanto, la matriz de rigidez de la estructura considerando los grados de libertad
(4,5,6) es,
5,2553 -1,7448 -1,7553
K=10%|-1,7448 1,7658 11,7448 | (N,mm) G.d.l. (4,5,6)
-1,7553 11,7448 1,7553
y el vector de cargas en los mismos grados de libertad es,

2
Y2
\/_2 -2,47-10°
Fre=|NY2 _v,|=|239-10° | (N) G.dL (45,6)
\% 2,97.10°
N7+P2

siendo -el campo de desplazamientos de la estructura,
luy=0,1429 mm |

lus = 17,7244 mm |

|ug =19,4560 mm |

El c6digo de MATLAB para calcular el campo de desplazamientos se detalla a conti-
nuacion.



% Propiedades geométricas de las barras.
La=2000 %Unidades de mm

Lb=2000

E=70000 %Unidades de MPa=N/mm"2
Aa=(100)*(100) %Unidades de mm"2
Ab=(100)*(100)

Ia=(4000)*(10000) %Unidades de mm™4
Ib=(4000)*(10000) %Unidades de mm~4

%Valor de las cargas.

P=50000 %Unidades de N (Carga puntual)

g=10 %Unidades de N/mm (Carga distribuida)

T=50 %Unidades 2°C

alpha=10~(-5) %Coeficiente de dilatacidén térmica. Unidades (1/9C)

%Condiciones de contorno de los desplazamientos conocidos.
ul=[0,0,0]"' %Nudo rigido sin desplazamiento 3 g.d.l.
u3=[0,0]" %Nudo rigido sin desplazamiento en el vertical y en el giro.

%Construccion de la matriz elemental de la barra A (Nudo rigido 1--> Nudo
%rigido 2] (Coordenadas locales)
kla=[E*Aa/La © @ -E*Aa/La 0;

@ 3*E*Ia/(La”3) 3*E*Ia/(La”2) @ -3*E*Ia/(La"3);

0 3*E*Ia/(La”2) 3*E*Ia/(La) @ -3*E*Ia/(La”2);

-E*Aa/La @ © E*Aa/La 0O,

@ -3*E*Ia/(La”3) -3*E*Ia/(La”2) © 3*E*Ia/(La”3)]
%El angulo es ©, por tanto, los ejes locales coinciden con los ejes globales.

kga=kla

%Construccién de la matriz elemental de la barra B (Nudo rigido 3--> Nudo
%articulo 2](Coordenadas locales)
klb=[E*Ab/Lb © © -E*Ab/Lb O;
@ 3*E*Ib/(Lb”3) 3*E*Ib/(Lb”2) @ -3*E*Ib/(Lb"3);
@ 3*E*Ib/(Lb”2) 3*E*Ib/(Lb) @ -3*E*Ib/(Lb*2);
-E*Ab/Lb @ @ E*Ab/Lb 0;
@ -3*E*Ib/(Lb”3) -3*E*Ib/(Lbr2) @ 3*E*Ib/(Lb”3)]
R1=[cosd(135) -sind(135) ©;sind(135) cosd(135) ©; © © 1]
R2=[cosd(135) -sind(135);sind(135) cosd(135)]

Rbc=[R1 zeros(3,2);zeros(2,3) R2] %Matriz de cambio respecto a los ejes globales
% Matriz elemental de la barra BC (Coordenadas globales)
kgb=Rbc*klb*Rbc"'

%Construccion de la matriz general. Debemos de tener cuidado porque cada
%elemento de las matrices elementales deben ir a las mismas posiciones de
%las matrices globales. Cuidado con los grados de libertad

K=zeros(8)

K([1,2,3],[1,2,3])=kga([1,2,3],[1,2,3])
K([1,2,3],[4,5])=kga([1,2,3],[4,5]) %Lectura por fila y por columna
K([1,2,3],[6,7,8])=zeros(3) %cada una de las matrices.
K([4,5],[1,2,3])=kga([4,5],[1,2,3])

K([4,5],[4,5])=kga([4,5],[4,5])+ kgb([4,5],[4,5])
K([4,5],[6,7,8])=kgb([4,5],[1,2,3])



K([6,7,8],[1,2,3])=zeros(3)
K([6,7,8],[4,5])=kgb([1,2,3],[4,5])
K([6,7,8],[6,7,8])=kgb([1,2,3],[1,2,3])

%Vector de cargas.
%Carga puntual.
Fp456=[0 © P]' %Fuerza en el nudo 3

%Incremento térmico.
Rtermica2=[E*Ab*alpha*T*cosd(45) -E*Ab*alpha*T*sind(45)] %Reaccidén en el nudo 2.
Rtermica3=[-E*Ab*alpha*T*cosd(45) E*Ab*alpha*T*sind(45) 0]'%Reaccidén en el nudo 3.

Ft456=[-E*Ab*alpha*T*cosd(45) +E*Ab*alpha*T*sind(45) o]’
Ft645=[0 @ E*Ab*alpha*T*cosd(45)]"'

%Carga distribuida.

Rdistl=[@ 5*qg*La/8 g*La"2/8]' %Reaccidén en el nudo 1(glocales)
Rdist2=[@ 3*g*La/8] %Reaccion en el nudo 2(globales)

Fd456=-[0 3*g*La/8 @]

%Calcular el campo de desplazamientos.S6lo he utilizado el campo de
%desplazamientos distinto de cero que serian los grados de libertad (4,5,6)
KLL=K([4,5,6],[4,5,6])

Kinv=inv(KLL)

Fp= Fd456+Ft645+Ft456+Fp456

u=Kinv*Fp

uprueba=KLL\Fp

ufinal=[0; ©; 0; u;0;0]
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6. Usando MATLAB, calcular el campo de desplazamientos y las fuerzas de empotra-
miento (Reacciones) de la estructura.

L=1m

O 7

77O

Datos: Ly =Lg=Lc =1 m; Ajy = Ag =Ac =200cm?;

I, =Ig =1c =900000 cm?*; P=20 —

Solucion

kN

El campo de desplazamientos de la estructura es,

u@:

u® =

0

,0<

»
0

0

0

(mm,rad); u

(mm,rad)

1074

@ = —2,4-1073 [ (mm,rad); u®

0

E=210 GPa;

-1074

0

=|-2,4-1073|(mm,rad)

Las fuerzas de empotramiento (reacciones) en cada una de las barras,

p®

emp —

10°

0,10
-0,0071
0,8274
-0,10
0,0071

-7,9196

(N,Nmm); Pp =10°

[ 0,0071 ]
0,1
7,9196
-0,0071
0,1

|-7,9196

(N,Nmm); P

© _105

emp —

)

0,10
0,0071
-0,8274
-0,10
-0,0071

(N,Nmm);

| 7,9196 |



% Propiedades geométricas de las barras.
La=1000 %Unidades de mm

Lb=1000

Lc=1000

E=210000 %Unidades de MPa=N/mm"2
Aa=(200)*(100) %Unidades de mm"2
Ab=(200)*(100)

Ac=(200)*(100)

Ia=(900000)*(10000) %Unidades de mm~™4
Ic=(900000)*(10000) %Unidades de mm~™4
Ib=(900000)*(10000) %Unidades de mm~™4

%Valor de la carga.
P2=20 %Unidades de N/mm (Carga distribuida)

%Condiciones de contorno de los desplazamientos conocidos.
ul=[0,0,0]"' %Nudo rigido sin desplazamiento 3 g.d.l.
u4=[0,0,0]"' %Nudo rigido sin desplazamiento 3 g.d.l.

%Construccion de la matriz elemental de la barra A(Nudo rigido 1--> Nudo
%rigido 2] (Coordenadas locales)

kla=[E*Aa/La © © -E*Aa/La @ 0;
@ 12*E*Ia/(La”3) 6*E*Ia/(La”2) @ -12*E*Ia/(La”3) 6*E*Ia/(La’2);

0 6*E*Ia/(La™2) 4*E*Ia/(La) © -6*E*Ia/(La”2) 2*E*Ia/(La);

-E*Aa/La © 0 E*Aa/La 0 0;

@ -12*E*Ia/(La”3) -6*E*Ia/(La”2) @ 12*E*Ia/(La"3) -6*E*Ia/(La"2);

@ 6*E*Ia/(La™2) 2*E*Ia/(La) @ -6*E*Ia/(La”2) 4*E*Ia/(La)]

Lat=[cosd(90) -sind(90) ©;sind(90) cosd(90) 0; @ 0 1]
Ra=[Lat zeros(3);zeros(3) Lat] %Matriz de cambio respecto a los ejes globales

% Matriz global de la barra A (Coordenadas globales)
kga=Ra*kla*Ra'

%Construccién de la matriz elemental de la barra B (Nudo rigido 2--> Nudo
%rigido 3](Coordenadas locales=Coordenadas globales)
klb=[E*Ab/Lb © © -E*Ab/Lb 0 0;
@ 12*E*Ib/(Lb”3) 6*E*Ib/(Lb*2) @ -12*E*Ib/(Lb”3) 6*E*Ib/(Lb"2);
@ 6*E*Ib/(Lb”2) 4*E*Ib/(Lb) @ -6*E*Ib/(Lb”2) 2*E*Ib/(Lb);
-E*Ab/Lb @ © E*Ab/Lb © ©;
@ -12*E*Ib/(Lb"3) -6*E*Ib/(Lb”2) @ 12*E*Ib/(Lb"3) -6*E*Ib/(Lb"2);
@ 6*E*Ib/(Lb”2) 2*E*Ib/(Lb) @ -6*E*Ib/(Lb”2) 4*E*Ib/(Lb)]

%E1l angulo es O, por tanto, los ejes locales coinciden con los ejes globales.
kgb=k1b

%Construccién de la matriz elemental de la barra C(Nudo rigido 4--> Nudo
%rigido 3] (Coordenadas locales)
klc=[E*Ac/Lc @ © -E*Ac/Lc @ 0;
0 12*E*Ic/(Lc”3) 6*E*Ic/(Lc”2) @ -12*E*Ic/(Lc”3) 6*E*Ic/(Lc”2);
@ 6*E*Ic/(Lc"2) 4*E*Ic/(Lc) © -6*E*Ic/(Lc”2) 2*E*Ic/(Lc);
-E*Ac/Lc © @ E*Ac/Lc 0 0;
0 -12*E*Ic/(Lc”3) -6*E*Ic/(Lc”2) © 12*E*Ic/(Lc”3) -6*E*Ic/(Lc”2);



0 6*E*Ic/(Lc”2) 2*E*Ic/(Lc) © -6*E*Ic/(Lc”2) 4*E*Ic/(Lc)]

Lct=[cosd(90) -sind(90) ©;sind(90) cosd(90) 0; @ 0 1]
Rc=[Lct zeros(3);zeros(3) Lct] %Matriz de cambio respecto a los ejes globales

% Matriz global de la barra B (Coordenadas globales)
kgc=Rc*klc*Rc'

%Construccién de la matriz general. Debemos de tener cuidado porque cada
%elemento de las matrices elementales deben ir a las mismas posiciones de
%las matrices globales. Cuidado con los grados de libertad

K=zeros(12)

K([1,2,3],[1,2,3])=kga([1,2,3],[1,2,3])
K([1,2,3],[4,5,6])=kga([1,2,3],[4,5,6]) %Lectura por filas y por columnas de
K([1,2,3],[7,8,9])=zeros(3) %cada matriz.
K([1,2,3],[10,11,12])=zeros(3)

K([4,5,6],[1,2,3])=kga([4,5,6],[1,2,3])
K([4,5,6],[4,5,6])=kga([4,5,6],[4,5,6])+kgb([1,2,3],[1,2,3])
K([4,5,6],[7,8,9])=kgb([1,2,3],[4,5,6])

K([4,5,6],[10,11,12])=zeros(3)

K([7,8,9],[1,2,3])=zeros(3)

K([7,8,9],[4,5,6])=kgb([4,5,6],[1,2,3])
K([7,8,9],[7,8,9])=kgb([4,5,6],[4,5,6])+kgc([4,5,6],[4,5,6])
K([7J819]J[1@:11:12])=kgc([415)6]:[1:213])

K([10,11,12],[1,2,3])=zeros(3)

K([10,11,12],[4,5,6])=zeros(3)

K([10,11,12],[7,8,9])=kgc([1,2,3],[4,5,6])
K([1e,11,12],[10,11,12])=kgc([1,2,3],[1,2,3])

%Vector de cargas.

%Carga distribuida.

Rdist2=[@ (P2*Lb/2) (P2*(Lb)72/12)]' %Reaccidn en el nudo 2 (Barra B)
Rdist3=[0 P2*Lb/2 -P2*Lb”2/12]"' %Reaccidén en el nudo 3 (Barra B)

%Calcular el campo de desplazamientos.S6lo he utilizado el campo de
%desplazamientos distinto de cero que serian los grados de libertad (7,8,9)
KLL=zeros(6)
KLL([1,2,3],[1,2,3])=K([4,5,6],[4,5
KLL([1,2,3],[4,5,6])=K([4,5,6],[7,8
KLL([4,5,6],[1,2,3])=K([7,8,9],[4,5
KLL([4,5,6],[4,5,6])=K([7,8,9],[7,8
Kinv=inv(KLL)

Fp2=-[Rdist2; ©;0;0]

Fp3=-[ 0;0;0; Rdist3]

Fp=Fp2+Fp3

u=Kinv*Fp

)
I
)=
)

B

upruebal=KLL\Fp
ufinal=[0@; ©; 0; u ;0;0;0]

u2n=[ufinal(4); ufinal(5); ufinal(6)] %globales desplazamiento del nudo 2
udn=[ufinal(7); ufinal(8); ufinal(9)] %globales desplazamiento del nudo 3



%Pempotramiento Barra A
u2l1=[0;0;0;Lat"'*u2n] %Desplazamiento en A locales
PempA=kla*u2l

%Pempotramiento Barra C
u3l=[0;0;0;Lct'*u3n] %Desplazamiento en C locales
PempC=klc*u3l

%Pempotramiento Barra B
ubl=u %Desplazamiento en B locales
PempB=klb*ubl+[Rdist2;Rdist3] %Sumar la carga distribuida
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7. Calcular y dibujar el diagrama de esfuerzos de cada una de las barras de la estructura

conocido el campo de desplazamientos de la misma.

10~4mm -10~*mm 0
u®: 0l; u®: ~2,4-10 3 mm; u@: -2,4-103mm ;u@: 0
0 Orad Orad 0

OF 7
L=1m A o
®"/ 777‘@
L=1m

>

Datos: Ly =Ly =Lc =1 m; Ay =Apg =Ac =200cm?; E=210 GPa;

kN
Io =Ig =1c=900000 cm?*; P=20 —

Solucion

El campo de desplazamientos dado esta expresado en las coordenadas globales del
problema para cada uno de los nodos de la estructura y con el sentido indicado en

cada una de las barras de la figura.

O,

.
Gvg ®
4 A 4’_)

=)

N\y

A

2
2:’
Sg 5177

®

31

9’1\
8! 4-\

o A

11
‘7‘%77‘ $—’ 10
12

8
9
$—> 7

@

Para dibujar los esfuerzos asociados a cada barra se tienen que expresar los desplaza-
mientos en ejes locales de la misma. En este problema, todas las barras tienen la misma
matriz de rigidez elemental (Nodo Rigido-Nodo Rigido),
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L
0 12EI  GEI 0 _I12EI  6EI
L’ L? L’ L?
6EI 4EI 6EI 2EI
o T T 0 -5 T
K=
-0 0 B0 0
12EI 6EI 12EI 6EI
0 - 1 0 T
6EI 2EI 6EI 4EI
o T T 0 T T

Barra A: (1) [Nodo Rigido (1,2,3)] — (2 [Nodo Rigido (4,5,6)] (a = 90°). Los ejes loca-
les (1°,2°,3°,4’,5’,6”) no coinciden con los ejes globales de la estructura (1,2,3,4,5,6) por
tanto, el campo de desplazamientos dado debe ser rotado para calcular las fuerzas de
empotramiento, siendo la matriz de rotacion,

cos(a) -sin(a) 0
R=[|sin(a) cos(a) O
0 0 1

El campo de desplazamientos locales de la barra A es,

0 -0,0024mm
u%D = RTu® =|(0}; u@ = RTu@ ={-0,0001 mm
0 Orad

El vector de fuerzas de empotramiento en ejes locales es,

Pemp = Ku
siendo,
0,1000N ~0,1000N
PempED =10°| —0,0071N |; Pemp? =10°| 0,0071N
0,8274Nmm -7,9196 Nmm

Barra B: (2) [Nodo Rigido (4,5,6)] — (3) [Nodo Rigido (7,8,9)]. Los ejes locales coinciden
con los ejes globales siendo el campo de desplazamientos

104 mm -104mm
u@: -2,4-103mm/|; u@: -2,4-103mm
Orad Orad

La barra B tiene una carga distribuida que hay que sumar al vector de fuerzas de em-
potramiento,

Pemp = Ku + Pemp,distr

siendo,
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0N 0N
Pemp,distr@ =10° 0,01N ; Pemp,distr@ =10° 0,01N
1,6667 Nmm -1,6667 Nmm

quedando finalmente el vector de fuerzas de empotramiento total en la barra B,

1.0e+05*

0,0071N ~0,0071N
Pemp@=105| 0,IN |; Pemp® =10° 0,1N
7,9196 Nmm ~7,9196 Nmm

Barra C: (4) [Nodo Rigido (10,11,12)] — (3 [Nodo Rigido (7,8,9)] (a = 90°). Los ejes lo-
cales (10°,11°,12%,7°,8°,9’) no coinciden con los ejes globales de la estructura (10,11,12,7,8,9)
por tanto, el campo de desplazamientos dado tiene que rotarse,

@ 0 ® -0,0024mm
uy :RTu@: O up :RTu@: 0,000l mm
0 Orad

El vector de fuerzas de empotramiento en ejes locales es,

Pemp = Ku
siendo,
@ 0,1000N ® -0,1000N
Pemp;~ = 10° 0,0071N  |; Pemp;” = 10°| -=0,0071N
-0,8274Nmm 7,9196 Nmm

En el diagrama de esfuerzos de la estructura se observa la simetria de los esfuerzos al
ser una estructura simétrica,
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0,11

Ny - 10°(N)
0,0071
[ |~
’ !
0 ]
—1 0,1
7,9196 M, - 10°(Nmm)
7,9196 Z\Eg ) B

Vy - 105(N) 0.1

.
Ll A
—>

0,0071
7,9196

&Afé ) 7,9196

N

O

0,8274

0,0071



Capitulo 16. Calculo Matricial 413

8. En la figura se presenta una estructura de barras con varias fuerzas. cada barra tiene
una longitud L=1 m, un modulo de Young E=1 MPa y un Area A=0.2 cm?. Las cargas
vienen definidas por P=5 N.

Los grados de libertad de cada nodo son A=(1,2), B=(3,4), C=(5,6), D=(7,8).

Se pide:

a) La matriz de rigidez en ejes locales del elemento que va del nodo B al C (N/m).
b) La matriz de rigidez en ejes globales de toda la estructura (N/m).

c) Vector global de fuerzas externas (en GDL libres) (N).
)

)

d

e) Fuerzas de reaccion en el nodo A (N)

Vector global de desplazamientos (m).
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Solucion

La estructura dada es

D (7,8)

777777777 ﬁ A(1,2)

Que vemos solo tiene barras y 8 grados de libertad.

Primero vamos a pasar las fuerza a los nodos, para la barra entre los nodos B y D,
tenemos

/2

calculando las reacciones suponiéndola aislada e hiperestatica, llegamos a
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Asi

N

Para la barra entre los nodos B y D, podemos aplicar el principio de superposicién y
separar el estudio de las dos fuerzas en dos estudios con una fuerza, tal como se ve a
continuacién, suméandose las reacciones

L/4
— o
C B
P/2
L/4 /4
NN N g
C [~
|
c B
P/2 P/2 L/4
>
c b/ B

calculando las reacciones suponiéndola aislada e hiperestatica,para cada caso y suman-
do, llegamos a

llegamos asi al sistema de la figura siguiente donde la fuerzas se han trasladado a los
nodos
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) C(5,6)
P2

X A(1,2)

Sumando las fuerzas en el nodo B, obtenemos que la fuerza en B es:

que nos da la estructura siguiente

008) c (5,6)

P/2 P/2

™
il a=45°

(2)2p/2

X A(1,2)

y, por tanto, permite estudiar la estructura con simetria tal como se ve en la figura
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) C(56)

P/2

B(3,4)
@  q=450
(2)v2p/4
A2
A(1,2)

A continuacién haremos la resolucién sin contar la simetria, si usdramos la simetria,
tendriamos un sistema con 6 grados de libertad donde las contribuciones de los nodos
A y B serfan la mitad y la fuerza la mitad. Se reconstruiria la matriz entera doblando
esas contribuciones y copiando las contribuciones de los GDL 5y 6 alos GDL 7y 8.

(1)
La matriz de rigidez en coordenadas locales del nodo B al C, que es la matriz local de
una barra, es:

1 0 -1 0 1 0 -1 0
, |0 0o o ofEA_, 10 0 0 o0
kec=|_1 o 1 o|T =kc=20|_1 ¢ 1 ofN/™
00 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
01 0 -1 0 0 0 0
0 0 1 0 -1/2 -1/2 -1/2 1/2
0 -1 0 2 —1/2 -1/2 172 -1/2
K=2010 o _12 212 12 12 0 o |N/m
0 0 -1/2 -1/2 1/2 1/2 0 0
0 0 -1/2 1/2 0 0o 12 -1/2
0 0 1/2 -1/2 0 0 -1/2 1/2

(2)

Para pasar a coordenadas globales usamos el giro de la matriz local, que es

cos?(a) cos(a)sin(a) —cos?(a) —cos(a)sin(a)
k= cos(a)sin(a) sin?(a) —cos(a)sin(a) —sin®(a) EA
| —cos?(a) —cos(a)sin(«) cos?(a) cos(a)sin(a) | L

—cos(a)sin(a) —sin’(a) cos(a)sin(a) sin?(a)
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Para la barra que va del nodo A al B, tendriamos a = 90, asi su contribucién es

g _
kAB_

EA

L

0 0
0 1
0 0
0 -1

o O O O

Para la barra que va del nodo B al C, tendriamos « = 45, asi su contribucién es

Para la barra que va del nodo B al D, tendriamos

1 1

g _EAIL 1
BC 2L (-1 -1
-1 -1

8§ _
kBD_

EA

1 -1

EA|-1 1
2L|-1 1

1 -1

-1 -1
-1 -1
1 1
1 1

a = 135, asi su contribucién es

-1 1
1 -1
1 -1
-1 1

la matriz total del sistema se construye sumando todas las contribuciones anteriores
en los grados de libertad correspondientes, por facilidad, es interesante recordar que
es simétrica. El resultado es:

3)

20

[N eleloNoNeNoNe)

N elNeleoNoNelNeNe)

|
—_

S = O

-1

0 -1/2
0 -1/2

0
0
1

0

0

-1

0 -1/2 1

0 1/2

0
0
1
0
-1/2
-1/2

-1/2
1/2

0
-1
0
2
-1/2
-1/2
1/2
-1/2

-1/2
-1/2

0o -1/2 -1/2 -1/2 1/2
2 -1/2 =172 1/2 -1/2
/72 172 0 0
172 172 0 0

/2

-1/2

0
0
-1/2
-1/2
1/2
1/2
0
0

0 0 0
0 0 0

0 /2 -1/2

0 -1/2 1/2
0 0 0
0 0 0
~1/2 -1/2 1/2
“1/2 1/2 -1)2
172 0 o [N/m
172 0 0
0 12 -1/2
0 -1/2 1/2

El vector de fuerzas considerando todas las contribuciones (incluso las reacciones y
consideradas en direccién positiva) es

T
F=(Hy Vo 0 -2P Ho-% Ve-% Hp+¥ vp-¥)

4
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T
P:(:O 0 0 -354 00 0 0) N

Los grados de libertad del sistema, viendo las restricciones de la estructura, dan lugar
al siguiente vector de desplazamientos

u=(0 0 «¥ uf 0 0 0 0)

Asi el vector de fuerzas en coordenadas globales en los GDL libres (que son los GDL 3
y 4), es

T
F=(0 0 0 -¥2P 0 0 0 0)

(4)

El sistema se resuelve usando la ecuaciéon

F=kU

donde solo hay que considerar la contribucién de los GDL 3 y 4 (por simetrias vemos
que solo seria necesario resolver el 4).

EA
OZTME
V2, _2EA
2 LY

Asi obtenemos el siguiente vector de desplazamientos en coordenadas globales:

U:(o 0 0 _% 00 0 o)T:(o 0 0 —0,088 0 0 0 O)Tm

(5)

Finalmente se nos pie las reacciones en el nodo A, para ello usamos la primera y se-
gunda filas de la matriz K por nuestro vector de desplazamiento y obtenemos:

HA:0

V2

Vi=—~=P=1,77N
ATy
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9. La estructura de la figura esta formada por 3 barras articuladas, todas con la misma
longitud L, rigidez E y drea A. La barra 3-4 es vertical, y las barras 1-3 y 2-3 forman
45° con la horizontal. La barra 1-3 esta sometida a un incremento térmico que solicita
a toda la estructura.

Se pide:
a) Orden de hiperestaticidad de la estructura.
b) Numero de grados libres.
c) Matriz de rigidez reducida.

)
)
d) Vector de fuerzas nodales reducido.
e) Desplazamiento x e y del nudo 3.

)

f) Axil de la barra 2-3, considerando las tracciones positivas y las compresiones ne-
gativas.

g) Reaccidn vertical en el apoyo del nodo 4.

h) Reaccién horizontal total en el apoyo del nodo 1.

1
Datos: L =1 m; A =50 mm?%; E=200 GPa; AT =200°C; a=1,0- 10-6¥

Solucion

a) Orden de hiperestaticidad de la estructura.
El orden de hiperestaticidad se calculard utilizando la siguiente formula para es-
tructuras articuladas:

o.h. = Barras — 2 -Nudos + Reacciones =3-2-4+6=1

La estructura es isostética al ser su o.h.=1.

b) Nuamero de grados libres.
Los grados de libertad de la estructura son 8, g.d.1=(1,2,3,4,5,6,7,8), siendo libres
2 de ellos (5,6), como se observa en la figura
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Y 4

c) Matriz de rigidez reducida.

Previamente, se construye la matriz de la estructura,

A A
kiy 0 ki; 0
K] 0 kb k>, 0
g~ |, A B A B C C
k3 k3 kys+ky+ky; ki
C C
0 0 k43 k44

de dicha matriz, las matrices correspondientes a los grados de libertad libres (5,6),
proporcionan la matriz reducida,

(K] = [k?}, +k3; + kS;

Posteriormente, se construyen las matrices elementales

Barra A: (1) [Nodo Articulado (1,2)] — (3) [Nodo Articulado (5,6)] (a = 45°. Los
ejes locales no coinciden con los ejes globales de la estructura)

A A
kll k13
KL =
A A
1(31 k33

Seleccionando, la matriz necesaria para calcular la matriz reducida,

1 0
00

Para expresarla en coordenadas globales, se multiplica por la matriz de rotacion,

EA
K33l = —
(Kssh =

R= [cos(a) —sin(a)]

sin(a) cos(a)

quedando,
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1 1

EA|H5 »H

A A T 2 2
[K35lg = R[K33]iR =T |1 1
2 2

Barra B: (2) [Nodo Articulado (3,4)] — (3) [Nodo Articulado (5,6)] (o = 135°. Los
ejes locales no coinciden con los ejes globales de la estructura). El razonamiento
es el mismo que para la barra A (modificacién del dngulo) quedando finalmente
la siguiente matriz,

1 -1

EA|l > o

B B T 2 2
[K33]g = R[K33]1R = T -1 1
2 2

Barra C: (3) [Nodo Articulado (5,6)] — @) [Nodo Articulado (7,8)] (a = 90°. Los
ejes locales no coinciden con los ejes globales de la estructura). El razonamiento
es el mismo que para las barras anteriores, quedando,

EA|0 O
K$3lg =R[KG R = —
[ 33]g [ 33]1 Lo 1
Finalmente, la matriz reducida queda al sustituir los datos,

1 0 10 0
] - [ ] (N/mim)
0 2 0 20

EA

[Kle = [k + k55 + k53| = -

d) Vector de fuerzas nodales reducido.

La estructura estd sometida a un incremento térmico en la barra A, siendo el vec-
tor de fuerzas nodales reducido el axil térmico del nudo (3),

N
Pomp// t

©) ~ 6
Ntérmico,l =EAaAT L’ 5
EA a AT cos(45° 1,41 P‘m
Nt(?rmico _ ‘ (45°) _ (kN) emp A
6 |EAaATsin(45°) 1,41 /'

/2
Nt L'l
e) Desplazamiento x e y del nudo 3.
El campo de desplazamientos se determina resolviendo el sistema,

FO = [y + KBy + k5, ] u®

Sustituyendo los valores anteriores,

[1,41] [10 0] [ug,}
(kN) = (kN/mm) (mm)
1,41 0 20 ug

quedando el campo de desplazamientos,
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f)

’ll5 =0,14(mm); ug = 0,07 (mm) ‘

Axil de la barra 2-3, considerando las tracciones positivas y las compresiones
negativas.

El axil se obtiene utilizando el campo de desplazamiento del apartado anterior.
Para ello, tenemos que calcular las fuerzas de empotramiento en los nudos de
la barra B y expresarlas en las componentes locales de la barra, sabiendo que el
campo de desplazamiento en el nudo (2) es nulo,

s

k5, kb [u@]
p®
8

u®

B 1B
g Lk kil
tomando el nudo (3), expresado en locales,

[P®, = RT [P,

siendo, el axil la primera fila que sale al multiplicar las matrices

EA 2 2
N23 = T(—g us + §u6) =-500N

Nota: Si se realizan los célculos con el nudo (2) se obtiene el mismo valor del axil.

Reaccion vertical en el apoyo del nodo 4.

Se analiza las fuerzas de empotramiento de la barra C, que es donde esta la reac-
cién vertical del nudo (4), sabiendo que el campo de desplazamientos es nulo en

el nudo (@),

p® kS k5, a®
®| ~ @
S AR T

expresandolas en locales,

PO} =T [PD),
siendo la reaccién vertical la primera fila del sistema de ecuaciones planteado,

EA
V4 = Tué = —O,7kN

Reaccion horizontal total en el apoyo del nodo 1.

En este apartado, se analizan las fuerzas de empotramiento de la barra A donde
esta situado el nudo (1), sabiendo que para esta barra, el campo de desplazamien-
tos del nudo (1) es cero. Por tanto,

{P(D SYRLSE [u(D]
®| ~ ®
P ST S M kg
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siendo la fuerza de empotramiento en la direccién horizontal debida al campo de
desplazamientos (coordenadas globales),

En esta barra, hay un incremento térmico que también se debe de sumar a la fuer-
za de empotramiento en la misma direccién horizontal y en coordenada globales,

V2

Ntérmico,g =EAa ATT
Por tanto, la reaccién horizontal total serd,

- :EAaAT\/E

= 353,5N
! 8
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10. Usando MATLAB, calcular el campo de desplazamientos de la estructura.

Datos: Ly =Lc =2V2 m; Ly = 2m; Ap = Ag = A¢c =200cm?; E=200 MPa; F=300N

Solucion

El campo de desplazamientos de la estructura es,

u® = [8] (mm); u® = [—0(1),46029189] (mm); u® = [8] (mm); u® = [8] (mm)



% Propiedades geométricas de las barras.
La=2000*sqrt(2) %Unidades de mm

Lb=2000

Lc=2000*sqrt(2)

E=200 %Unidades de MPa=N/mm"2
A=(100)*(100) %Unidades de mm”"2

%Valor de las cargas.
F=300 %Unidades de N (Carga puntual)

%Condiciones de contorno de los desplazamientos conocidos.
ul=[0,0]" %Nudo articulado sin desplazamiento 2 g.d.l.
u3=[0,0]" %Nudo articulado sin desplazamiento 2 g.d.l.
u4=[0,0]"' %Nudo articulado sin desplazamiento 2 g.d.l.

%Construccién de la matriz elemental de la barra A.
kla=(E*A/La)*[1 © -1 0; © 00 0; -1 0 10; 00 0 9]

%E1l angulo de la barra A es 135¢°

theta=135

Ldl=[cosd(theta) -sind(theta); cosd(theta) sind(theta)]
R1=[Ld1l zeros(2);zeros(2) Ld1]

kga=R1*kla*R1"'

%Construccion de la matriz elemental de la barra B.
klb=(E*A/Lb)*[1 © -1 9; © © 0 9; -1 0 10; 00 0 0]
%El angulo de la barra B es 0°

kgb=k1lb

%Construccién de la matriz elemental de la barra C.
klc=(E*A/Lc)*[1 0 -1 9; © 00 0; -1 010; 000 0]

%El angulo de la barra C es 45¢°

theta=45

Ld2=[cosd(theta) -sind(theta); cosd(theta) sind(theta)]
R2=[Ld2 zeros(2);zeros(2) Ld2]

kgc=R2*k1lc*R2"'

%Construccion de la matriz general. Cuidado con los grados de libertad
K=zeros(8)

K([1,2],[1,2])=kga([3,4],[3,4])

K([1,2],[3,4])=kga([3,4],[1,2])

K([3,4],[1,2])=kga([1,2],[3,4])
K([3,4],[3,4])=kga([1,2],[1,2])+kgb([3,4],[3,4])+kgc([3,4],[3,4])
K([3,4],[5,6])=kgb([3,4],[1,2])

K([3,4],[7,8])=kgc([3,4],[1,2])

K([S,G],[3,4])=kgb([1,2],[3,4])

K([5,6],[5,6])=kgb([1,2],[1,2])

K([7,8],[3,4])=kgc([1,2],[3,4])

K([7,8],[7,8])=kgc([1,2],[1,2])

%Vector de cargas.
%Carga puntual.
Ft=[0 © F*cosd(30) -F*sind(30) 0 © © 0]'



%Calcular el campo de desplazamientos.
KLL=K([3,4],[3,4])

Kinv=inv(KLL)

Fp=[F*cosd(30) -F*sind(30)]"

u=Kinv*Fp

ufinal=[0Q; @; u ;0;0;0;0]
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11. Usando MATLAB, calcular el campo de desplazamientos de la estructura.

. q=2 (%) 9
12
g LY
* - B | F = 300(N)
1 c

A \
o] 4 e
777 1 - 777

Datos: Ly =Lc =4m; Lg =6m; Ay =Ag =Ac =100cm?; E=200 GPa;

N
In =1z =I- =1500 cm?*; F=300N; q=2 ——
A=l =Ic cm q mm

Solucién

El campo de desplazamientos de la estructura es,
-0,4240 -0,4295 0
u® =10 (mm,rad); u®@= —-0,0122 [(mm,rad); u® = -0,0118 (mm,rad);u@ =|0|(mm,rad)
0 -0,0014 0,0016 0



% Propiedades geométricas de las barras.
La=4000 Z%Unidades de mm

Lb=6000

Lc=4000

E=200000 %Unidades de MPa=N/mm"2
Aa=10000 %Unidades de mm”"2
Ab=10000

Ac=10000

Ia=15000000 %Unidades de mm"4
Ic=15000000 %Unidades de mm"4
Ib=15000000 %Unidades de mm"4

%Valor de las cargas.
Fpunt=-300 %Unidades de N (Carga puntual)
g=2 %Unidades de N/mm (Carga distribuida)

%Condiciones de contorno de los desplazamientos conocidos.
ul=[0,0,0]"' %Nudo rigido sin desplazamiento 3 g.d.l.
u4=[0,0,0]"' %Nudo rigido sin desplazamiento 3 g.d.l.

%Construccion de la matriz elemental de la barra A(Nudo rigido 1--> Nudo
%rigido 2] (Coordenadas locales)
kla=[E*Aa/La @ @ -E*Aa/La © O;

0@ 12*E*Ia/(La”3) 6*E*Ia/(La™2) @ -12*E*Ia/(La”3) 6*E*Ia/(La"2);

@ 6*E*Ia/(La”2) 4*E*Ia/(La) © -6*E*Ia/(La”2) 2*E*Ia/(La);

-E*Aa/La © © E*Aa/La 0 0O;

@ -12*E*Ia/(La”3) -6*E*Ia/(La™2) @ 12*E*Ia/(La”3) -6*E*Ia/(La"2);

@ 6*E*Ia/(La”2) 2*E*Ia/(La) @ -6*E*Ia/(La"2) 4*E*Ia/(La)]

Lat=[cosd(90) -sind(90) 0;sind(90) cosd(90) 0; @ 0 1]
Ra=[Lat zeros(3);zeros(3) Lat] %Matriz de cambio respecto a los ejes globales

% Matriz global de la barra A (Coordenadas globales)
kga=Ra*kla*Ra'

%Construccion de la matriz elemental de la barra B (Nudo rigido 2--> Nudo
%rigido 3](Coordenadas locales=Coordenadas globales)
klb=[E*Ab/Lb © © -E*Ab/Lb 0 ©;
0 12*E*Ib/(Lb”3) 6*E*Ib/(Lb”2) © -12*E*Ib/(Lb"3) 6*E*Ib/(Lb"2);
@ 6*E*Ib/(Lb”2) 4*E*Ib/(Lb) © -6*E*Ib/(Lb”2) 2*E*Ib/(Lb);
-E*Ab/Lb © @ E*Ab/Lb 0 0;
@ -12*E*Ib/(Lb”3) -6*E*Ib/(Lb*2) @ 12*E*Ib/(Lb”3) -6*E*Ib/(Lb”2);
© 6*E*Ib/(Lb”2) 2*E*Ib/(Lb) © -6*E*Ib/(Lb"2) 4*E*Ib/(Lb)]

%E1l angulo es @, por tanto, los ejes locales coinciden con los ejes globales.
kgb=k1lb

%Construccion de la matriz elemental de la barra C(Nudo rigido 4--> Nudo
%rigido 3] (Coordenadas locales)
klc=[E*Ac/Lc @ © -E*Ac/Lc © O;

0 12*E*Ic/(Lc”3) 6*E*Ic/(Lc”2) © -12*E*Ic/(Lc”3) 6*E*Ic/(Lc”"2);

@ 6*E*Ic/(Lc"2) 4*E*Ic/(Lc) @ -6*E*Ic/(Lc”2) 2*E*Ic/(Lc);



-E*Ac/Lc @ © E*Ac/Lc 0 0O;
@ -12*E*Ic/(Lc”3) -6*E*Ic/(Lc”2) @ 12*¥E*Ic/(Lc”3) -6*E*Ic/(Lc”2);
@ 6*E*Ic/(Lc”2) 2*E*Ic/(Lc) @ -6*E*Ic/(Lc”2) 4*E*Ic/(Lc)]

Lct=[cosd(909) -sind(90) 0;sind(90) cosd(90) @; 0@ 0 1]
Rc=[Lct zeros(3);zeros(3) Lct] %Matriz de cambio respecto a los ejes globales

% Matriz global de la barra C (Coordenadas globales)
kgc=Rc*klc*Rc'

%Construccidén de la matriz general. Cuidado con los grados de libertad
K=zeros(12)

K([1,2,3],[1,2,3])=kga([1,2,3],[1,2,3])
K([1,2,3],[4,5,6])=kga([1,2,3],[4,5,6]) %Lectura por filas y por columnas
K([1,2,3],[7,8,9])=zeros(3)

K([1,2,3],[10,11,12])=zeros(3)

K([4,5,6],[1,2,3])=kga([4,5,6],[1,2,3])
K([4,5,6],[4,5,6])=kga([4,5,6],[4,5,6])+kgb([1,2,3],[1,2,3])
K([4,5,6],[7,8,9])=kgb([1,2,3],[4,5,6])

K([4,5,6],[10,11,12])=zeros(3)

K([7,8,9],[1,2,3])=zeros(3)

K([7,8,9],[4,5,6])=kgb([4,5,6],[1,2,3])
K([7,8,9],[7,8,9])=kgb([4,5,6],[4,5,6])+kgc([4,5,6],[4,5,6])
K([7,8,9],[10,11,12])=kgc([4,5,6],[1,2,3])
K([10,11,12],[1,2,3])=zeros(3)

K([10,11,12],[4,5,6])=zeros(3)
K([1e,11,12],[7,8,9])=kgc([1,2,3],[4,5,6])
K([1e,11,12],[10,11,12])=kgc([1,2,3],[1,2,3])

%Vector de cargas.

%Carga Puntual

Fp3=[Fpunt 0 0]' %Carga puntual en el nudo 3

%Carga distribuida.

Rdist2=[0 (g*Lb)/2 g*(Lb)~2/12]" %Reaccidén en el nudo 2 (Barra B)
Rdist3=[0 (g*Lb)/2 (-q*Lb"2)/12]' %Reaccién en el nudo 3 (Barra B)

%Calcular el campo de desplazamientos.S6lo he utilizado el campo de
%desplazamientos distinto de cero que serian los grados de libertad (4,5,6,7,8,9)
KLL=zeros(6)

KLL([1,2,3],[1,2,3])=K([4,5,6],[4,5,6])
KLL([1,2,3],[4,5,6])=K([4,5,6],[7,8,9])
KLL([4,5,6],[1,2,3])=K([7,8,9],[4,5,6])
KLL([4,5,6],[4,5,6])=K([7,8,9],[7,8,9])

Kinv=inv(KLL)

Fd2=-[Rdist2; 0;0;0]

Fd3=-[ 9;0;0; Rdist3]

Fpu3=[0;0;0;Fp3]

Fp=Fd2+Fd3+Fpu3

u=Kinv*Fp

ufinal=[0; @; 0; u ;0;0;0]



etsiae
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